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VORWORT. 


Jlis ist mir vergönnt, den Plan einer Weiterführung meines 
Lehrbuches der Algebra, den ich vor zwölf Jahren in der Vor- 
rede zur ersten Auflage des zweiten Bandes angekündigt habe, 
nach mannigfaltigen Abhaltungen noch auszuführen. Durch das 
Entgegenkommen der Verlagsfirma erscheint dieser dritte Band 
der Algebra zugleich als zweite Auflage der im Jahre 1891 zum 
erstenmal gedruckten „Elliptischen Funktionen und algebraischen 
Zahlen“. 

Er beschäftigt sich hauptsächlich mit dem weiteren Ausbau 
der mannigfaltigen Anwendungen der Algebra und besonders der 
Theorie der quadratischen Körper auf die aus den elliptischen 
Funktionen hervorgegangenen Probleme, die uns das erste über 
die Kreisteilung hinausgehende Beispiel von algebraischen Zahlen 
liefern, deren Gesetze einigermaßen bekannt sind. Als Grund- 
lage dazu dient eine eingehendere Behandlung der quadratischen 
Körper mit negativer Diskriminante. Freilich ist auch hier nicht 
alles erreicht, was ich mir als letztes Ziel gesteckt hatte. So 
mußte die Ausführung der Theorie der relativ zyklischen Körper 
noch zurückgestellt werden — hoffentlich nur einstweilen. 

Dagegen habe ich, einem mehrfach an mich herangetretenen 
Wunsche entsprechend, einen Abriß der Theorie der algebrai- 
schen Funktionen auf arithmetischer Grundlage beigefügt, der 
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sich im wesentlichen an die Abhandlung von Dedekind und mir 
im 92. Bande von Grelles Journal anschlieUt, aber durch An- 
wendung der Theorie der, Funktionale, auf die ich im zweiten 
Bande die Theorie der algebraischen Zahlen gegründet habe, wie 
mir scheint, eine Vereinfachung erreicht. 

Strahburg, im Mai 1908. 

H. Weber. 
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Erster Abschnitt. 


Die elliptisclieii Integrale. 


§ 1. BefiixitiorL der elliptischem Integrale. 

Wenn die systematische Darstellung der Integralrechnung bis 
zu dem Punkto g(5langt ist, wo algebraische Integrale mit der 
Quadratwurzel aus einer Funktion ersten oder zweiten Grades 
auf Integrale rationah^r Funktionen zurüokgeführt werden, so tritt 
an dieser Stelle dem Lernenden eine Schranke entgegen, die er 
mit den ihm bis dahin zu Gebote stehenden Hilfsmitteln nicht 
zu übersteigen imstände ist. Das Streben nach einer Erweiterung 
der Hilfsmittel, um auch noch die nächste Klasse von Integralen 
der Forschung zugänglich zu machen, ist, wie es historisch der 
Anlaß gewesen, zu einem eingehenderen Studium der elliptischen 
Integrale und zur Einführung der elliptischen Funktionen, auch 
der naturgemäßeste und yerständlichsto Ausgangspunkt für den, 
der in die Theorie dieser Funktionen zuerst eingeführt werden 
soll. Es soll daher auch unsere nächste Aufgabe sein, uns mit 
den elliptischen Integralen und ihren wichtigsten Eigenschaften 
bekannt zu machen. 

Die Definition eines elliptischen Integrals, von der wir aus- 
gehen wollen, ist die folgende: Es bedeute f(x) eine ganze 
rationale Funktion dritten oder vierten Grades mit vier verschie- 
denen Wurzeln 

(l) f(x) = + 4%^»? 4" 

worin ao und (ij nicht beide zugleich verschwinden; es sei ferner 
0(x^y) eine beliebige ganze oder gebrochene rationale Funktion 
der beiden Argumente y. Dann ist 

^ f(x))dx 

das allgemeine elliptische Integral und 

0 (x^ ]/ f(x)) ä X 


1 * 
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S 2. 

und nennfen dies eine lineare Substitution. Deuten wir 
und wie im § 1 als Punkte auf zwei geraden Linien L und i', 
so ist diircli (2) eine gegenseitig eindeutige Beziekung der 
Punkte Yon L und X', eine Abbildung, festgelegt. Den Werten 
X = a:) und rr' = CO entspreclien die unendlich fernen Teile 
der Geraden, die wir ebenfalls als bestimmte Punkte betrachten. 
Es entspricht dann der Punkt x' = co dem Punkt x — mul 
der Punkt x^= co dem Punkt x' = — d : und nur wenn y ~ 0, 
die Substitution (2) also ganz ist, entsprechen sich die unendlich 
fernen Punkte auf L und V gegenseitig. 

Die Substitution (2) ändert sich nicht, wenn die vier Trans- 
formationszahlen mit demselben Faktor multipliziert werden. Die 
Determinante r vervielfältigt sich mit dem Quadrate dieses 
Faktors, und man kann daher diesen Faktor so bestimmen, daß 
die Determinante einen beliebig gegebenen Wert, z. B. den W^ert 1 
erhält. 

Wendet man die Substitution (2) auf irgend zwei Punkte 
und die zugehörigen x^ an, so ergibt' sich 

und wenn man ein zweites Punktepaar x.^ und das ent- 
simechende xh^ hinzunimmt: 

/ N/ N r^{p(^x*^)(x'^x'^ 

{x,x,){x,x,) - ^ ^ 

Vertauscht man hierin x^ mit und bildet den Quotienten, 
so folgt 

/g-v {^l00^i«:sx^) _ {x\Xi){x'sx'i) 

'' '' {x■^Xi){x^x^) {x[x’3){xWi)' 

Der Ausdruck auf der linken Seite wird das Doppelver- 
hältnis des Punktepaares x-^x^ zu dem Punktepaar x<iX.^ genannt, 
und es ist also in dieser ' Fonnel der Satz enthalten: 

Das Doppelverhältnis zweier Punktepaare ist bei 
gleichzeitiger linearer Transformation der vier Punkte 
invariant. 

Vier Punkte lassen sich auf sechs Arten in zwei Paare zer- 
legen. Setzen wir aber 

a ~ {x 2 Xi){x^Xi) 
b = {x^x^){x^Xi), 

C = {XiX^{x^X^ 
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§ 2. 


SO bestellt die Identität: 

(4) (X 1) ■— |— c =: 0 

und wir erhalten die sechs Doppelverhältnisse 
^ a 1) 

ö’ “7’ “7’ 

c a ^ 

c ’ a ’ ’ 

erste von ihnen — c:b = so erhält man 
nach (4) die sechs: 

(6) jc2, 


( 5 ) 


setzen wir das 




%2 


1 


’ 1 — ;C2 ’ 5^2 ’ _ 1 

Es sind also die sechs Doppelverhältnisse aus den vier Punkten 
linear durch eines unter ihnen ausgedrückt. 

Wenn die untereinander permutiert werden, so 

werden die a, &, c untereinander permutiert und ändern ihre 
Vorzeichen, jedoch so, daß entweder alle drei Vorzeichen gleich- 


gehen die Transpositionen 


(14) und (23) 

(-: 

(24) und (31) 

(-: 

(34) und (12) 

(-? 


1 ) 

-c 

h 

-h 

l 

-a 


-t) 

°) 

— aJ 


Wenn rcj, ajj, x^^ i’eell sind, so wird dfinn nnd nur 
dann ein positiver echter Bruch, wenn jcs und 1 — «a positiv, 
also entweder a und c positiv und l negativ oder a und c negativ, 
6 positiv ist. Dies findet statt, wenn itj, iCsi *4 in dieser 
Reihenfolge der Gröfie nach aufsteigend einander folgen und hei 
allen den Anordnungen, die daraus durch solche Permutatioifen 
entstehen, die b ungeändert lassen. Dies sind die folgenden acht; 

12 3 4 


2 

3 

4 
1 

4' 

3 

2 


3 

4 
1 
4 
3 
2 
1 


4 

1 

2 

3 
2 
1 

4 


1 

2 

3 
2 
1 

4 
3 
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Denkt man sicla also in dieser Keilienfolfjje auf 

eine Kreisperipherie gesetzt, so erhält man immer dann ein posi- 
tives echt gebrochenes wenn die Xi so der Größe nach auf- 
einander folgen, daß man mit einem beliebigen als kleinstem an- 
fängt und dann auf dem Kreise entweder nacli rechts oder nach 
links weiter zählt. Wir drücken dies so aus: 

Damit ein positiver echter Bruch sei, müssen die 
Größen x^^^ .-^4 der Größe nach zyklisch aufeinander 

folgen. 


§ 3. Lineare Transformation des elliptischen Differentials. 

Wenn sich die beiden Punkte und x^ einem und demselben 
Punkte X annähern, so nähern sich Xz und x' 4 , dem entsprechenden 
Punkte x' an. Wir setzen dann (xQXi):(xsxl) = dx:dx^ und 
erhalten aus (3), § 2 , die Beziehung zwischen den Differentialen 
dx*: 

{XiX 2 )dx (xjX 2 )dx' 

^ ^ (x^x){XiX) {x[x')(:tix') 

Ebenso ergibt sich , wenn man an Stelle von Xj , x^ zwei 
andere Punkte aJg, X 4 setzt: 

(x3X4)dx (xsXj) dx^ 

^ ^ {pC 3 x){x 4 ^x) ~ {xzx')^xy 

und wenn man multipliziert und die Wurzel zieht: 

( 3 ) V0^i^a)(^8>^4) dx _ i {x\x 2 ){xzx' 4 )dx’ 

^ {x^x){x2x){xzx){x4^x) yy\. )' 

also eine Transformation des elliptischen Differentialn 
durch eine lineare Substitution: 


" ^ +ß 

Diese Substitution ist vollkommen bestimmt, wenn zu drei 
beliebigen Punkten ajj, % die zugehörigen Werte x'^ /4, 
willkürlich gegeben sind, und man erhält sie aus der Gleichheit 
des Doppelverhältnisses: 

(4) (^1^2) (^8^) _ 

(x^Xz) (x^x) (x[x's) (x^xj ’ 

durch Auflösung nach x^ und den vierten zu x^ gehörigen Wert 
x'i erhält man aus 



Lineare Transformation des elliijtisohen Differentials. 
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§ 8 . 

{XlXi){XiX^) _ {x'iX'^iXjX'i) 

*' ^ {x^x^)(x^x^) {x\Xz)(xi2!>Cfiy 

Wenn die Funktion f{x) in dem elliptischen Differential 

dx 


da = 


V/'W 


gegeben ist, so sind damit auch die Xi^ ^2, ^3, ^4 gegeben, und 
durch die lineare Txmsfoi'mation ( 3 ) kann man das Differential 
auf eine andere Form bringen, bei der drei der Grölie x[^ ai2, 
x's, x'4, beliebig gegebene Werte haben. Man erhält die Normal- 
form, wenn man 

1 


X' = Xi 


0 , X2 = 1, Xb = 


^2’ 


X4, — o:> 


annimmt. Die Grobe % heißt bei Legendre der Modul des 
elliptischen Differentials und y 1 — das Komplement 

des Moduls. Ordnet man also die Punkte in folgender Weise 
einander zu: 

1 


0 , 1 , 


00, 


1 


1 


X , X-^ , X2 , Xb , Xj \^ , 

so ergeben sich aus der Gleichheit der Doppelverhältnisse leicht 
die Relationen: 

{xXi){XiXT)' 

{XXi){XiX^) 

(xx^){x■^x^)' 

{XX3)(x^Xi) 

{xXi){x^X3y 
{x^Xl){x^x^) dx 
{x^xi) {xx^f' 

{x^ xy (Xi Tg) __ {x^ Xg) (Xi Xj) 

{x^Xg){X2Xi)' {XjXi){XiX 3 ) 

und aus ( 3 ): 

(' 9 ') i(XgXi)(XiXi)dx _ d0 _ 

y — {xi x) (Xi x) {xg x) (XiX) y ^ (1 — 0){i — k'^0) 

Nach § 2 wird ein positiver echter Bruch, wenn die iCj, 
,*j, Xg, Xi, reell sind und der Größe nach zyklisch aufeinander 
folgen. Dies gibt also acht verschiedene solche Transformationen, 


( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 


%^g = 


de 
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§ 


9 

O. 


und man kann claininter je zwei ans wählen, bei denen das Intervall 
;^ == 0 bis ^ = 1 einem gegebenen der Intervalle {cCiX^\ 

öntspricht; dem wachsenden r^J entsprechen bei der 
einen dieser Transformationen die wachsenden bei der anderen 
die abnehmenden x (mit dem Durchgänge von + x zu — x ). 
Im ersten Falle haben die Quadratwurzeln in (9) beiderseits das 
gleiche, im zweiten das entgegengesetzte Zeichen. 

Wenn man nicht darauf besteht, daß ein positiver echter 
Bruch ist, so kann man die Punkte x^^ x^^ x^^ x^ auf alle Ai*ten 
permutieren und erhält 24 verschiedene lineare Transformationen 
in die Normalforin, von denen je vier dasselbe ergeben; man 
erhält im ganzen sechs verschiedene Modulen, die nach § 2, (fj) 
auseinander abgeleitet werden. 

Man übersieht am leichtesten die Gesamtheit dieser Trans- 
formationen, wenn man annimmt, das zu transformierende Integral 
habe bereits die Normalform: 

dx 

ix{l 

man hat dann in den Formeln (6) bis (9) die .r.,, x^ 
auf alle möglichen Arten durch 0, 1, 1:^2, zu er.setz( 3 n. Wir 
nehmen als Bekinel die folgernden Zuordnungen : 


• Man erhält 
1 ) 

2) 

.3) 


1 ^5 , x^^ 

1 ) 1 , 

2) 1) K', 

3) 1, 0, 00, i. 

dann aus (6) und (8) 

3tü = 1 — A“ = A'“, 

2 — i 

“ A“’ 

}C2 = A“ 


X 


1 — x' 

1 — X 

1 — lüaj» 


und für das Differential 


üz 

^1 z{l — (1 — 



§ 4. Die Legendresche Normalforrn. 

ergibt sich in den drei Fällen: 

1 ) 


11 


clx 


2 ) 

3) 


i — x{l ~ a:)(l — 

Xclx 

xil — x){l — k^x)^ 
clx 

^ x{\ — x){\ — X^x) 


§ 4. Die Legen dresche JSTormalforni. 

Wenn die Funktion f{x)^ die in dem elliptischen Differential 
unter dem Wurzelzeichen steht, reelle Koeffizienten hat, so sind 
drei Fälle möglich: 

II f{x) hat yier reelle Wurzeln x^^ x^\ 

2. f(x) hat zwei reelle Wurzeln rrj, x^ und ein paar kon- 
jugiert imaginäre Wurzeln x^^ x^\ 

3. f{x) hat zwei Paare konjugiert imaginärer Wurzeln Xj, x^ 
und jg, x^. 

In allen drei Fällen läfit sich das elliptische Differential durch 
eine reelle lineare Transformation auf die Form bringen: 

( 1 ) - 

worin a und ß reelle (positive oder negative) Konstanten sind. 

Wir bestimmen die lineare Abhängigkeit zwischen den 
Variablen x und !2 so, daß sich folgende Wex'te entsprechen: 


(2) 




X- 


1 } 


uT 2 , <^31 

y«, —V«, iß, 

und erhalten eine Substitution der Form: 

_x — Xj z — ^|a 




(3) 


r - 


X — Xs ^ 4 - l/cs 
Um h zu bestimmen, setzen Avir x = Xg, 
sprechend 0 = V/J, 0 = — iß, und erhalten 


X 4 , und ent- 


yj(^s£i) ^lß_ 

{XgXg) 


fo. 


h 


(x^Xi) 


V/j + y«’ ' ix^xg) 

Dai’aus durch Multiplikation xmd Division 

y« - y? _ 


y^^ ~i~ y*^ 

iß-i^' 


(4) h 


1/ (^3 

f (®3^1 


)('^ 4 a^ 3 ) 

)(a^4^i)’ ici + iß 


1/ (^8 

r (®8«2 
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(5) 


§ 4- 

Setzea wir, wie in § 2 

a = (aJa x-^) (xj x^) , 

b = (x^x^ix^xi), 

C = {XiXi)(X.^X^), 

a h -\- c = 0, 

so könnnea wir, da es nur auf das Verhältnis von a zn ß an- 
kommt, die letzte der Gleichungen (4) dadurch befriedigen, daß 
wir setzen: 

(6) y« = yi a y.]- j, y/i = y+ a — y:p i, 

und aus (3) ergibt sich für z der Ausdruck 

(7) 0 = 

— {xxT)yj(XiX^){XiX^ 

Stellt man neben (3) noch die daraus folgende Gleichung; 

.X — ajj 0 — y^ 


K' 


x — x^ ^ 4- y/3 
auf, so ergibt sich durch logarithmische Differentiation: 

{XiX^dx 2 ypidg {x^x^ dx 2'^ßd0 

{xxß) (XX^ 0^ — « ’ {xXi) {xXi) ^2 — ß ’ 

und daraus durch Multiplikation mit Rücksicht auf (5) und (6)- 

(8) _ 2 d0 

y± (xxß) {xx^) (xxs) (xXi) ]/(0i — «) (0^ — ß) 

Wenn nun die vier Wurzeln von f(x) reell sind, so gibt es, 
we wir im § 2 gesehen haben, acht Arten, diese Wurzeln den 
eiclien so zuzuordnen , daß a und h entgegen- 

gesetzte Zeichen haben, und wenn also ±a, +& positiv sind, so 

werden y«, fß reell, also a, ß positiv, und nach (7) wird dann 
auch 0 reell. 

Sind zweitens x^, reell, a;,, x^ konjugiert imaginär, so sind 
a und —b konjugiert imgin^also wird, wenn die Vorzeichen 
der Quadratwurzeln yi: a, ^|^:h passend bestimmt werden, 
ree , yp rem imaginär, also a positiv, ß negativ und 0 reell fweil 

i». 

Sind endlich «j, x^ und «3, a:* zwei konjugiert imaginäre 
Paare, so sind a und -f, beide positiv. Nehmen wir also fn (6) 
die unteren Zeichen, so werden y^, ifß rein imaginär, also « 
d ß negativ, und aus (7) ergibt sich für 0 ein reeller Ausdruck. 



Die Weierstrasssche Normalform. 


U 


§ 6 . 


Setzt man dann 


( 9 ) ^2 

so ergibt sich 


( 10 ) 


2d0 

— «) ( 0 ^ — ß) 


== 2 /, 


dy 

iy{y — “)(2/ — ß) 


und man hat also durch die quadratische Substitution (9) 
ein elliptisches Differential erhalten, hei dem unter dem Wurzel- 
zeichen eine Funktion dritten Grades mit reellen Wurzeln steht, 
das man nach § 3 durch lineare Substitution auf die Normalform 



V?(i — &)(i — «2g) 


bringen kann, und darin können ^ und % als positive echte 
Brüche angenommen werden. 

Die Legen dresche Normalform ergibt sich daraus, wenn man 


setzt: 

(n) 


J — sin^T?, rrr 2Bin(pcos(p 

dt 2dg) 

— g) (1 — yi — ;c2sin^<p 


§ 5. Die Weierstrasssche Iff’ormalform. 

Eine andere Nornialform des elliptischen Differentials hat 
Weierstrass seinen Untersuchungen zugrunde gelegt, nämlich 
die Form 


(1) 


7 d0 

du = : 

y 4:^3 — ^ 2 ^ — dB 


in der g^ Konstanten sind, die die erste und zweite In- 
variante des Differentials genannt werden. Das allgemeine 
elliptische Differential 


(2) 

worin 


äx 

im' 


(3j f = ÜQ x^ — j- cti —j— -y* 0^3 X "-j— ci^ 

ist, kann durch eine lineare Transformation auf die Weier- 
strasssche Normalform gebracht werden, wenn die Wurzeln 
^^ 2 , ^^ 3 , x^^ von fix) bekannt sind. Am einfachsten geschieht 
dies auf folgende Weise. 
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^ 5. 


Die Wurzeln der kubischen Funktion 

(p{8) := — cj^ 

mögen mit e-^ bezeichnet sein. Dann ist 

cp{ 0 ) = 4(^ — e ,){0 ^ e ^){0 — e,) 
und ßi + ^3 -f- % = 0. 

Wir lassen die Werte von x und 0 einander folgendermaßen 
entsprechen : 

/V' /V' /y» < 7 * /yi 

1 // 2 , iX '3 j 


CO 


1 


^ 2 ^ 


^3 "i 


und es ergibt sich, wenn wir mit m einen konstanten Faktor 
bezeichnen, der willkilrlich angenommen werden kann: 


(4) 


mfxxo) 

& — e, — — -Ml 1 

( 1 

1 \ 

(x^Xi) {XXi) 


(^1 a >)/ 

g~e,= m 

/ 1 

l \ 

(XiXs)(xXt,) 

VC^iiCs) 

{Xi x)J 


{ 1 

1 

-mi 

(Xi X^) {XXi) 

^4) 

(X^ X)J 


Der Faktor ni muß in allen drei Gleichungen derselbe sein, 
damit die Differenzen {0 — — (^0 — — ^2 — ^3 ^isw. von x 

unabhängig werden. 

Bildet man diese Differenzen und setzt wie in Ah»*ebra 
Bd. 1, § 70 ^ ‘ 

(Xi x^') {x^ = JJ ^ 

(S0x()r-z){x^x^) = *F, 

so folgt 

e,-.e 3 = 

{XlX,i){x^x^){x^x^) 

mrt man einen neuen willkürlichen Faktor a ein, indem 

man 

m = 3(1 ao (xj, « 2 ) («1 Xs ) {x^ x^) 

setzt, so folgt 

e,-e, = -3iiaoU, e,~e, = -3^a,V, e,~e,^-3^a„W 

und daraus wegen -j- = o, 

^1 — ftUoiV ~ W), 

62 = }iao(W — ü), 

fa = fiao(ü— V). 



Die Weiei’strasssche Noi'malfonia. 


§ 5. 


If) 


Die in Algebra I, § 70 eingeführten Groben j/j, sind 
also gleich ejifx, und man erhält nach der dortigen 

Formel (11) für die c\, die kubische Gleichung: 

— 3 + ftsJS = 0. 

Es wird also, wenn 9(5') — g.^^ 

(p{g) = 4={g — e{){g — e^){g ~ 63 ) = Ag-^ — g^g — g^ 
sein soll, 

(6) i/2 = g,=—Ay^B. 

Hierin sind 

A = a| — hfliaa -j- 12 «o «4 

^ B = Ylala^ + 2a| — 72aoa2«4 — Oöiaaag 

die erste und zweite Invariante der biquadratischen Form f{x). 

Die logarithmische Differentiation der beiden ei-sten Glei- 
chungen (4) ergibt 

d£2 dx^{x^x^){a\x.^) 

{g — ei,){g — t'a) “■ (xxiy(xx2)(xxs)' 
und mit Hilfe der letzten Gleichung (4) nach (5): 

_ äx 

^Ag^—g^g — gs ■\/l2 (if(x) 

Wollen wir diese Resultate auf den Fall anwenden, wo /’(,'/;) 
die Normalform 

f(x) = x(l — a;)(l — %^x) = X — x^ {1 n^x^ 

hat, und der Punkt g = aj dem Punkte x = 0 entspricht, so 
lassen wir üq in Null, x^ in Unendlich übergehen, aber das 
Produkt aoXi in einen endlichen Wert, den wir = 1 annehmen 
können. 

Es wird dann 

UoX^ = 1 , Uq = 0, «1 =: 

«2 = — (1 + ’«*)! cig = 1 , ai = 0 

und folglich 

A = (1 -f- 3«2)2 _ 3 jc2 — 1 _ ^2 _j_ ^4 = I _ ^2 y/i 

B — — (1 + »c^)[2(l -)- x^y — dx^] 

= — (1 -i- %2)(2 _ x2)(l — 2 jc2) 

= (1 -f- X^) (1 -|- x'^) (x^ 5«'*) 

= (2 x^x'^')(x^ — x'^), 

wenn >c'2 = 1 — %2 gesetzt ist. 
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§ ö, 


beifügen 

( 9 ) 


Es wird also, wenn wir nocli die Diskriminante 

A = 16.27fi«(4^3 _ j52) 


g-i = 12fx.2(l — 
g^ = — 4fi.^(2 


A = g'l — 21 g! — 21^.16 
und man erhält aus (6) die Transformation 

(10) 


y4^3 g,^ )j\2^X{l X){1 %^Xy 

um die Substitution zu finden, setzen wir = 0, x^ 
Xs = 1 : ^4 = 1 und erhalten 


1, 


«0 !7 = 1 , üoV : 


-^1 
v2 ’ 


aoW = 


folglich 


Ci — 


— 2 
" 5 C 2 ’ 




’ 

1 4- 


X2 






( 11 ) 


_ 3£ /X2 1 _ _1 \ 

l 3 x) 


Bei dieser Transformation des elliptisclien Differentials in der 
VVeierstrasssclieu Normalform wird die Zerlegung der Funk- 
tion /(^) m ihre linearen Faktoren, also die Auflösung der hi- 

/■(^) = 0, vorausgesetzt. Eine andere, 
fieüich nicht lineare Transformation, die ohne diese Voraussetzung 

Journal, Bd 52). Um sie darzustellen, benutzen wir die homogene 
Form des elliptischen Differentials homogene 

2/da; — xdg 


( 12 ) 


!(/■(«, 2/) 


worin 

(13) f(xg) = ao x* -f «j a;»?/ + + a^xy^ yK 

A ^ 0 ™ hat außer den beiden Invarianten 

A,Ji noch zwei Kovarianten: uvauanten 


( 14 ) 



Die Weierstrasssche Normalfonn. 
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§ 5. 


WO K und T Formen vierten und sechsten Grades sind, deren 
Koeffizienten sich rational und mit ganzzahligen Zahlenkoeffizienten 
aus den Koeffizienten von f zusammensetzen. Zwischen diesen 
Formen besteht dann noch die Relation 


(1.5) 

(Bd. I, § 70, 72). 


64JB/'ä = —27 


Es ist aber nach dem Eulerschen Satz über homogene 


dx 

dH 

dx^ 


U 

dy 

dH 




df . I 1 


-j jj. dK j , dH 7 

ds'J' '*®= + 


Funktionen 

iE 

woraus 

fdH — Hdf = — 3T(ydx — xdy)^ 
und wenn also nach (15) 

(16) 3 Vs T = i—H^ + QiBf^ 

gesetzt wird: 

ydx — xdy Hdf) 


(17) 


Vf i—{E^ — A:dApE—UBfi)f 

Macht man nun die Substitution 

ftiZ 

4 f. 

mit einem unbestimmten Faktor fi, so ergibt sich 

ydx — xdy äs 

•j/Fftf ii:!!!» — — f/3 ’ 

wenn wie früher 

(19) 02 = 12y^Ä^ 02 = — 4^^-R. 

Man kann diese Transformation auf ein Differential anwenden, 
das schon die Normalform hat Setzt man 

f(x, y) = ixHj — g^xy^ — g^y^, 

OjQ (X-^ Oj 2 


SO hat man 
durch 


'*'1 *'*'2 *^3 ^4 

0 4 0 —g^ —gs 

zu ersetzen, und es ergibt sich aus (7) 

Ä = 12g,, 27.16 g,. 

Weber, Algebra. III. 


E 

) 
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Wern man also ^ setzt, so gelion die Gleicliuiigeii (19 
in die Identitäten ff» = ffg ül^er. 

Wenn man dann ?/= 1 setzt, so ergibt die Traiisfonnation (18' 

( 20 ) 

— g^x — g^ — g^0 ^ 

Diese Transformation wird nach (16) dnrcli 

— H 
^ ~ 48/' 

vermittelt. Es ergibt sich aber aus (14); 

E=:-iS[{x^-\-y,y-^2g,xl 

und folglich erhalten wir 

(21) 0 = 4- hkY + ^g^x 

4.'r® g^x g^ 

Weiter ergibt sich noch aus (14) 

T= 320(/3a3-20(/|a2- 16i/,^3a- + .92/y,f 

und dann nach (16) 

- ff»^ — ff» — (Js = T. 

V Multiplikation des ellipti- 

schen Differentials mit 2 geleistet. Es ist dadurch nicht nur 
0 als emdeutige (rationale) Funktion von « dargestellt, sondern 
auch die eine Quadratwurzel eindeutig durch die andere, d. h. es 
ist einem Punkte x eindeutig ein Punkt zugeordnet. 

§ 6. Elliptische Kurven. 

* Veränderlichen 

, J Wird ausgedruckt durch eine Gleichung der Form 

F’(*,i/) = o, 

bezeichnet' ^BetracLt^T^ Funktion der beiden Veränderlichen ./■. i/ 

eine. Pnnltes in dt Eb“„“ »""unt' “„‘“i“’" 

«ten erndes, wem F in h.™ ™f 1 

PnnÄSiiÄ I”“ n“““" 


§ 6. Elliptische Kurven. 19 

Ist dann O y) eine ganze oder gebrochene rationale Funk- 
tion von X und und y von x durch die Gleichung (1) abhängig, 
so sind 

(2) ^{x,ij)dx, f^{x,y)dx 

die zu der Kurve F gehörigen algebraischen Differentiale 

und Integrale. 

Beispielsweise ist, wenn f{x) eine Funktion dritten oder 
vierten Grades von x ist, 

y 2 — f{x) = 0 

die Gleichung einer Kurve* dritten oder vierten Grades, zu der 
die mit der Irrationalität f{x) behafteten elliptischen Diffe- 
rentiale und Integrale gehören. 

Wir wollen hier alle Kurven, deren Differentiale und Inte- 
grale auf elliptische reduzierbar sind, elliptische Kurven 
nennen. Wie das Beispiel zeigt, kommen darunter Kurven dritten 
und vierten Grades vor. 

Kegelschnitte gehören nicht zu den elliptischen Kurven, weil, 
wenn zwischen x und y eine Gleichung zweiten Grades besteht, 
x und y als rationale Fuilktionen eines Parameters t dargestellt 
werden können, wodurch das algebraische Differential auf ein 
rationales nach t zurückgeführt werden kann. Solche Kurven 
heißen rationale Kurven. 

Wir werden sehen, daß alle Kurven dritten Grades ohne 
Doppel- oder Rückkehrpunkt zu den elliptischen gehören. Kurven 
höheren Grades können nur dann dazu gehören, wenn sie eine 
gewisse Anzahl singulärer Punkte haben. Dies ist ein fundamen- 
tales Kapitel in der allgemeinen Theorie der algebraischen Funk- 
tionen, das nicht in den Plan dieses Werkes gehört ^). 


Die "wichtigsten diesen Gegenstand betreifenden Arbf-dten sind: 

Ri e mann 5 Theorie der Abel sehen Funktionen [Grelles Journal, 
Bd. 54 (1857)]. Mathematische Werke, 2. Aull., 8. 88, 487. Nachträge, 
her ansgegeben von Noether und Wirtingcr (1902). 

Aronhold, Monatsberichte der Berliner Akademie vona 25. April 
1861. 

Clebsch, Über die Anwendung der Abel sehen Funktionen in 
der Geometrie (Grelles Journal, Bd. 08). 

Clebsch, Über diejenigen ebenen Kurven, deren Koordinaten 
rationale Funktionen eines Parameters sind (ibid., Bd. 64). 

Clebsch, Über diejenigen Kurven, deren Koordinaten sich als 
elliptische Funktionen eines Parametex’s clarstellen lassen (ibid., Bd. 64). 

2*"f= 



I 



i' 



I' 

'f 
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Für die Untersuchung algebraischer Differentiale von dieser 
Gesichtspunkte ist die Einführung homogener Variablen zweck 
mäßig. Wir setzen io = y — x^F{x^y) — f(Xi^X2,Xg) 
dann ist f{Xi^X2iX^) eine homogene Funktion nter Ordnung 
der drei Veränderlichen Xi^ x^^ x^ und 
{Z) = 0 

die Gleichung einer Kurve nter Ordnung in homogenen Koordi- 
naten. Es wird 

, x^dxi — x^dx^ 


( 4 J äa = ^.(x,y)dx = ^«•(|,|) {x,dx, ^ x,dx,). 

Nun ist aber nach dem Eulerschen Satz über homogene 
Funktionen, wenn wir mit f^, /s die partiellen Ableitungen 
von f nach x^, bezeichnen, 

fiXi f 2 x^ -|- fgXg = 0 , 
fidxj^ + fad«2 + fsdxs = 0, 
daher, wenn p einen Proportionalitäts|aktor bedeutet, 

/i = p (x^dxn — X3 dx^ , 

/s = Qix^dx-^ — Xi dx^), 

fs = Qix^dXi — X2dxi), 

und wenn man mit Cj, Cj, Cj ganz willkürliche Größen, z. B. Kon- 
stanten, bezeichnet: 

/i “f“ ^2 /a “f" C3 /^g = Q ^CiX^dXf, 

wenn A? + c, a^acZa^g in übhcher Weise die Determinante 


j dosi dx^ dxg 

bedeutet. Es folgt also: 

Xsdx^ — «ida^g = _ A-^±<^iX 2 dx, 
und wenn man /i + «2 /a + Cg /g ’ 

*s W xj ~ ^ 

(Teubner, Leipzig 1866). , ^ Abel sehen Funktionen 


Elliptische Kurven. 
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§ 6. 


setzt, so ergibt sieb aus (4) der Ausdruck für das allgemeinste 
zu der Kurve f gehörige algebraische Differential; 


(5) 


— 


WZ + 

^ifi H“ 02/2 + <^3/3 ’ 


worin W eine ganze oder gebrochene homogene Funktion der 
(n — 3)ten Ordnung ist. Die willkürlichen Größen 
kommen nur scheinbar in diesem Ausdruck vor. In Wirklichkeit 
ist er davon ganz unabhängig. 

Wir betrachten wieder den Fall n = 3. Dann ist der ein- 
fachste Fall der, daß W eine Konstante ist, und (5) geht dann 
in das elliptische Differential erster Gattung über: 


( 6 ) 


da = 


^ db c-^x^dx^ 

+ <^2/2 H“ ^3/3 


Dieses wollen wir nun mit Hilfe der Kovarianten der ternären 
Form dritten Grades auf die Weierstrasssche Form trans- 
formieren. 

Wir haben Bd. II, § 107 die fundamentalen Kovarianten der 
kubischen Form kennen gelernt. Es waren dies außer f selbst: 




1 


63 


/iij 

Al, 

Al, 


A2, 

/l3 

A2, 

As 

A21 

As 



/i, 

^1, 

ü-, 

^2 , 


^8 , 


fix , 

/12, 

As , 

■^1 

Al, 

A2, 

As, 


Al , 

A2, 

As, 


^1 , 

^2, 

^3, 

0 


«^2 , 


, 


wobei die Indizes 1, 2, 3 die Differentiation nach den Variablen 
a'i, iCj, bedeuten. 

Es folgt aus dem Multiplikationssatz der Determinanten, da 
f und df = () sind: 


^1, 

<^2, 

Cs, 


A, 

A, 



^•2, 

X3 


A. 

z/2, 


c2a?i, 

doc^ 5 

da’g 


A, 

cA, 



dJ 

SxiJi, dJ 


Saft 


= ZECifi^idJ— ’lJdJ), 

und daraus 


(7) 


d'ü, 


JdJ — 2Jd^ 
— 




4^2 Erster A))sclinitt. ^ (». 

Mit Hilfe der Kovarianten haben wir die l-'orm f{u;} atii' die 
kanonische Form 

(p{y) = yl H" yi H" vi + y^y-i 

reduziert. 

Wir haben, wenn r die Substitutioiisd(iterniitiaxite ])edcutid; 

(2 4- -\-i% — -f- — f'J 

(Tflw»)'*'’ ’ 

(1 -j- 2m^)f — 6mrM 

Q ^ ^ , 

^ 1 + 8m3 

gesetzt und erhielten yf, yl, 2/;? Wurzeln der kubiHclien 
Gleichung 

und die Diskriminante dieser kubischen Gleichung ist 


A 


(1 + 8?»*)® 


Drückt man diese Diskriminante durch F, Q, li aus, so oriüllt 
man JT® rational durch f, J, J dargcstellt. W^ir haheii an der 
erwähnten Stelle der Algebra diesen Ausdruck nicht ex|>lizito an- 
gegeben. Jetzt müssen wir ihn aber bilden, wenn auch nur uutcjr 
der Voraussetzung f = 0, d. h. nur für die Punkte dem Kurve. 
Es ist aber [nach Bd. I, § 50, (10)] 

Ä = 4- 18P<3E8 - 4 P® — 4 Qm^ — 27 li«. 

Darin hat man zu setzen: 


P _ 3w®rMa — yej - ^ ytj 

(14-8ms)ä ’ 14- gm«’ 14:'aHja’ 

und man erhält durch eine nicht schwierige Rechnung, wenn man 
mit 8 und T die beiden Invarianten der Kurve dritter Ordnung 
bezeichnet (Bd. II, § 108), 

(1 4- 8w3)«Di = ri8(4P3 4- — 27 

und folglich 

■ (8) Zs = 4 J3 108 8Jji — 27 I’^e. 

Diese Gleichung ist aber nicht identisch, sondern nur unter 
der Voraussetzung f = 0 befriedigt. Der vollständige Ausdruck 
von ZS durch P, f wird sehr viel komplizierter. 


Elliptisoke Kaumkurven vierter Ordnung. 
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§ 7. 


Setzt man 


( 9 ) 


J" „ . 1 ^tlJ — 2JdJ 

-=3*, d, = j ’ 


SO ergibt sich aus (8) 

IO = 27 ^«(4 ^'3 4- USpj — T) 

und aus (7) 

( 10 ) 






P y4^3 T' 

und dies ist die Weier strasssche Normalform für 


9z 


T. 


■12S, 


§ 7. Elliptische Eaumkurven vierter Ordnung. 

Man kann algebraische Funktionen einer Veränderlichen auch 
durch Gleichungen zwischen mehreren Variablen darstellen, wenn 
man die Anzahl der Gleichungen entsprechend vergrößert. Nimmt 
man z. B. drei Variable’ rr, ?y, 0 und läßt zwischen ihnen zwei 
Gleichungen 

( 1 ) = 0 , — 0 

bestehen, so kann man aus diesen beiden Gleichungen z. B, x 
eliminieren und erhält eine Gleichung zwischen y und durch 
die y als algebraische Funktion von ^ definiert ist. Es kann 
dann, wenn man gewisse Ausnahmefälle ausschließt, x und jede 
rationale Funktion von y^ b rational durch y und 8 dargestellt 
werden. Die Integrale der Form 

(2) ^F{x,y,s)dg, 

in denen F eine rationale Funktion bedeutet, gehören dann zu 
dem durch (1) dai*gestellten algebraischen Gebilde. Nimmt man 
2 /, ^ als Cartesische Koordinaten im Raume an, so stellt (1) 
eine Raumkurve als den Durchschnitt zweier Flächen 95 = 0, 
'ijj z= 0 dar, und die Integrale (2) gehören zu dieser Raumkurve. 
Die Kurve heißt wieder elliptisch, wenn diese Integrale ellip- 
tisch sind. 

Wir wollen diese Betrachtungen auf die Raumkurven vierter 
Ordnung erster Spezies anwenden, d. h.. auf die Kurven vierter 
Ordnung, die sich als vollständiger Durchschnitt zweier Flächen 
zweiten Grades darstellen lassen. 
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§ 7. 


Wir führen wieder homogene Koordinaten ein 

und nehmen die Grleichnngen zweier gegebenen Flächen zweiten 
Grades in der Form an: 

^3, r= GijiXiXji^ 

Xs, x^) =r Zb^XiXk. 

Die beiden Flächen bestimmen ein Flächenbüschel zweiter 
Ordnung ^cp — rjil). Alle Flächen des Büschels schneiden sich 
in einer Raumkurve vierter Ordnung, die wir die Grundkurve 
nennen. Man erhält dieselbe Kurve und dasselbe Büschel, wenn 
man die Funktionen (p und t durch 9', ijj' ersetzt, die aus 9, 'ip 

mittels der linearen Substitution durch 

\P Q.J 

(4) 9' = ^9 -f- 

= P 

abgeleitet wird, deren Detei’minante t = 0Hg[ — np von Null 
verschieden ist. Dadurch ergibt sich die Identität 

(5) I9 -j- ^2^ = ^'9' + 

worin 

^ = m^' + pV^ 

rj = w|' + 

eine lineare Transformation der Variablen rj darstellt. Außer 
dieser binären Substitution kommt noch eine lineare quater- 
näre Substitution der Variablen 


( 6 ) 


^2? 


-07 (Koordinatentrans- 
formation) in Betracht, deren Determinante wir = 1 annehmen 
können. 

Jede quadratische Form besitzt diesen letzteren Transforma- 
tionen gegenüber eine Invariante, nämlich die Hessesche 
Determinante (Bd. I, § 62, 63, 66), und wir erhalten also als 
Invariante der Form (5): 

(7) = 

, -2: ± (|an + VhdQoiti-j-vhiXiass + V 

Dies ist eine binäre biquadratische Form der Variablen i v 
die vdr, entwickelt, so darstellen: ’ ’ 

(®) ~ ffol* + -j- as|?;3 4. a^riK 

. Die Koeffiaenteii dieser biquadratischen Form a„, a,, a„ a,, a, 
andern sich mcht bei einer Koordinatentransformation. Sie heißen 
daher simultane Invarianten des Formenpaares <p, ^ (a, und 
Sind die Determinanten von 9 und von 9). 
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Die ai ändern sich, wenn man die rj einer Substitution (6) 
unterwirft. Bildet man aber die Invarianten der Form (8) (nach 
Algeka, Bd. I, § 70), so erhält man Funktionen der Koeffizienten, 
die auch diesen Substitutionen gegenüber invariant sind, die also 
nicht zu den individuellen Formen 9, ijj, sondern zu dem ganzen 
Büschel und also auch zu ihrem Durchschnitt, der Grundkurve, 
gehören. Wir nennen sie Invarianten der Grundkurve. In 
bezmg auf das Formensystem cp, werden sie auch Kombinanten 
genaiant. Die Grundkurve hat also zwei Invarianten: 

^ B — 27 -f- 27 aoa| 2a^ — 

aus denen man die Diskriminante D nach der Formel 

(10) 27i) = 4 J.3 — JB2 

abledtet. ^-In bezug auf die Koeffizienten von (p und ip sind die 
Invarianten B von den Graden 8, 12, 24. 

Das Formensystem 9, ijj hat zwei simultane quadratische 
Kov arianten, die man ebenso wie die Kovariante G (in Algebra I, 


§ 65 ) ableitet. Die erste von ihnen ist, wenn wir 
setzeu: 


_ 1 _ dip 


0 ‘) 


0 


<^ 11 J 

«121 

«13 1 

«14 1 


■; 1; 

^^ 21 J 

«22 5 

«23 1 

«24 1 


"* : ' \ 


«32 1 

«33 } 

«34 5 


iv i 

^41 ^ 

«42 1 

«43 5 

«441 

t4 

: ■■ i 

^ 1 , 

*^21 

’/'s, 

^41 

0 

1 


und die zweite W erhält man daraus, indem man coa mit hac 
und ip mit g? vertauscht. 

Die Gleichung ^ ==: 0 drückt eine Fläche zweiten Grades 
aus (die nicht zum Büschel gehört), die der geometrische Ort 
der Tunkte ist, deren Polaren in bezug auf die Fläche (p 
berüTren. 

Wir nehmen jetzt an, daß die Diskriminante JD von Null 
verschieden ist. Dann lassen sich die beiden Funktionen cp , ^ 
simmltan in die Summe von vier Quadraten transformieren: 

9 = «i2/i + ^2y2 + «3 2/1 4" «42/|j 
^ = ßiv! + ß^yi + ßsyi + ß,y!. 
worin die yi lineare Funktionen der Xi sind. Dies ist die 
kancnische Form des B^unktionenpaares. Es wird dann: 


( 12 ) 
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und die Funktionen 4», 4-^ erhalten die kanonische Form; 

0 = S ßi ^2 CC^ C64 Pi 5 

(‘4) W = ^^alhhßiyl 

Die Determinante des Systems (12), (14), als lineare Gleichun- 
gen für ijl y% yl yl betrachtet, ist 

ccißißsßi^ ctißiß^ßi, oc^ßißißs 

|j3fc<2«3«i, ßlaittsUi, /3|«i« 2«4) i3|“ia2«3 _ 

(l'^) „ «o. «4 


Sie verschwindet, wenn «jIKj = ßi-ßi wird, weil dann die 
beiden ersten Kolonnen miteinander proportional wex’den, und 
ebenso wenn a,; «i- = ßi-ßk wird. Es ist daher (15) als ganze 
Funktion der «, ß betrachtet, teilbar durch 

(lö) — Cij,ßi = (ccißk), 

und folglich auch durch das Produkt aller dieser Faktoren 

(17) (Wi/32)(ai^3)(«^li34)(«2/33)(%^4)(«3ß4) = 

Aus der Vergleichung der Grade ergibt sich, daß sich die beiden 
Funktionen (15), (17) nur durch einen Zahlenfaktor unterscheiden 
können, und dieser ergibt sich aus der Annahme ßi — 0^ cc^ ~ 0, 
«4 = 0 gleich 1 . Die Determinante (15) ist also dem Produkt J 
gleich, und das Quadrat von ^ ist die Diskriminante D der 
Funktion ^Iso gleich der Funktion D, von der wir an- 

genommen haben, daß sie von Null verschieden sei. Es lassen 
sich also die i/f, 2 /|j ?/! durch % i/;, ®, ^ darstellen. 


Die Kovarianten W ändern sich, wenn <p und nach (4) 
durch (p\ ersetzt werden. Sie gehören also nicht zu der Grund- 
kurve, sondern zu dem Formenpaar 9 , ip. Aber es gehen bei 
dieser Substitution 0 und W als lineare Funktionen von y!j^ 
2/4 in lineare Funktionen von 9, 0 , W über. Diese Aus- 

drücke sind ziemlich kompliziert. Wir brauchen sie hier aber 
nur für die Punkte der Grundkurve, also für 9 = 0, 1 /^ = 0 , 
und unter dieser Voraussetzung werden sie sehr einfach. Es ist 
da nämlich 

/fox (iP«i + üßiY 0»«2 + « ßi) i^nccs -f nßi) (mcii -|- nß^) yl 

> »F = 2; (m«! -f - M j 3 i )2 ( P «2 -f- q_ ^2) (;P Kg -f- g (Sg) (jp 054 4 - g ßi) yl 
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und daraus ist nach (12) und (14) abzuleiten: 

PO 4- 

worin die Koeffizienten P, Q noch zu bestimmen sind. 

Wir können dies durch Rechnung ausf Uhren. Ohne Rechnung 
ergibt sich das Resultat auf folgendem Wege: 

Die M, N sind ganze Funktionen zweiten Grades von jo, q 
und dritten Grades von m, n. Nimmt manjp:g == m:n^ also 

0O' 

r = mq — np = 0, so gehen O' und nach (18) in lineare 

Verbindungen von (p und 'ijj über und verschwinden also. Daraus 
folgt, daß M und N durch teilbar sind, und die Quotienten 
sind lineare Funktionen von m und n. Da aber für die beiden 


Fälle 


/m n\ /I 0 \ /O 

\P q) ~ U 1/’ U 


0 1 
0 


O' in O und in W übergehen muß, 


und da man dieselbe Betrachtung auf O*' anwenden kann, so folgt: 
O' = r2(mO -j- nW)^ 

ijff ^ 4- 


( 19 ) 


Es werden also (von dem Faktor abgesehen) die Funk- 
tionen O, W mit den 9, ^ kongredient transformiert. (Über 
die strenge Begründung dieser Schlüsse sehe man Bd. I, § 20.) 

Aus diesen Ergebnissen können wir auf einfache Weise, immer 
unter der Voraussetzung g? = 0, = 0, die yi durch O und W 

ausdrücken, also die linearen Gleichungen (12), (14) auflösen. 
Wenn wir nämlich die Formeln (19) auf die Substitution 


/m, n\ 

fßii ■ 

-«A 

g) ~~ 

\ 0 , 

1 ) 


anwenden, so ist r =z die Funktion bleibt ungeändert = tf» 
und gp' geht aus (p hervor, wenn 

durch 

0 ) («2A), («sft), («.i/5i) 

ersetzt werden. Es wird also nach (14) 

0 ' = ß!(a^ßj){Ksßj){aißi)y^ 
und folglich nach (19); 

(a,ß^)(c^nßx)i<^^ß^)y! = «I® ~ ßi^I^: 

(«1 ßi) («8 ßi) («4 ßi) yi = 0 — /Ss 

(«1 ßa) («2 ßs) («4 ßa) iji — o^a^ — ßa 

(«1 ßd («2 ßd («3 ßi) Vi = — ß^W. 


( 20 ) 
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Das Produkt des konstanten Faktors auf der linken Seite ist 
die Diskriminante D, und man erhält also nach (13) 

fon ^yhlvbl = fC®. — ‘^) 

= £«o — Oj ® ä F + 2 _ 0 gj-8 _j_ 

und die yl sind also die linearen Faktoren dieser biquadratischen 
Form. 

Es gibt noch eine weitere simultane Kovariante der Form (p, ip, 
nämlich die Jacohische Funktionaldeterminante der vier Funk- 
tionen <p, ip, 0, W. Wir bezeichnen sie so: 


9>i, 

^2^ 

9a, 

9i 

i>i, 

^2. 

■ i’s, 



^2, 

^3, 

®4 

’Fi, 


^3, 



Bildet man sie für die kanonische Form, so ergibt sich nach 
(12), (14), (15) 

^ = —^ViViysyi, 

und da ^3 _ 2 ) 

= Byfybiyi, 

also haben wir nach (21) 

(23) = f(0^ ^ ijT). 


Me bi,».dMtirte Fom fW -F) tat awei Kowtate.., 
die wir wie in Bd.I, § 70 so bezeichnen: 

^ gü^ 

jj_\_ 8^3’ d0dW 

(24) 3 l^f g2^ 1 

dWd0' 0?Jf2 

12|fl'($), • 

Sie sind vom vierten und sechsten Grade in der <ß w «i ^ 
vom achten und zwölften Grade in den x-. Es T^• f 

der Grundkurve fTTnmTvi'-nn + ** sind Koyarianteii 

zwischen ihnen die Relation ^ besteht 

(25) ^3 __ 48^^/-2 _ 64 ^ __27 J*. 


l 
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Das allgemeinste zu der Grundkurve gehörige Integral (2) 
geht durch Einführung homogener Variabler 0 = in fol- 


gende Form über: 


j F{x,y,s) 


x^dxj^ — x^^dx^ 


oder wenn man 


F{x,y,s) = xl 


^F{Xi,Xi,X3,Xi) 


setzt, in 

r T-, , .Xo dX4^ — x^dx^ 

worin F eine homogene Funktion Oten Grades ist. Der einfachste 
Fall ist F = 1 , und wir betrachten also das , Integral erster 
Gattung : 

(26) u = f ~ . 

J 

Nun bilden wir nach dem Multiplikationssatze der Determi- 
nanten das Produkt K(x^dx^ — also wegen 9? =r 0, 1/; = 0: 


«Pu 

92) 

93, 

94 


1, 

0, 

0, 

0 


9i) 

92) 

0, 

0 


^2) 

’/’a. 

i’i 


0, 

1, 

0, 

0 


^ 1 , 

92) 

0, 

0 


®2) 

®a, 

®4 








®2, 


(^C& 







dx^-^ 

ä!a;3, 

dx^ 


lP-3, 

?P’2, 

■ W, 



= ( 91^2 - - ^Fd^\ 

und folglich ergibt sich aus (26) und (23) 

{^dW—'^Fd^ C^dW—Wd^ 

(27) . = J j -J ' 

Wendet man hierauf die Transformation des § 5 an, indem 
man x^ y durch — W ersetzt, so folgt 

.^väf, 

und wenn man in § 5, (17) ^ = 3, also 


= 3 f , 

J V4«» 

12.9 J., ^3.= - 

6 )ä 

Al 1-0, 


- </3 

4.27 J3. 


5447 



setzt: 
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§ 8. Das Jaoobisohe Transformationsprinzip, 

Die Jacobische Transformationstheorie stellt sich im all 
gemeinen die Aufgabe, ein elliiDtisches Dilferential durch ein 
algebraische Substitution auf ein anderes ellii)tisches Differentia 
zurückzuführen. Indem wir hier die Grundlagen dieser Theorii 
auseinandersetzen, bedienen wir uns der Darstellung des ellipti 
sehen Differentials in homogenen Variablen [§ 1 , ( 4 )]; 

ni — ydx 

und substituieren darin für x, y zwei teilerfremde ganze homo- 
gene Funktionen gleichen, aber beliebigen Grades n zweier neuer 
Variablen 1 , rj: 

X7 y* ’v 

y 


( 2 ) 

Ans den Gleicbnngen 

nv = 


dU 


iV : 


folgt sodann 

( 3 ) üdr-Vdü=II(idr]-r]di), 

wenn H die Funktionaldeterminante 

(4) 07 817' 
bedeutet. 


^ (I) l)- 




drj 


über: 

(5) 


Danach geht das elliptische Differential ( 1 ) in das folgende 


jj — rj 


deren Grad der 4 «te ist S.’ ^^nküon f(U,V), 

Grade 4 » - 4 absondern llf ? Ii^adratischer Faktor vom 
vierten Grades bedeutet, daß ^ eine Funktion 

/(V,7) = 

werde, wodurch, wenn 


Das Jacobische Transformationsprinzip. 
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gesetzt wird, das Differential (5) in 

i- ~ 

übergeht. Es läßt sich nun nachweisen, daß, sobald die Bedin- 
gung (6) erfüllt ist, H durch T teilbar, und also, da der Grad 
beider Funktionen derselbe ist, M eine Konstante wird. Diese 
Konstante heißt der Multiplikator der Transformation. 

Bemerken wir nämlich, daß, da f{x,y) keinen quadratischen 
Faktor enthält, die beiden Funktionen 

1 / 1 / 

^dx' dy 

keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und daß infolgedessen, 
weil ü und V teilerfremd- sind, auch 

dü' dV 

keinen gemeinschaftlichen Teiler (in Beziehung auf i, t}) haben, 
so lassen sich zwei Funktionen a, ß von ij so bestimmen , daß 

dU^^dV 

ZU einer beliebig gegebenen Funktion T teilerfremd ist. Man 

kann z. B. a teilerfremd zu T und ß durch die in ^ nicht 

aufgehenden Teiler von I teilbar, dagegen durch die gemein- 

schaftlichen Teiler 'von T und ^ unteilbar aunehmen. Wenn 

wir nun die Gleichung (6), die wir als erfüllt yoraussetzen, nach 
I, y differentiieren, so folgt: 

■ — rrx 

dU dl' dV dl ~ ’ 

^ _L •!£ — TY 

dU dri dV dn — 

und daraus durch Auflösung in bezug auf —, 

worin X, T, Z ganze homogene Funktionen von vj sind. Aus 
der letzten Gleichung aber schließt man', daß E durch T teilbar 
sein muß. 
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§ 9 . 

Demnacli ist unser ganzes Problem enthalten in der Glei- 
chung (6), die nichts anderes besagt, als daß die Funktion 4 n teil 
Grades f{U,V),2n — 2 quadratische Faktoren enthalten soll 
Zur Befriedigung der hieraus folgenden (2 n — 2) Bedingungen hat 
man die 2 + 2 in ü, V enthaltenen Koeffizienten zur Verfügung, 

so daß vier von diesen unbestimmt bleiben. Dies war vorauszii- 
sehen, da für ri beliebige homogene lineare Funktionen von rj 
eingefiihrt werden können. Man kann diese vier überzähligen 
Konstanten dazu verwenden, um das Differential (8) in eine 
Kormalform zu bringen. Da aber die Bedingungsgleichungen für 
die Koeffizienten von Z7, V nicht linear sind, so gibt es für einen 
gegebenen Transformationsgrad mehrere Transformationen. 

Wir werden diesem Transformationsproblem später von einer 
ganz anderen Seite her wieder begegnen und weit tiefer darauf 
eingehen müssen. Es soll daher auf die Einzelheiten des alge- 
braischen Problems hier nicht näher eingegangen werden; dagegen 
wollen wir durch zwei Beispiele das Gesagte veranschaulichen. 


§ 9. Die Transformation zweiten G-rades. 

Wir setzen, um die elliptischen Differentiale in der Normal- 
form zu erhalten: 

— xy(x — 

~ 

und es seien [/, V vom zweiten Grade. 

Die Gleichung (6), § 8, wird jetzt, da T vom zweiten Grade ist 

( 1 ) 

= (a| + 4- b'TiYlrid _ ^ 2 ^)^ 

und es müssen zwei der vier Faktoren zweiten Grades auf der 
linken Seite dieser Gleichung Quadrate sein. Die große Zahl 
der hierin liegenden Möglichkeiten wollen wir dadurch noch 
beschränken, daß wir voraussetzen, rj und y sollen gleichzeitig 
verschwinden, also V durch ^ teilbar sein. Dies gibt (von einem 
konstanten Faktor abgesehen) für F die folgenden drei Mö-lich- 
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drei Fällen gehen zwei ineinander über durch Vertauschung von 
F, mit V: l'\ 1 : 

Wir wollen zwei für die Folge besonders wichtige unter diesen 
Transformationen vollständig durchführen. 


1. Die Graiisssche Transformation. 

7= ü= 

Wenn nun noch U — ein Quadrat sein soll, so ist 
A,2 = 4c ab 

zu setzen, und es wird 

IJ — X^V — I — h rjy. 

Da U — V sodann durch ^ — rj und durch | — teilbar sein 
muß, so ergeben sich, wenn man ^ ^ setzt, aus 

[l—V die Bedingungen 

a 4“ = +1, b — 

woraus, wenn die oberen Zeichen genommen werden, 

1 , , 2in _ 


u — 


V: 


1 + X' 

iv, u = 


1 -)- %' 


1 4- ;< 


(!. 4 - 

ü— x^r = 

0 1 

\ 1 4- 5 «/ 


V 1 + « / 


IT—V— (I — ^?)(| — 

(1 + ’ 


T 


|a _ 5<2^2 

(1 -fx.)» ’ 

lf = 


H-. 




(1 + xy ’ 


Setzt man also wieder 

1 _ 




1 -j“ ^ 


V 


e, 


so haben wir das Resultat, daß durch die Substitution 

« — 3 2 _ 

(I -4 xty ’ ” (1 + 

die Transformation 

äe (1 -|- x)dl 

yjpi_ .j(l ~ yg(i~-e)(l-’^^e; 

geleistet wird. 

Weber, Algebra. II L 3 


( 2 ) 

die 

( 3 ) 
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2. Die Landensclie Transformation. 

V = a rj (I — ü = 1(1 — 

Die Bedingungen, daß U — F, U — Quadrate sind, lauten 
4a = (%2 a)2, 4aA2 (k^ -(- aX^)% 

woraus 

a) aX% 

oder durch ü — 1 dividiert 

aX = 

dies in eine der obigen Gleichungen eingesetzt, gibt 

ix z= 

und durch Auflösung dieser quadratischen Gleichung, wenn 
x' = ]/l — jc3 gesetzt ist: 

;i 


r^’ a — 

U-V=[l-(l + 

U — PV = [^ — (1 — 

r = ( 1 4 - 5«')[(| — fjy — 
M ^ 




1) 



1 + v!' 
also durcli die Substitution 

(4) , = 0 + ■")■«! 
die Umformung: 

(5) 


Wendet man auf die linke Seite dieser Gleichung wieder die 
Gausssche Transformation an, indem man in den Formeln (2) ('3') 
« durch^ A und « durch eine Yariable n ersetzt, so ist, wie 
aus ( ) und (4) folgt, l m (3) durch % zu ersetzen, und durch 
fombmation Ton (5) und (3) findet man: 

( 6 ) 

a) 


(1 — }<2g2)a 
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Die Kombination der beiden Transformationen zweiten Grades 
gibt also die Multiplikation mit 2. 


§ 10. Die Transformation dritten Grades* 

Als zweites Beispiel betrachten wir die Transformation dritten 
Grades. Die Gleichung 

( 1 ) ür(ü—v)(ü— — v)(t — 

fordert, daß jeder der vier Faktoren dritten Grades TJ^V^U — F, 
’U — durch einen der Linearfaktoren | 

teilbar und daß der Quotient ein Quadrat sei. Wir setzen also 

(2) V = -f IriY, V = -f“ VriY, 

und verlangen noch, daß 


(3) 


ü 


V— A2F 


I — ^ 

die Quadrate linearer Funktionen werden. 

Von den beiden letzten Forderungen folgt die eine aus der 
anderen, wenn wir i7, F so einrichten, daß, von konstanten 
Faktoren abgesehen, V und F ineinander übergehen durch die 
Vertauschung von tj mit %^r}^ Durch diese Vertauschung 
geht aber 

I («^ + hrjy, + b'^iy 

über in 

yßrjQ)^ + -h 

und unsere Forderung ist erfüllt, wenn 


0 ) 

ist. Wenn dann 

(») 



ist, so geht durch diese Vertauschung 


(6) 


ü- 


in 


i7 — A^F 

g 


Über. Nachdem dies festgesetzt, ist nur noch die Bedingung zu 
erfüllen, daß die erste der beiden Größen (3) das Quadrat einer 
linearen Funktion wird, die wir mit — ß^fj) bezeichnen, also: 
( 7 ) U—V=a — r])(un — ß^Tjy 

oder 

f 7 _ _ ^ 2^)2 = ] K _^( a 2 |_ ^ 2^)2 

3:1. 
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und da ü durch V durch t} teilbar ist, so muß diese Funktion 
dui-ch In teilbar sein; setzen wir sie = + « »?)i so ergibt 

sich aus (2j 

(ai + inY = — ß^nY + vO’^i + 

(a'i 6'nY = — ß^vY + 1 0«^ + «»/)■ 

Die Vergleichung der Koeffizienten ergibt 

a = J = -ß^ + + H, 

. h' = a' = — «2-j-— , a'2 = a-i -f- fH, 

und ans den beiden letzten Gleichungen jeder Keibe: 

^2 = 4 /32 (n oi 2 ^ ß^y 

Wenn man also 

m = n = hß 

setzt, so wird 

h = 4: a ß (a ß). 

Hiernach lassen sich a, b, a\ V durch die beiden Größen ß 
ausdrücken in der Weise: 


( 8 ) 


/-» n- 




06 ^ — |— 2 06 W 


und danach aus (4), (5) 

f9'l «2 — ßl 1^ + 2« i _ « /? + 2 « 

afi a-\-2ß' % ß a 2ß’ 

oder durch Multiplikation und Division dieser beiden (ileichimgen : 

(10) j <^ + 2« 

06 06 -|- 2 /j ’ A 06<l 

Durch Elimination von /3;a erhält man eine Gleichung zwi- 
schen z, A, die man die Modulargleiohung nennt, deren Grad 
die Anzahl der verschiedenen Transformationen dritten Grades 
angibt. Sie nimmt die einfachste Gestalt an, wenn man setzt- 

(11) fr=«. 

Dann werden die Gleichungen (10) 

M2j;2 _ ^ ^ ~i~ 2« ^ d 

M* -)- 2Mäi;8 — 2 m?; = Q 

eine Gleichung vom vierten Grade. 


Die Transformation dritten Grades. 
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Man erhält ferner [ohne weitläufige Rechnung durch Ver- 
gleichung der Koeffizienten der höchsten Potenz von | in (1)] 


H 


ö| drj dri) a 

woraus man leicht nach (8) findet: 

a a 


-f- 

3\i 


T, 


(13) 


M 


cc 2 ß t? 4” 2 
Setzt man den hieraus sich ergebenden Ausdruck 

2u^^M 


^ 1 —M 

in die Gleichung (12) ein, so ergibt sich für M eine Gleichung 
vierten Grades, die Multiplikatorgleichung, die die Modular- 
gleichung ersetzen kann. Man erhält aber diese Gleichung ein- 
facher auf folgendem Wege. Nach (13) ist 

M ’ 

also nach (9): 

(® 

und folglich nach (13) 

16;<2 


1 = ,?. 


oder geordnet 
(14) 


M 


+ 3 


“ ‘il/ ^ 


M 




Ci 2 ß 


J. ^ ^ 

Mi ilfa "T 


1_ 

M 


2%‘^) 


+ 3^, 


Jlf 


0 . 


Drücken wir also unsere Formeln durch u, v aus, so ist das Er- 
gebnis dieser Betrachtung das folgende: 

Durch die Substitution 

g [(yä 4- 2 ««*) -j- 

^ [v^ -|- (tt6 _j_ 2 vu^) (;]2 

wird die Transformation bewirkt 

ds y -j- 2«s 

y ^(1 — (1 — v>*0) — 0 (1 “ 0 ’ 

falls zwischen m, v die Modulargleichung (12) besteht. 

Zu einem gegebenen u ergibt die Modulargleichung vier Werte 
von also vier verschiedene Transfornaationen dritten Grades. 
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§ 11. Die drei Gattungen elliptisoher Integrale. 
Es sei jetzt 

(1) f{p) ^ 4- ci-^x^ -f- a.j 

eine ganze Funktion dritten oder vierten Grades, und 

wenn zur Abkürzung 


(3) 


ii(») = 


0i 


ifQc) 


gesetzt ist, ein elliptisches Integral. Es bedeutet darin eine 
unbeschränkt veränderliche (auch komplexe) Größe, und t/üd 
hat für jeden Wert von x, für den f{x) nicht verschwindet, zwei 
entgegengesetzte Werte. Wir verstehen unter einem Punkt 
nicht einen Wert von x alle in, sondern ein zusammengehöriges 
. Wertepaar von x und yf(a;),_a^o einen Wert von a: mit einem 
bestimmten Vorzeichen von i f{x). Ist daher .r» irgend (du \\'ert 
von X, so gibt es zwei Punkte x„, wenn f(xo) von Null ver- 
schieden ist, aber nur einen, wenn f(xo) = 0 ist. Für ,/.■ = rjj 

bestimmen wir die Punkte nach dem Vorzeichen von 
und wir halben also zwei Punkte «= 02 , wenn f{x) vom vierten' 
und nur einen, wenn ■f{x) vom dritten Grade ist. ’ 

Nach bekannten Sätzen der Funktionentbeorio gibt es, wenn 
m 7on Null verschieden ist, eine in einem gewissen lieixdch 
konvergente Entwickelung nach dem Taylorschen Lehrsatz: 

(4) R{x) = 

worin « eine positive oder negative ganze Zahl oder auch Null 

, wa lend __ Konstanten liedeuten, von dcium 

ct; PmLr ""r "-Entwickelung na’cl ° ^ 

den lotenzen._ Ergänzend tritt hinzu, falls f(x) vom vierten 

Potenzeir Entwickelung nach fallendem 

(5) K(.r): 


0„X « 2_j_ 


'm 4 - 2 “ 


4- 


fonmf Pnlkter^t’ unendlich 
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Wenn aber fipOo) verschwindet, so erhält die Entwickelung 
von JRix) die Form: 

( 6 ) B(x) = A,y^{x — -|- Ayn + iipc — 

-f +2 4- . . 

und wenn f{x) vom dritten Grade ist, so gilt in der Umgebung 
des unendlich fernen Punktes die Entwickelung 

(7) B{x) = 4- + H 

Aus den Entwickelungen (4) bis (7) können wir die Ent- 
wickelungen von Sl ableiten, wobei eine additive Konstante un- 
bestimmt bleibt. 

Die Entwickelung von Sl ist dann ebenfalls eine Potenzreihe, 
wozu, wenn m negativ ist, in den Fällen (4) oder (5) noch ein 
Glied A^ilogix — CLilog^ tritt. 

Wir nennen nun Xq einen Punkt erster Gattung von 
wenn m in diesen Entwickelungen nicht negativ ist. 

Dann ist U im Punkte Xq endlich (auch im Falle Xq — oj). 

Der Punkt a?o heißt ein Punkt zweiter Gattung von 
wenn in den Entwickelungen (4), (5) m negativ und A^i = 0, 
0-1 = 0 ist, und in dem Falle der Entwickelung (6), (7) mit 
negativem m. 

Endlich heißt Punkt dritter Gattung, wenn in 

den Entwickelungen (4) oder (5) A— i oder CL i von Null ver- 
schieden ist, wenn also in der Entwickelung von Sl ein logarith- 
misches Glied vorkommt. 

Die Nullpunkte von f{x) können bei dem Integral (2) nicht 
von der dritten Gattung sein; sie können aber von der dritten 
Gattung werden, wenn wir das elliptische Integral in der all- 
gemeinen Form f\x)) dx betrachten. 

Das Integral Sl heißt ein Integral erster Gattung, wenn 
es nur Punkte -erster Gattung hat. Ein solches Integral hat 
dann für alle endlichen und unendlichen Werte von x einen 
endlichen Wert. 

heißt ein Integral zweiter Gattung, wenn es nur 
Punkte erster und zweiter Gattung hat, und 

ß heißt ein Integral dritter Gattung, wenn es neben 
Punkten erster und zweiter Gattung auch Punkte dritter Gat- 
tung hat. 
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r| § 12. Darstellung der elliptischen Integrale durch die 

; I einfachsten Grundintegrale. 

- 1| Um das Integral ^{x) durch Integrale Ton möglichst ein- 

l fachem Typus darzustellen, zerlegen wir die rationale Funktion 

,| in eine ganze Funktion und in eine Summe von Partial- 

brüchen, d. h. wir stellen 0{x) dar als eine Summe von Aus- 
I drücken der Form 

*; /v>H ^ 

mit konstanten Koeffizienten, worin n eine ganze positive Zahl 
I (auch Null) und « einen konstanten Wert bedeutet, für den 0 (,/•) 

I f unendlich wird. 

; | Setzen wir dann für positive und für negative oder ver- 

i schwindende n 

I (1) «,(.)= 

1 , J if(p) 

iä so wird Sl{x) eine Summe der Form 

'■ if. 

j!,; wo sich die Summe auf mehrere verschiedene Werte von n und 

^on « erstreclien bann und die 31 Konstanten sind. 

■J;t Funktionen S„ lassen sich durch Vermittelung algebrai- 

I scher Funktionen auf eine geringe Anzahl zurückführen. Zu dem 

Ende bilden wir 

4 d(x — «)« fix) = ^ f "t" i f fa) 

i| , . 1 . ' V/C*) ’ 

i| und wenn wir dann setzen 

I fix) = /■(«) -f- (^ — a) f (ß) -J- fl, 

I +fe^r(.)+(i^r'(»), 

i so folgt ® ’ 

I ix~.Yim= nfia)8.., + („ + ^^fia)S„ 

i —J— /'"(«) s„+i + (I -f ^///(„) 

(ä + 


Die einfachsten Gr und integrale. 
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Wü' unterscheiden vier Fälle: 

1. /*""(«) und f{a) nicht = 0 [d. h. f{x) vom vierten Grade 
und « keine Wurzel von f\oc)\ 

Tn diesem Falle läßt sich durch die Formel (2) für n — 0 
Äg durch /So, /Sj, ausdrücken, und daher Sn für jedes positive 
durch /So, /Si, /S^. Setzt man aber n = — 1, — 2, so erhält 

man /S_ 2 , /S_ 3 , ... ausgedrückt durch /S_], /Sq, /S^, S^* Also 
bleiben in diesem Falle die vier Grundintegrale 

/S_i, /So, /Si, /S 2 . 

2. (a) nicht = 0, fioC) = 0. In diesem Falle kann man 
noch /S^i durch /So, /Sj, /Sg ausdrücken und erhält als Grund- 
integrale 

/So, /Sj, S>2‘ 

3. /*""(«) = 0, f{a) nicht = 0. Hier sind die Grund- 
integrale 

Ä_l, /Sq, Si, 

4. = 0, /*(«) = 0. Flier sind die Grundintegrale 

So, S,. 


Das Resultat hiervon ist also: 


I. Ist f{x) vom viertem Grade = 1), so lassen sich alle 
Integrale Qj{x) ausdrücken durch Integrale der Form 


/So = 


dx 

J i7¥) 


, 8, 


= f 


xdx 


8-, 


dx 


8 , 


1 


x^dx 




{x-x)if{xy 


worin /S^i noch von dem Parameter a al)liängig ist. 

II. Ist aber f{x) vom dritten Grade, so genügen die drei 
Integrale 


S, 


d X ^ r xdx 

iJ^y ' ~ J vT^’ 


8-, = 


dx 

(a; — «) y f{x) 


In beiden Fällen ist Sq von der ersten Gattung. Ist f^x) 
vom dritten Grade, so ist S^ von der zweiten und 8^1 von der 
dritten Gattung. Ist dagegen f\x) vom vierten Grade, so sind 
/Si, 82 und /S_i von der dritten Gattung. Man kann aber aus 
81 und /S 2 ein Integral zweiter Gattung zusammensetzen. Denn 
es ist 


! 


I 
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if{x) 


= (a;i -f- «1 x'^ -|- «2 


*-2 ^ ,.-3 


und in der Entwickelung von (x'^ -j- f{x) nach fallenden 


Potenzen kommt kein Glied mit «-i vor. Folglich ist 6^ -j- ^ ,Si 
ein Integral zweiter Grattnng, 

Durch Vermittelung einer logarithmischen Funktion kann 
man aber auch noch die vier Integrale des Falles I auf drei 
reduzieren. Zu dem Ende bringe man f(x) auf die Form 

-(- üiX^ -)- -)- öga: -j- 

worin P = x'^ 'p x -{■ eine quadratische Funktion und a 

und h Konstanten sind. Es ergibt sich; 

^ 2’ ^“2 T’ 

a = a, — ^ 4- ^ b — a 

3 2 i- g , 0 _ ß, _ _ _.j . 

Nun ist: 

«) P - /'Wf - 2f(»)y fa) dx 

Vf + P /-p. 

f — P^ z= ax b, 

1 .1 r = 2PP' + a 

und folglich 

f'(x)P ~ 2f(x)P'(x) = a(P ~ 2xP') — 2bP'= q 
eine quadratische Funktion von und demnach ergibt sich aus (h ) 

(^) log ^ ~ f Q ä X 

und T f, Funktion von Ä'o, H, 

Ausdrücken. “ ^ logarithmische Funktion 

Fall nach raT \ ^ ^ ™ "^en allgemeinen 

Ä ^r^ irSr -ckführen^.nnen, 


Das Additionstheoreni. 


4:3 




s, = 


00^ d cc 

VTw’ 


S-r - 


während 8i 


durch die Substitution 


dx 

a)if{x)' 

y auf das 


YY CVXJ.JL. I — vr* wvi. w ^ 

J y f¥) 

nicht elliptische Integral 

1 r 

^ J V2/^ + «22/ H- «4 

zurückgeführt wird. Hier ist So von der ersten, von der 
zweiten, S— i von der dritten Gattung. Für die Legen dresche 
Normalform setzen wir f{x) = (1 — x^) (1 — %'^x^) und nehmen 
als Normalintegral der zweiten Gattung nicht Sa selbst, sondern 
So — S 2 . Dadurch ergeben sich die Normalintegrale der drei 

Gattungen : 

^ 1 /( 1 — x^)(l — ]]l 1 — a'2 — «)y(l — x^){l — 

und wenn man = sin^ setzt: 

r ^ fw; f ^ 


[x — a) y(l — x^){l — 


]/l — ijc^sin^g?’ 


yi — sm^cpd(p^ 


d cp 

(sin (p — a) yi • — sin2 cp 


Dasselbe erhält man, wenn man das elliptische Differential 
in der Normalform 

d^ 

y^(i — 0){i — 5^2^) 
annimmt und nach dem Falle II verfährt. 


§ 13. Das Additionstheorem. 

Das von Euler entdeckte Additionstheorem der elliptischen 
Integrale besteht in dem Satze, der für die ganze weitere Theorie 
von fundamentaler Bedeutung ist, daß, wenn von den drei Wert- 
paaren " 

ifQ‘h)-, «2, i ^ 3 , 

zwei als gegeben vorausgesetzt werden, man auf algebraischem 
Wege das dritte so bestimmen kann, daß die Differentialgleichung 

/ ^ \ d Xi d 1 d ^ 

i7¥i) VT^ 

befriedigt ist. Darin ist f(x) eine gegebene Funktion vom dritten 
oder vierten Grade. Es ist dies ein spezieller Fall des großen 
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Abolsclien Theorems und soll auch in dieser Weise» liieu' auf- 
gefaßt und abgeleitet werden i). Dem Beweise schicken wir fol- 
genden elementaren algebraischen Satz voraus: 

Ist F{x) eine ganze rationale Funktion nii\n Grades 
ohne mehrfache Faktoren, F {x) ihre Derivierte, sind 
ferner Xn die Wurzeln der Gleichung F(./') = o 

und q)(x) eine ganze Funktion von- deren Grad liöcli- 
steiis = n — 2, so ist 

(0) y(^i) I yfe) I V (*«) _ . 

F' (X,) "f“ F’ (X,) '^"'F' (x„) - 

Der Beweis dieses Satzes ergibt sich ujimittell)ar aus (](«r 
Zerlegung des rationalen Bruches 

X(p{x) 

F(x) 

in Partialbrüche 

1' '{x,){x-x,)-^ F' {^,){x-x,) + - + ) ’ 

wenn^darin x = Q gesetzt wird [Bd. I, § Ip (9)]. 

Ls sollen nun P, Q ganze Funktionen von x von den Graden 
iii u^8 _ 2 bedeuten, und wir fragen nach den Werten von 
1 /(^J) für die die Funktion 

verschwindet Solcher Wertpaare (Punkte) gibt es 2»/, und zwar 
hntomn dre Werte von .. als Wurzeln der Gleichung 2«rt’en 

0) Fix) = F^~ = 

ujid die zugehörigen Werte von ffj^ aus 

■P+«f7w = o. 

classu-de fonctions transoendeates« • ü’unö cortaino 

^ouvGlle edition T T n a I compl^tes de N H AIjaI 
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Es werden daun auch die durch (4), (5) bestimmten Werte x 

und y'/'C'') Fuidctionen dieser Veränderlichen, und (5) läßt sich 
differentiiereu. 

Bezeichnen wir mit ö' die Differentiation nach den in den 
Koeffizienten von 1\ Q vorkommenden Veränderlichen, wobei x 
als konstant gilt, mit <lx das entsprechende Differential von a-, 
wenn x durch (V) oder (5) als Funktion dieser Koeffizienten 
bestimmt ist, so orgil)t die Differentiation von (4) 

2 PÖ F~2QÖQ f\x) 4- F> ix) äx = 0, 
woraus mit Benutzung von (5): 


„ lydP — _ dx 

F'ix) fix)' 

und da der Zähler auf der linken Seite vom Grade 2 m — 2, 
F{x) vom (Jrade 2 m ist, so läßt sich die Formel (2) anwenden, 
utid es folgt 


(U 




dx 

iW) 


0 , . 


wenn die Summe auf sämtliche Wurzeln der Gleichung (5) er- 
streckt ist. 

Wir wenden dieses Theoi'em auf den einfachsten Fall, näm- 
lich m — 2, an und erhalten daun folgenden Satz: 

Wenn 


(«) 'Gl ^'2) V/V-j; a",„ ifixf)\ Xi, ^lfiXi) 

vier Wertepaare sind, für die irgend eine Funktion der 

Form 

f 9) a -f- hx -|- cx'^ -|- y fix) 

verschwindet, so sind diese Wertepaare nicht gänzlich 
voneinander unabhängig, sondern es besteht zwischen 
ihnen die Differentialgleichung 

n 0 ) 4- J^. ... _i_ ... _L _ 0 

^ iW.) ^ im) ^ im ^ iWi) “ 

Die Abhängigkeit dieser vier Wertepaare, also eine Inte- 
gration der Differentialgleichung (10), kann aber auch in alge- 
braischer Weise ausgedrückt werden, indem mau die Funktion 
(9) für X — Xi, Xi, Xi, Xi gleich Null setzt und dann a, h, c 
eliminiert. Man erhält so die Determinantengleichung: 
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1, aij,, Xyi ^j f (^]) 

li *2”) y f (*2) _ Q 
1, aTj, «1, y / (a^s) 

1, ^4, 4, y/'(-2^4) 

Aus dieser Gleichung kann man «, und y/'C^'i) ratiuiUL 
durch itä, yTW; iCa,- f 7 ^\ oo^, i f{;h) ausdriicken; denn 
a'i ist die Wurzel einer hiquadratischen Gleichung, deren drei 
andere Wurzeln «2, «4 sind, und deren Koeffizienten rational 

von Xj, ifix^y, ars, y/‘(«ä); a;*, yTW abhängen, und yTpiT ist 
mittels (11) rational durch x-^ darstellbar. Setzt man ,r,, einer 
beliebigen Konstanten gleich, so geht die Differentialgleitdiung 
(10) in (1) über und (11) ergibt ihr Integral. 

Wir wenden dies Theorem zunächst auf die Normalfonn au 
und setzen 

f{x) = a:(l — ®)(1 — %^x). 

Nehmen wir in (11) *4 = 0 an, so reduziert sich diese 
Gleichung durch Dmsion mit ^ auf; 

(12) ix,, X2 ix 2 , y(i — ^2)(i = 0, 

y^3) ^3 y^sj y (1 — ^3)(i — 

oder Tvenn wir die Determinante nach, den Elementen der ersten 
Zeile .entwickeln: 

(13) (a 'b xi) C y^ — Xi)il — %^Xi) r=: 0, 
worin zur Abkürzung gesetzt ist: 

ß = Ta ix, i{l — X,){l — %^x^)—x^ ix, y(l — Ta)(l— 

(14) h -f y^Kl-TaXl-^^Vai, 

c—~{x, — Ta) ix, ix,. 

Wenn wir (13) rational machen, so erhalten wir die kubisclio 
Gleichung : 

x(a xy — (1 — ^ d ) (1 — %2x"j — 0 , 
deren di-ei Wurzeln x„ x„ x, sind. Es ist demnach identisch 

(15) ¥ (» — Ti) (t — Ta) (t — Ta) = T (n + J t) 2 — c2 (1 — t) (1 — x^x). 


Das Additionstlieox’erQ.. 
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und indem wir in dieser identischen Grleichung rr = 0, 1, 1:%^ 
setzen, so folgt: 

V ■'2 •'^3 = — I 

(16) y(l_,,.)(l_.,;,)(l-a:3) = 

y(l — . 

Zur Bestimmung der Vorzeichen in diesen Gleichungen er- 
halten wir noch aus (13), wenn wir Xi durch und .Tg ersetzen 
und die Ergel)nisse multi])liziereni 

(ji --f- (jl ~f~- (u •“]- ^Tg) ~ C'^ V/(^i) V/ V/C'^'s) 

und (15) ergibt für x — — a:b 

(a hxijiii, 4- hx^{a 4- = y (^ + «)(^ + «^''0- 

Benutzt raan noch das Quadrat der ersten Gleichung (16), 
HO folgt hieraus 

ifi'X ifii’k) y/X-'«) = — p (/'* + ») (^ 4- ’‘^“)- 

Dasselho Ilesiiltat ergibt aber die Multiplikation der drei 
Gleichungen (16), und die Vorzeichen sind also in diesen Formeln 
so gewählt, daß das Produkt der linken Seiten den durch die 
Differentialgleichung (1) geforderten Wert von ergibt. 

Eine weitere Bestiinmuug der Vorzeichen ist in (16) der Natur 
der Sacl»! nach nicht möglich, und diese Gl eichungen dienen zur 
eindeutigen Definition von y*!, yi — ,« 1 , j/l — wenn die 

y7„ yi ~ 0 ^, yi — yi — Vl — a-ls gegeben 

vorausgcisetzt werden. 

Uin die Gloichungen (IG) in die gebräuchliche Form zu 
bringen, maclien wir zunächst in (14) den Zähler von h rational 
und erhalten 

( .'’ii a':! ) ( f_ ^'2 ^i\) ^ 

^ ' y.r^ yd - • .''dO - 4 V(^ “ -dKi — 

ferner nach (14); 

h 4 - a — 

..„yfiZ^dd^'.'^j 1 v'd(i - a) yi - (1 - Vl - 

— yri -■-xääyKT^x^.vVi) } y,/’2 (1 -Kd-a) yi-;/;« -ya 8 (l yi -■'»'äK 
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§ 1.^. 


wodurch die Gleicliungeu (16) leicht ia die Form gebracht werden: 
- y^y(l-a;3)(l->t^a;a~) + y^l/(l— %)(1 — 

jl — X^jl — Xs — y(l — X^X^) (1 — 


(17) il-x. 


1 — 


yi-x-^^_ 1 _ > 


und unsere Betrachtung lehrt, daß, wenn x-^ und die Wurzeln 
ix,, iT^„ ii — x^x, durch diese Gleichungen als Funlctioneii 
von x^y X) bestimmt werden, die Differentialgleichung (1) identisch 
befriedigt ist. 


Um auch für’ die WeierstrassscheNormalform das Addition s- 
theorem in möglichst einfacher Gestalt zu erhalten, setze man 
f{x) = — g^x — (jg, 

und lasse in der Gleichung (11) (nach Division mit x^) x,. un- 
endlich groß werden. Es ergibt sich alsdann das Integral der 
Differentialgleichung (1) 


in der Form 

(18) 

•oder 

(19) 

wenn 


dXj , clxg 

if{^) in^) ~ 


^1) ifip^i) 
1) a:^, if(x^ 

1) «^8, if(^ 


= 0 , 


« + -I- cif{x,) == 0, 


( 20 ) 


Es werden 
Oleichung 


» = x,if{x^) 

^ = if{^^) - if{x,) 

C ~ Xi— X^. 

dann x,, ajj, x^ die Wurzeln der kubischen 


(a — c^f{x) - 

und wenn man hierin den Koeffizienten 
den von gleich der negativen Summe 


= 0 , 

von x "^ , geteilt durch 
der Wurzeln setzt, so 


üröi)riin^ der elliptiscbeu Funktionen. 


(21) 4- a,'3 = 1 ilSM\ , 

4- \ .^2 /Tg / 

und aus (19) 

(22) v/^) = i( Mif?)-V/'(^3) y‘_ ) tei 

■^8 


jfe) 


(/'2 r/g 


§ 14. Ursprung der elliptischen Funktionen. 

Wenn in dem elliptisclieu Differential erster Gattung in der 
Legendresclien Normalform 

1 dpj 

2 yÄ'(i — s) (1 — 

die Substitution 

fl) z = sm^(p 

gcmaclit und sodann die Integration von <p = 0 an ausgeführt 
wird, so entsteht das elliptische Integral erster Gattung 

^ 1* d(p 

^ yi — sin^ q) 

0 

Jacobi nennt die obere Grenze 9 ? dieses Integrals seine 
Amplitude und schreibt 

(3) 9 = amw. 

Die trigonometrischen Funktionen dieses Bogens 

(4) siiKp^ CöB% yi — Jt^sin^cp = z/9) 

sind es nun, die, als Funktionen von u betrachtet, elliptische 
Funktionen genannt und von Jacobi mit 

sinamt^, cosam. ^amw, 
oder, nach Gudermann, kürzer mit 

(5) snu^ cnw, dn-w; 

bezeichnet werden. Diese Funktionen hängen von den zwei 
Argumenten u und ab, und wenn eine genauere Bezeichnung 
notwendig ist, wird dafür auch 

sn (n, , cn (u^ , dn (u, %^) 

gesetzt. 

Weliör, Algubra. III. 4 
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Wenn in der Formel (1) 9 in — cp verwandelt wird, so geht 
u in — u über, es ist also äm( — u) = — fimti und folglich 

sn( — u) = — snu, cn( — u) = cmi^ dn( — u) = dn^t, 

d. h. es ist sn a eine ungerade, cn dn ii sin gerade Funktionen. 
Setzt man also 


Z/ 92 ^(PS 

SO lassen sich die Formeln 
die Additionstheoreme: 


(17), § 13 anwenden, und man erhält 


( 6 ) 


sn (ti = 

cn(^f -|- = 

dn(?t v) = 


sn u cn dn ^ sn v cn u d n u 
1 — ’ 

cnu cnv — mu sn^ dn^^ dn^ ■ 
1 — %^sn^usji^v ’ 

dn dn ^ sn u sn v cn^t cn -y 

1 — %^sn2usn2?; 


Man kann daraus die drei elliptischen Funktionen für beliebige 
Werte des Arguments eindeutig berechnen, wenn sie für irgend 
ein noch so kleines Gebiet um den Nullpunkt bestimmt sind. 
Diesen Satz nimmt Weierstrass zum Ausgangsjounkt der Theorie 
der elliptischen Funktionen. 

Setzt man 


2 



so ist snK = 1, cnE = 0, dnJS: = yi — = x', und es 

ergeben 'also die Formeln (6), indem man v = K setzt: 


sn(M + Z)= 

dn«’ 

(7) cn(t* + Z)==^, 

dn^ 

dnO* + Z)= 

arxu ’ 

und wenn man diese Formel noch einmal anwendet: 

sn (m 2 Z) = — sn M, 

W cn (m + 2 Z) = — cn u, 

dn (u -j- 2 Z) = dn M, 
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und abermals angewandt: 

sn(i6 -f- 4Z) = snw, 

(9) Qjx(n 4: K) = cn w, 

dn (n -(- 4: Z") = da il 

Es haben also die elliptischen Funktionen die Eigenschaft der 
Periodizität mit den trigonometrischen Funktionen gemein. Sie 
haben die Periode 4 K (dn u auch die Periode 2 K). 

In § 3 haben wir als Beispiel die Transformation, die 
Formel (1), abgeleitet: 

d 0 dx 

^0 (1 — 0 )(l — %'^ 0 ) i (1 — x) (1 — ’ 


( 11 ) 

war. Setzt man also 


1 — 


^jx{l — ir)(l — %"^x) 

so ist, wenn x und zugleich verschwinden, x = sii^(iu^ 

1 — X = Gn^(iu^ %'), und aus (10) folgt: 

ä0 . 

- ' = = du. 

y,0(i — 0){i — %'^0') 

also 

^ = sn2(tf,:}t). 

Demnach ergibt (11) 

( 12 ) 

(worin das Vorzeichen aus dem speziellen Wert u = 0 zu be- 
stimmen ist). 

Setzt man nun 






so ergibt sich aus (8) 

sn (w -)- 2 %') *= — sn (i% %')? 

cn (iu -|- 2 K\ %') = — cn (Ht, ^'), 
und folglich aus (12) 

sn — 2 i %) = sn (w, %) 
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8 


oder auch, indem man u in m -j- 2iK' verwandelt und die Be- 
zeichnung % wieder wegläßt: 

(13) sn (m = snz(. 

Es hat also die Funktion snw eine doppelte Periodizität. 
Die eine dieser Perioden, 4E', ist reell die andere, 2iK, rein 
imaginär (wenigstens wenn der Modul x ein positiver echter 
Bruch ist). Diese doppelte Periodizität ist eine Eigenschaft, die 
in dem Gebiete der elementaren Funktionen nirgends vorkommt, 
und so am deuthchsten zeigte, daß man es hier mit einer neuen 
Funktionenart zu tun hat. Die aus der do 2 )pelteu Periodizität 
abgeleiteten Folgerungen sind es zugleich, die, wie die Erfahrung 
gezeigt hat, weitaus am schnellsten mit befriedigender Strenge 
in das Innere der Theorie eiuf Uhren, so daß hier der zweck- 
mäßigste Ausgangspunkt für eine methodische Entwickelung zu 
suchen ist. Unsere nächsten Betrachtungen werden daher den 
doppelt periodischen Funktionen im allgemeinen gewidmet sein 
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§ 15. Voraussetzungen aus der Funktion entkeorie. 

Der Begriff der dojDpelt periodischen Funktionen kann nur 
dann richtig aufgefaßt werden, wenn man sie als Funktionen 
eines komplexen Arguments u = v i%o betrachtet, worin i wie 
gewöhnlich die Bedeutung von ]/ — 1 hat. Die Variable u gilt 
uns als unabhängige und unbeschränkt veränderliche Große, die 
nach dem Vorgänge von Gauss durch die Punkte einer Ebene in 
der Weise geometrisch veranschaulicht wird, daß der Punkt, 
dessen Koordinaten in einem rechtwinkeligen System w sind, 
als Träger des Wertes u = i%ü angesehen und kurz als der 
Punkt u bezeichnet wird. 

Wir beschränken unsere Betrachtung hier auf eindeutige 
analytische Funktionen die im Endlichen keine wesent- 

lich singulären Stellen haben. Was im Unendlichen geschieht, 
lassen wir dahingestellt. Wir setzen also von den betrachteten 
Funktionen folgendes voraus: 

1. In jedem endlichen Flächenstück liegt eine endliche An- 
zahl von Punkten, in denen die Funktion (p{u) unendlich wird; 
diese Punkte heißen Unstetigkeitspiinkte. 

Die Anzahl der Unstetigkeitspunkte überhaupt, d. h. in der 
ganzen unendlichen Ebene, kann natürlich auch unendlich groß 
sein. 

2. Ist ein nicht zu den ünstetigkeitspunkten gehöriger 
Punkt, so ist die Funktion entwickelbar in eine nach ganzen auf- 
steigenden positiven Potenzen von u — -Wo fortschreitende Eeihe, 
die konvergent ist in einem Kreise, der den Punkt Hq zum Mittel- 
punkte hat und bis zum nächstgelegenen Unstetigkeitspuiikte 
reicht. Man sagt, die Funktion habe in der Umgebung des 
Punktes den Charakter einer ganzen Funktion, 
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3 . Ist «0 eia Uastetigkeitspunlct, so gibt es eine ganze 

positive Zahl in von der Art, daß (w in dein 

Punkte «0 endlich, stetig und von Null verscdüeden bleibt und 
daher nach ganzen positiven Potenzen von u — «o entwickelbar 
ist. Der Unstetigkeitspunkt wird in diesem Falle von der «iten 
Ordnung genannt. Es ergibt sich daraus eine Entwickelung 
von (p(u)nacli steigenden Potenzen von u — Mq, die mit (m — ««)-”* 
anfängt und in einem um Uo beschriebenen Kreise, der bis zum 
nächstgelegenen ünstetigkeitspunkte reicht, konvergiert. Der 
Koeffizient von (u — Uq)-^ in dieser Entwickelung heißt das 
Residuum dieser Funktion für den Punkt Uo- 

4. Der Oauchysche Satz. Das Integral 

^jcp(u)du, 

in positiyem Sinne über die Begrenzung eines endlichen Flächen- 
stückes erstreckt, das auf der Eandlinie keine Unstetigkeitspunkte 
enthält, ist gleich der Summe der Residuen für die im Innereji 
des Flächenstiiekes liegenden ünstetigkeitspunkte. Als positive 
Integrationsrichtung ist dabei diejenige anzusehen, die gegen das 
Innere des Flächenstückes so liegt, wie die ^ -Achse zur tc; -Achse, 
so daß bei der üblichen Bestinanaungsweise dieser Achsen beim 
positiven Durchlaufen des Randes das Innere der Fläche zur 
Linken bleibt. 

5. Die Funktion 

^ J._ d(p(u) 
du cp(iC) dth 

hat nur Ünstetigkeitspunkte erster Ordnung, und wenn in einem 
Punkte % das Produkt (u — 9 ) (tt) endlich und von Null 

verschieden ist, so ist m das Residuum von für diesen 

Punkt. Ist m positiv, so heißt Uq ein Nullpunkt w^ter Ordnung 
von (p(u). 

Hiernach ist eine unmittelbare Folgerung des C au chy sehen 
Theorems : 

6 . Das Integral 

~^dhg<p{u), 

Msgedehnt in positiver Richtung über die Begrenzung eines 
Ilachenstückes, ist gleich der Anzahl der Nullpunkte, vermindert 
um die Anzahl der Ünstetigkeitspunkte, die im Inneren dieses 
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Pläclienstückes liegen, wobei Nullpunkte und Uu stetigkeitspunkte 
■^Mter Ordnung wie ni solche Punkte erster Ordnung zu zählen sind. 
Hieraus folgt, daß im Inneren eines endlichen Flächenstückes auch 
nur eine endliche Anzahl von Nullpunkten liegt. 

In gleichem Sinne ergibt sich 

7. Das Integral 



ist gleich der Summe der Werte von ^ für die vei'schwindet, 
vermindert um die Summe der Werte von w, für die un- 

endlich wird. 

8. Eine Funktion, die im Endlichen gar keine Unstetigkeits- 
punkte besitzt, heißt eine ganze Funktion. Eine ganze 
Funktion, die auch im Unendlichen endlich bleibt, 
ist eine Konstante. Eine ganze Funktion, die auch im Un- 
endlichen keine wesentlich singuläre Stelle hat, für die es also 
einen Exponenten m derart gibt, daß cp (u) für ii = oj nicht 
unendlich wird, ist eine x'ationale Funktion. 

9. Eine ganze Funktion, deren Reziproke gleichfalls ganz 

ist, heißt eine Einheitsfunktion. Eine solche Funktion wird 
im Endlichen weder Unendlich noch Null. Ihr Logarithmus ist 
daher ebenfalls eine ganze Funktion, und es folgt daraus, daß 
jede Einheitsfunktion in der Form dargestellt werden kann, 
worin eine ganze Funktion ist. Umgekehrt ist jeder Aus- 

druck von dieser Form eine Einheitsfunktion. 


10. Nach den grundlegenden Untersuchungen von Weier- 
strass über die eindeutigen analytischen Funktionen (Abhand- 
lungen der Berliner Akademie von 1876) gibt es immer eine 
ganze Funktion G{u)^ die in den Unstetigkeitspunkten einer 
Funktion p{ii) und nur in diesen verschwindet, und diese 
Funktion G{u) ist durch die Unstetigkeitspunkte von cp(u) bis 
auf eine Einheitsfunktion als Faktor bestimmt. Es ist dann 
p{u)G{u) — Gx(u) gleichfalls eine ganze Funktion, und man 
kann also jede Funktion p{u) als Quotienten zweier ganzen 
Funktionen 


9 («) = 


(«) 


darstellen, worin G (u) und (u) keine gemeinscliaftliclien Null- 


punkte haben. 
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11. • Zähler und Nenner dieser Darstellung sind 
durch (p'(u) selbst, abgesehen von Einheitsfaktoren, ein- 
deutig bestimmt. 

Die Funktionen G(u), Gi{u) können in Primfaktoren, d. h. 
in Faktoren zerlegt werden, die nur in einem Punkte Null 
werden. Verfolgt man diesen Weg bei den doppelt periodischen 
Funktionen, so gelangt man zu den Weierstrassschen ö-Funk- 
tionen. Wir werden aber einen anderen Weg gehen, auf dem 
wir den o-Funktionen erst an einer späteren Stelle begegnen. 


§ le. Periodizität. 

Eine Funktion f (u) von u, welche die Eigenschaft hat, daß 
für ein konstantes o und für jeden Wert von ti 

(1) qo (m o) = 9 (ii) 

ist, licißt periodisch und ca heißt die Periode. 

Der Gegenstand unserer Untersuchung sind Funktionen q} (u) 
mit zwei Perioden w^, von denen wir ein für allemal voraus- 
setzeu wollen, daß ihr Verhältnis ca^ : cdj nicht reell und daß der 
imaginäre Teil dieses Verhältnisses positiv sei. In der letzteren 
Annahme liegt nur eine Festsetzung über die Bezeichnung 
(» 1 , 0 ,. Denn wenn cdsIcji einen negativen imaginären Teil hat 
SO ist der von : cog positiv. 

.Tede Konabmation ist, wenn m^, ganze 

/rihlen sind, gleichfalls eine Periode. 

\\ir nehmen in der Ebene u einen beliebigen Punkt «„ an 
und bezeichnen die vier Punkte 

Mo, M„ -k OJi, tt, -k £0, -)- (»2, Mo -I- CDj; 
verbinden wir diese vier Punkte der Reihe nach durch gerade 
Eiineu, mdem wir vom letzten zum ersten zurückkeliren , so er- 
halten «ur ein Parallelogramm, welches das Periodenparallelo- 

SdXnnSrf geradlinigen'seiten des 

■‘"■»“"linige Zugs ersetzt 
scliiob™. toeh Par-allelTer. 

ng dieser Größe ist (nach bekannten Sätzen 
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der analytisclien Geometrie) der Flächeninhalt des Perioden- 
parallelogramms. 

Durch Aneinanderreihen kongruenter Periodenparallelogramme 
läßt sich die ganze Ebene einfach und lückenlos überdecken. 
Entsprechende Punkte zweier verschiedener dieser Parallelogramme 
sind die Repräsentanten von -Werten, die sich um ganzzahlige 
Vielfache der Perioden unterscheiden, und die nach dem Modul 
(cöi, CO 2 ) kongruent oder, wenn kein Zweifel möglich ist, kurzweg 
kongruent genannt werden. Das Zeichen der Kongruenz ist 
u = (mod G3,, «a), 

und besagt, daß li/ die Form -f- wenn 

ganze Zahlen sind. 

Fig.l. 



So stellt die Fig. 1 vier aneinander gelagerte Periodenparal- 
lelogramme dar; die Punkte ih sind kongruent: 

-f- = Ul + -h ^2^ 

und ^< 3 , ih bilden ebenfalls die Ecken eines Perioden- 
parallelogramms. 

Die doppelt periodische Funktion cp(ii) hat in allen 
kongruenten Punkten denselben Wert, und der ganze Wert- 
vorrat dieser Funktion erschöpft sich also in einem Perioden- 
paralielogramm , wenn von zwei gegenüberliegenden Seiten nur 
die eine mit zum Parallelogramm gerechnet wird. 

Wir ziehen aus unseren allgemeinen Voraussetzungen die 
Folgerung: 

1. Es existiert (außer der Konstanten) keine doppelt 
periodische Funktion, die im Periodenparallelogramm 
frei von Ünstetigkeitspuukten ist; denn eine solche Funk- 
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tion wäre in der ganzen -it-Ebene endlich und müßte also nach 
§ 15, 8 eine Konstante sein. 

Ist (p{ii) eine doppeltperiodische Funktion mit den Perioden 
(» 1 , C 0 . 2 , so ist das über die Begrenzung des Periodenparallelo- 
gramms genommene Integral [wegen (1)] 

JcHogg^C^i) = j [fnog9(^t) — (Uogcp(u -)- g?2)] 

«0 
Mq -j- 

— j[cnogg)(M) — (ilogq[)(vt -f oji)] = 0. 

Uq 

Daraus folgt nach § 15, 6. der Satz: 

2. Eine doppeltperiodisclie Funktion wird in einem 
Periodenparallelogramm in ebenso vielen Punkten Null 
wie unendlich. Ist m diese Zahl, so heißt m die Ordnung 
der doppeltperiodisohen Funktion. Nach 1. gibt es keine 
doppeltperiodischen Funktionen von der Ordnung Null. 

Ersetzt man in dem Beweise die Funktion (p (m) durch cp (m) c, 

so folgt, daß eine doppeltperiodische Funktion mter Ordnung 
jeden beliebigen Wert c in gleich vielen Punkten annimmt. 

Wenn wir das Integral der Formel in 7., § 15 über die Be- 
grenzung des Periodenparallelogramms nehmen, so ergibt sich; 

, «o-fwi 

J Md log 9 (m) = J [«dlog( 5 p(t() — (m -j- ta2)dlog93(M -|- co^)] 

«0 

+ 

I [Mdlog (P(m). (m -f- C3i)dlog c?i)] 

“0 

^0 + ^2 Mo + Wi 

= Ol J d logg) (m) — 032 j d log 9 (m). 

V . , ““ “0 

.Nun ist wegen der Mehrdeutigkeit des Logarithmus 

% -}~ 0)2 

j d log 9 (u) = log 9 (m + 03,) — log 9 (m) = 2 Ttim. 

M(, 

«0 -f 

J^dlog9(it) = iog^(^t ^ __ 


worin wji und unbestimmte ganze Zahlen sind. 

Wenn daher die Funktion (p(u) in den Punkten «„ , 

unendhch, m den Punkten ß,, ß,, Null wird, so ist nach 

^cci~ üßi (modo3j, oij). 


I 
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Ersetzt man (p(u) durch (p(u) — c, worin c einen beliebigen 
Wert bedeutet, so folgt der wichtige Satz: 

3. Die Summe der Arguinentwerte, in denen eine 
doppeltperiodische Funktion im Inneren eines Perioden- 
parallelogramms einen und denselben Wert c annimmt, 
ist von c unabhängig oder ändert sich bei stetiger Yer- 
änderung von c höchstens sprungweise um eine Periode. 

4. Hieraus folgt, daii es auch keine doppeltperiodi- 
sche Funktion erster Ordnung gibt. 

Denn eine solche Funktion müßte jeden Wert c in einem 
Punkte u annehmen. Ist sie also gleich c' in einem Punkte 
und gleich in einem davon verschiedenen Punkte so würde 
aus 3. it' = u*' folgen, gegen die Voraussetzung. 

Unter einer doppeltperiodischen Funktion der zweiten 
Art versteht man nach Hermite eine Funktion die den 

Perioden 07^, tUg gegenüber sich den Gleichungen gemäß verhält: 

ij(u cDj) = 02) = 

worin ag .Konstanten sind. 

Ö. Auch für eine doppeltperiodische Funktion der 
zweiten Art gilt der Satz, daß sie in gleich vielen 
Punkten des Periodenparallelogramms Null und unend- 
lich wird. Ist die Zahl dieser Punkte m, so heißt auch hier die 
Funktion von der mten Ordnung. 

Der Beweis ist derselbe wie der des Satzes 2. Es gilt aber 
hier nicht mehr die Erweiterung, daß die Funktion jeden 
Wert gleich oft annimmt, weil i^(u) — c jetzt nicht mehr perio- 
disch ist. 

6. Eine doppeltperiodische Funktion von der 

zweiten Art und der Ordnung Null ist notwendig eine 
Konstante oder eine Exponentialfunktion. Denn wenn ^^(u) 
nicht Null wird, so ist 

»■W = 

eine doppeltperiodische Funktion von, der ersten Art, die nicht 
unendlich wird, also nach 1. eine Konstante a. Daraus folgt: 

worin A eine neue Konstante ist. 
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§ 17. Die Funktionen T. 


Wenn doppeltperiodisclie Funktionen von der niten 

Ordnung existieren, so müssen es gebrochene Funktionen seii]. 
Setzen wir sie also nach § 15, 10. in der Form 


( 1 ) 


(p(u) 


a{it) ’ 


wenn und G(^u) ganze Funktionen ohne gemeinsamen Null- 

punkt sind, so ist 

(ti(u -f föQ _ 6r^(u coa) __ 

6r(tl -f «i) -j- cog) “ 6r(u) ’ 

und darin haben die drei Funktionen G(u), 6r -j~ cof), 6r(tc-j- CO 2 ) 
dieselben Nullpunkte, nämlich die ünstetigkeitspunkte von 
Ihre Quotienten sind also Einheitsfunktionen, und nach § 15, 9. 
ist also, wenn Funktionen sind: 

(r(u -j- G)^) = G(u)j 
-f- ^3) == 

und die Funktion ffiQt) genügt den nämlichen Gleichungen, 

Ist 


(2) 


<3) ”(“) = 

eine zweite Darstellung von <p(u) von der Form (1), so ist 

(4) T(u) = 

worin g{u) wieder eine ganze Funktion ist, und wenn also nacli (2) 

(5) T(w + o,) = e!.WT(M), 

T(u 4- ®)) = e'äOOi’i^) 

ist, so ist V I y KJ 

^i(m) = 7,(m) -|_ g(u) _ _j_ cjj), 

ffi (w) = ?2 (w) H~ 0 (m) — g(u 02 ). 

Es kommt also alles darauf an, daß wir unter irgend einer 
passenden Annahme über die ganzen Funktionen \(u), I^(u) ganze 
Funktionen T(it,) bilden können, die den Bedingungen (5) genügen 
und in m beliebig gegebenen Punkten des Periodenparallelogramms 
verschwinden. Durch die Quotienten zweier solcher Funktionen 
mit denselben 7 i(m), Z-^m) können wir dann alle doppeltperiodi- 
schen Funktionen darstellen, und die allgemeineren Funk- 
tionen e(M), die dasselbe leisten, erhcält man nach (4) durch Hiuzu- 
füguug eines willkürlichen Einheitsfaktors. 
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Wollten wir l^iu) als Konstanten annelimen, so wäre 

T(ii) eine ganze doppeltperiodische Funktion der zweiten Art 
und folglich nach § 16, 6. eine Exponentialfunktion, aus der sich 
keine doppeltperiodischen Funktionen bilden lassen. Die ein- 
fachste Annahme, die uns hiernach bleibt, ist die, daß (m), ]^(u) 
lineare Funktionen von u sind, worunter als Spezialfall auch 
der enthalten ist, daß eine der beiden Funktionen Zj, Za’ kon- 
stant ist. 

Wir stellen also die folgende Definition auf: 

1. Eine T-Fnnktion, T(i(i)^ ist eine ganze Funktion 
von w, die den folgenden beiden Gleichungen genügt: 

T(u -f- (Uj) — + 

^ ^ T{u 4" Cög) = + + X{u). 

Hierin sind Konstanten, d. h. von u unabhängige 

Größen. Die Perioden g)^ gelten hier durchweg als ein für 
allemal gegebene Konstanten, deren Verhältnis einen posi- 

tiven imaginären Teil hat. 

Die Faktoren 

= Gl (llj =: 6 — (2 M 4- üJi) 4- &i] ^ 

= e^iu) = C’~^^«ca2(2rt4 - w2)4-&2] 

heißen die beiden Periodizitätsfaktoren der Funktion T. 

Die Periodizitäfsfaktoren ändern sich nicht, wenn 5i, um 
gerade ganze Zahlen verändert werden. Daß es Funktionen 
dieser Art wirklich gibt, wird sich erst im weiteren Verlaufe der 
Untersuchung ergeben, 

2. Wenn die Funktion T(u) in irgend einem Punkte 
verschwindet, so verschwindet sie auch in allen kon- 
gruenten Punkten. Verschwindet sie in m Punkten des 
Periodenparallelogramms, so heißt sie von der mten 
Ordnung. 

Aus dieser Definition ergibt sich sofort: 

3. Durch Multiplikation zweier jT-Funktionen ^T, 
der Ordnung m' erhält man eine T-Funktion der 
Ordnung m -f- m'. Die Periodizitätsfaktoren des Pro- 
duktes T sind die Produkte der Periodizitätsfaktoren 
von T und T'. 
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Wir fragen ziinäclist nach, der Möglichkeit von T- Funktionen 
nullter Ordnung: Ist L(u) eine solche und L'(u) ihre Ableitung, 
so folgt durch zweimalige Differentiation von (6) 


cl U —j— töj) (u^ 

duL{u 4- Oi) du L{u) ’ 

und entsprechend aus der zweiten Grleichung (6). Danach ist 
d^XogL(ii)ldu^ als ganze doppeltperiodische Funktion eine Kon- 
stante, und folglich logi(^t) eine ganze Funktion zweiten Grades 
von iL Wir erhalten also: 

4. Eine ^-Funktion nullter Ordnung ist von der Form 
(7) L{^ = + 

worin 2, Ö Konstanten sind. 

Daß jede Funktion dieser Form eine T- Funktion nullter 
Ordnung ist, ersieht man ohne weiteres. 

Das Produkt 

(ö) T\u) ^ L{u)T{u) 

ist ebenso wie T(u^ eine Funktion Ordnung und ver- 

schwindet in denselben Punkten. 

Die Peiiodizitätsfaktoren von erhält man aus denen von 1\ 
wenn man die Exponenten öi, durch 


(9) 


«1 — % -j” ^ 1 

Oj2 =■ Ö^2 4~ 


^2 &2 4 “ ^ 


L/i 


(Do 


ersetzt, worin die V jedoch nur bis auf additive gerade ganze 
-Zahlen bestimmt sind. 

5. Nach (9) kann man fi immer und nur auf eine 
Weise so bestimmen, daß b\, h'^ reell werden. 

Denn setzt man die imaginären Teile von gleich Null 
so erhalt mau für den imaginären und reellen Teil von u zwei 
lineare Gleichungen, deren Determinante nach § 16 der Flächen- 
inhalt des Periodenparallelogramms, also von Null verschieden ist. 

Die Periodizitätsfaktoren und die Nullpunkte einer T- Funk- 
tion mter Ordnung stehen in einer gewissen Abhängigkeit von- 
einander, die wir leicht aus den Sätzen des § 15 erhalten. Zu- 
nächst ergibt sich die Ordnung ik, wenn man das Integral 


jh jcHog T{u) = 


m 


§ 17. Die Funktionen 1 \ 03 

Über die Begrenzung des Periodenparallelograxnms ausdehnt. Legt 
man der Einfachheit halber die Ecke (Fig. 1) in den Koor- 
dinatenanfaiigspunkt, so kann man dieses Integral so zerlegen: 

öji 

= jd[logT(^() — logT(« + co^)] 

0 

— jcZ[logT(M) — log T(u + 03i)] 

0 

und nach (6) ist 

d[logT{ti) — log T(u -j- ^ 2 )] = 
d\\.ogT{%C) — logT(^fc -f- «i)] = 2jrüti. 

Daraus ergibt sich 

( 10 ) ^ 2 «! — «1032 = m. 

Bezeichnen wir weiter mit «g? die Nullpunkte einer 

T- Funktion im Innern eines Periodenparallelogramins, so erhalten 
wir aus § 15, 7. 

= j udlogTu^ 

wenn das Integral wieder über die Begrenzung des Parallelo- 
gramms erstreckt wird. Es ist aber 

üii 

^lidlogTu — j [udlogTii — {u -f- G)^d\ogT{%i -l- cog)] 

0 

CÜg 

— J {ndlog T%i — (w + G3j)6nog T{%i -f- o3i)], 

0 

und das erste dieser beiden Integrale ist nach (6) 

tüj (Üi 

— co^^d\QgT(%C) 2 7t^a2j(^c + co^du 
0 0 

= — — lög^'(d)] 4“ + 2033) 

== 7^^032 («1031 hl) -f- Ttia^icoi -j“ 2 g3iC 32) "j" 

worin N 2 (wegen der Vieldeutigkeit des Logarithmus) eine nicht 
näher bestimmte ganze Zahl ist. Ebenso ergibt sich für das 
zweite der Integrale: 

— 7r^^G3i(«2C32 "4 ^ 2 ) TCiUiipl 4" ^ ^ 2 ) 4” 

und folglich (als Kongruenz geschrieben) 

(11) 2 ;« = y (&i<»2 — M]) + ^(<»1 + “ 2 )- 
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Diese Summe oder Tielmehr die Gesarntteit der damit nach 
dem Modul («i, «a) kongruenten Zahlen heißt der Ghaiac er 

Der Charakter der Funktion I ändert sich nicht wenn man T 
durch eine der Funktionen LT ersetzt (nach 8.). Man kann also 
nach 5. den Charakter auch in der Form darstellen: 

^12) C9i ■" 

worin öi, (/a reell sind. Diese reellen Zahlen, sind durch den 
Charakter bis auf Vielfache Ton 2 bestimmt und können jeden 
Wert zwischen 0 und 2 haben. Das Symbol (jhy di) keißt die 
Charakteristik der T-Funktion. Aus der Charakteristik wird 
der Charakter der T-Funktion nach (12) bestimmt. 

Ist y der Charakter einer Funktion T(u) Ton der Ordnung m 
und V eine beliebige Konstante, so hat I(u -f v) den Charakter 

= y — vm. 

Hiernach lassen sich, wenn m > 0 ist, die ver- 
schiedenen Charaktere aufeinander zuriickführen. 

Mit Hilfe der Gleichung (10) kann man die beiden Glei- 
chungen (6) in eine allgemeine zusammenfassen; 

Wenn man in der ersten Gleichung (6) wiederholt in 
II _|_ verwandelt, so erhalt man das System: 

_]_ Qjj) = e-«»' c»>(2 » + ‘^) + W T(u), 

T{u -1- 2oji) = + + T(m -|- «i), 

T{u 4- WiOi) = + + l)*»!]. 

und durch Multiplikation aller dieser Formeln: 

(13) ir(tt -)- «1 Oj) = + r(M). 

Diese Formel ist zunächst für ein positives ganzzahliges «i 
abgeleitet. Ersetzt man aber darin u durch u — «lOJi, so ergibt 
sich ihre Kichtigkeit auch für negative w,. 

Ebenso ergibt sich: 

(14) + 2'('M), 

und wenn man in dieser Formel tt in m -j- verwandelt und 
wieder (13) anwendet: 

. . T(m - f- «iCJi -f «jOa) 


( 15 ) _ 


ß — Tf i [2 (üi «1 fl? Wg) U +■ 2 flg Wi «2 flti -f fll **1^ % + ^ 
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§ 18. 

Es ist aber nach (10) 

~|- a^n-^n^G)^ -f- 

und demnach wird diese letzte Formel: 

T(m + Ml®! -f- WgOa) 

^ ^ + ”2 « 2 ) (2 W + «1 Cüj, + Wa f'^o) + (f>i «1 + \ ri.2 + m «i MgU T(il). 

Und hierin sind ni und n 2 beliebige ganze positive oder 
negative Zahlen. 

Wenn man zwei T- Funktionen der Ordnung m und m' von 
den Charakteren y, y' miteinander multipliziert, so entsteht eine 
neue T- Funktion, deren Ordnung m + m' und deren Charakter 
y ^ y ist. Sind (gi, g^) und (gu g' 2 ) die Charakteristiken der 
beiden Faktoren, so ist (g^ + ^1, g^ -f ^0 <^0 Charakteristik des 
Produktes. 


§ 18 . Relationen zwischen verwandten T- Funktionen. 

Zwei T- Funktionen von den gleichen Perioden, derselben 
Ordnung und demselben Charakter wollen wir verwandt nennen. 
Ist P(ti) eine mit T(^{i) verwandte T-Funktion und haben ai, a 2 , 
&2 dieselbe Bedeutung für T', wie ai, %, für 1\ so ist 

infolge der vorausgesetzten Verwandtschaft [§ 17, (10), (11)]: 

( 1 ) cdiCO^ = «1052 

( 2 ) Vim^ — ^ 26 ?! = öl «2 — &2®i + — 2^20?!, 

worin ganze Zahlen sind. 

Daher lassen sich X und g nach § 17, (9) so bestimmen, daß 
die Periodizitätsfaktoren der Funktion 

ß— 7t i (;. «2 + ^ M) T{u) 

dieselben werden wie die der Funktion T'(ie), und daher haben 
wir den Satz: 

1. Verwandten jT-Funktionen können durch Hinzu- 
fügung einer T-Funktion nullter Ordnung: 

L = 

als Faktor dieselben Periodizitätsfaktoren gegeben 
werden. 

Ferner folgt unmittelbar aus der Gleichheit der Charaktere: 

2. Wenn verwandte T- Funktionen wter Ordnung 
m — 1 gemeinsame Nullpunkte im Periodenparallelo- 
gramin haben, so haben sie auch den mten gemeinsam; 
und hieraus: 

Wölber, Algebra. III. 
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18 . 


3. Zwisclien höchstens m -j- 1 verwandten T-Funk- 
tionen mter Ordnung T, Tj, T,n besteht eine identische 
Gleichung von der Form 


iir+ + + = o. 


Denn besteht diese Relation nicht bereits für i = 0, so kann 
man von den in L^, . . £», verfügbaren Konstanten zunächst 
Zj, Aa ftj, fia so bestimmen, 'daß die sämtlichen 

Produkte L^T^, L^Tm dieselben Periodizitätsfaktoren 

erhalten, und dann die Oj, Cj, . . ., G,,, so, daß m — 1 und folglich 

alle Nullpunkte der Funktion -\ L„ T,„ mit den 

Nullpunkten der Funktion T zusammenfallen. Daraus aber folgt, 

daß das Verhältnis von L,T, -] L,„T„ zu T gleich 

einer T“-Funktion — L ist, was zu beweisen ist. 

4. Die Quotienten verwandter T-Funktionen können 
durch Hinzufügung eines Faktors L in doppeltperiodische 
Funktionen verwandelt werden. 

5. Setzen wir die Existenz einer T-Funktion erster 
Ordnung t(u) voraus, so läßt sich daraus jede iT-Fiinktion 
»iter Ordnung ableiten. 

Es sei nämlich y der Charakter von t{u) und «i, a^, ..., 
beliebig gegebene Werte. Es verschwindet dann die Funktion 


1{U 


■ «i -f- y) 


liW) 


in dem Punkte cc{ und allen mit «j kongruenten Punkten, aber 
in keinem anderen. 

Das Produkt 

T(tt) = ti(u)t^(u) . . . tm(u) 

ist also eine iT-Funktion mter Ordnung mit den beliebig ge- 
gebenen Nullpunkten «i, a,, 

6. Hieraus läßt sich leicht beweisen, daß jede 
doppeltperiodische Funktion, die in einem Perioden- 
parallelogramm nur eine endliche Anzahl von Unstetig- 

dahuntlTsl.'“'“’ T-Funkti„„e. 

den 9 («) eine doppeltperiodische Funktion mit 

den Penoden Oi, Oj und den Unstetigkeitspunkten a, // 


^'-Funktionell erster Ordnung:. 
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Bestimmt man nach 5. eine Funktion T{ii) mit den Null- 
punkten 0 ^ 1 , -“i ist: 

T{u)q)(%i) = Tx{%C) 

eine T- Funktion mter Ordnung, und 

9 («) = - «’• Ä'- 

Die Funktionen T{u)^ -TiW sind verwandt, da sie die- 
selben Periodizitätsfaktoren und also auch dieselbe Charakteristik 
haben. 

Die Nullpunkte von T-^{u) sind zugleich die Nullpunkte von 
und die Summe dieser Nullwerte ist also kongruent mit 
der Summe der ünstetigkeitswerte. 


§ 19. T- Funktionen erster Ordnung. 

Wir gehen nun dazu über, die T- Funktionen erster Ord- 
nung, die wir mit t{ii) bezeichnen, aus denen sich die übrigen 
T- Funktionen, wie wir gesehen haben, ableiten lassen, naher zu 
bestimmen. 

Aus 6. des vorigen Paragraphen folgt, daß zwei t-Funktioueu 
derselben Charakteristik sich nur durch einen Faktor von der 
Form — TtiQ.v!'^ + ,uw) 


voneinander unterscheiden, und wir wollen nun durch eine Er- 
weiterung der Definition diesen Faktor noch näher bestimmen. 

Dies soll, was nach § 17, (9) ohne Beschränkung der All- 
gemeinheit möglich ist, so geschehen, daß in den Periodizitäts- 
faktoren 

rrz 0, bl = Cji-i b^ = 

wird, wenn (^i, g^) die Charakteristik ist; wegen der Relation 

G?! — üi co^ — I 

ist dann 

1 



und die Bedingungen für diese ^-Funktion lauten alsdann (§ 17, 1.) : 


t{u 4“ cöi) = 


^ 1^ ^ . 2 w -j- 

und hierdurch ist die P'unktion bis auf einen von w unab- 
hängigen Faktor bestimmt. Um diesen Faktor noch näher zu 
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§ 19 . 


bestimmen 5 fassen wir die Abhängigkeit der Funktion t auch 
Ton «i, g} 2 ins Auge und bezeichnen sie, indem wir als 

gegebene von cö^, ©g unabhängige Zahlen betrachten, nait 
cöj, ©a). Es zeigt sich dann, daß, wenn h ein willküidiclier 
Faktor ist, 

t(]iu^ 

gleichfalls den Bedingungen ( 1 ) genügt, und daß demnach 

>(u, «.) = «»■' “•) 

von ii unabhängig ist 

Die Funktion /(wi, c^a) kann aber immer in die Form ge- 
setzt werden: 

j?/ \ hCDo) 

r (ß),, (Do) = — - S - — ; 

man liat nur, wenn t{u) für m = 0 nicht verschwindet: 

9>(“n cJs) = t(p, Oj, ra^), 

und wenn f(0) = 0 ist, etwa 

“ 2 ) = coit'{0, Ol, oja) 

zu setzen, wenn t' die Derivierte von t nach u bezeichnet. Indem 
man also jetzt 

(3) i^(M, <Oi, Oa) 

(p (Cji, (Dj) 

wieder mit t{u, Oj, cjj) bezeichnet, kann man den Bedingungen fl'l 
noch die hinzufügen, daß für ein beliebiges h 

. K^> <»i, « 2 ) = t{hu, Äcji hoja). 

Die Funktion t hängt also jetzt nur noch von zwei Veränder- 
hchen, namhch den Verhältnissen u-.co,-. m,, ab. Wir setzen in (4) 

Ji — J:. ®2 

Tmd erhalten ~ 

worin # ein neues Funktionszeichen ist. 

wei Yariawt !f &(v) definiert von nur 

während o, nach unbeschränkt veränderlich ist, 

positivp-n i‘t« ' -n ^ gemachten Voraussetzung einen 
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§ 20. Die -O*- Punktion J 

Die Funktion ist eine ganze Funktion von v, die den 
Bedingungen genügt: 

. -f- 1) = 

^ ^ ^(v -{- w) = + 

und ist dadurch bis auf einen von v unabhängigen Faktor 
bestimmt. Sie ist also unter den Funktionen als Spezialfall 
enthalten, während andererseits die allgemeine Funktion durch 
die 'ö’-Funktion ausgedimckt werden kann in der Weise: 

t (u) = + 

\G?1 Wi/ 

worin (7, A, ^ beliebige konstante oder von coi, 02 abhängige 
Größen sind. 

Die Funktion '9’ ist noch von den in der Charakteristik vor- 
kommenden Zahlen abhängig, und wenn eine Bezeichnung 

dieser Abhängigkeit erforderlich ist, so soll für co)\ 

gesetzt werden, es können dabei ^ 1 , beliebige Zahlen sein. 
Nach dem früheren genügt es, wenn wir sie reell und zwischen 0 
und 2 annehmen. 

Entsprechend den T- Funktionen höherer Ordnung werden 
wir auch ©-Funktionen wter Ordnung einführen und verstehen 
darunter eine ganze Funktion von 'die den Bedingungen genügt: 

©(^; ^ 1) = ©(?;) 

^ ^ ^ (O) — 

Auch hierbei kann die Charakteristik ^ 1 , g^ iti die Bezeich- 
nung .mit aufgenommen werden: 

H (^5 ®)* 

Diese Funktionen sind als spezielle Fälle unter den T-Funk- 
tionen enthalten, und man kann allgemeine T-Funktionen in der 
Weise bilden: 

(3) + ■““> ® T”, — V 

^ ^ V»! ®l/ 

Es ergibt sich also aus § 18, 3. der Fundameiitalsatz für 

die ©-Funktionen, den wir folgendermaßen aussprechen: 
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§ 20. 


Nennen wir ©-Funktionen mit denselben Perioden gleicher 
Ordnung und gleicher Charakteristik verwandt, und bezeichnen 
wir ferner ein System von Funktionen als linear abhängig 
oder unabhängig, je nachdem eine homogene lineare Relation 
mit konstanten (nicht sämtlich verschwindenden) Koeffizienten 
zwischen diesen Funktionen besteht oder nicht besteht, so gilt 
der Satz: 

w + 1 -verwandte ©-Funktionen mter Ordnung sind 
immer linear abhängig; 
oder: 

Aus m linear unabhängigen verwandten ©-Funktio- 
nen mter Ordnung läßt sich jede andere verwandte 
©-Funktion linear (mit konstanten Koeffizienten) 
zusammensetzen. 

Dieser Satz ist für unsere folgenden Betrachtungen von der 
fundamentalsten Bedeutung; es ergibt sich daraus nach § 18, 3., 
daß jede ^-Funktion ^nter Ordnung mit Anwendung der Formel (3) 
aus m linear unabhängigen ©-Funktionen zusammengesetzt 
werden kann. 

Nach § 17, (11) ist die Summe der m Argumentwerte, für 
welche die Funktion ®gi,g^(v) im Periodenparallelogramm ver- 
schwindet, nach dem Modul (1, co) kongruent mit 


2 ' 2 

Die bis jetzt gegebene Definition der Funktion ^ läßt einen 
Faktor, der eine Funktion von o sein kann, unbestimmt. Wir 
können aber durch einen Zusatz zur Definition diesen Faktor 
noch näher bestimmen. 

Wenn man die Definitionsgleictungen (1) zweimal nach v 
und einmal nach ra differentiiert, indem man als konstant 
ansieht, so ergibt sich nach einfacher Kechnung, daß die Funktion 

ÖV^ 0 03 

selbst den Bedingungen (1) genügt und also die Form 

9 (ffl) & (u, w) 

hat, wonn cp (a) in bezug auf v konstant, also eine Funktion von m 
allein ist. Wenn man jetzt 

^ ^ (v, co) 


§ 21 . 


Hauptcliarakteristiken. 


71 


gleich, einem neuen d' setzt, so ergibt sich für dieses die partielle 
Differentialgleichung 




02 ^ (y^ G)) 
01^2 


4:7ti 


.d^(v^ co) 
0 €0 


0 , 


und durch (1) und (4) ist jetzt die Funktion # bis auf 
einen von v und co unabhängigen, also nur noch von 
abhängigen Faktor definiert. 


§ 21. Die Theta - Funktionen verschiedener Charakteristiken. 

Haupt Charakteristiken. 

Wir wollen jetzt, ehe wir an die Bestimmung des noch 
übrigen von v und co unabhängigen Faktors in den ^-Funktionen 
gehen, die verschiedenen Charakteristiken aufeinander zurück- 
führen, was nacli § 17 immer möglich ist. Bezeichnet man mit 
d'{y) die zur Charakteristik (0, 0) gehörige 'ö’-Fimktion, so ist 

® (v, o) = '9’ 


eine den Bedingungen (1) § 20 genügende Funktion. Es ist aber 
nun mit Rücksicht auf die Differentialgleichung (4): 


02® 

0'y2 


ini 


.d0 


dco 




und wenn wir also 


( 1 ) 


nicagi^ 




~ TtigiV + 








gl W — 


gä^ 


setzen, so ist die Differentialgleichung (4) § 20 durch alle 
diese Funktionen befriedigt. Hierdurch also sind die Funk- 
tionen einen allen gemeinschaftlichen numerischen 

Faktor bestimmt. 

Aus der Formel (1) läßt sich eine allgemeinere ableiten, 
indem man v durch v — — — ersetzt. Man erhält so 


9, 




gi 03 — Qi 
2 




7t i 0) ta , , t . / Tti t , , 

j- g^-\‘nig^v — n% gi ^ 

e V’, 


9i + Ö'a + 


s’ip)- 


( 2 ) 
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Aus (2) ergibt sicli noch, mit Benutzung von (1) § 20, wenn 
man — 0, oder = 0, ^2 = 2 setzt: 

^ K, + 2 («) = e**^' «’s., 9, («) , 

und durch (2) ist also zugleich die Periodizität der Funktionen 
vollständig ausgedrückt. Beispielsweise ergibt sich, wenn 
g und V ganze Zahlen sind: 


v + i — ~ — (2v — 1)2 7ti(2v-~l)v 

= (“1) i e ^ e O’ii (v). 

(5) O’ij (i’ — VCJ — fl) = (-1)« + '»' 

Die Formel (2) ist gültig für ganz beliebige, selbst komplexe 
Werte von ^ 1 , g^. 

Wenn man in den Definitionsformeln der ^-Funktionen 
[§ 20, (1)] V durch 1, und durch — y-co, ferner g^^ g^ durch 
-gi, -92 ersetzt, so zeigt sich, daß denselben Be- 
dingungen genügt, wie und daß sonach 

92 (^) J '^—5^1, —92 (”^) 

bis auf einen konstanten Faktor identisch sind; es ist also ins- 
hesondei'e, wie aus -y = 0 hervorgeht: 

^ 0,0 (^) = 'fi'o,o(-v), 

und danach ergibt die Formel (1), wenn man y, g^^ durch 
-i\ -^ 1 , -^2 ersetzt: 

Sind die Elemente g.^, ganze Zahlen, so heißt g^) 
eine Hauptcharakteristik. Es gibt deren vier wesentlich 
verschiedene, nämlich: 

( 0 , 0 ), ( 0 , 1 ), ( 1 , 0 ), ( 1 , 1 ), 

und demnach auch vier wesentlich verschiedene Haupt-0'-Fuiik- 
tionen : 

(7) '&oo(t;), #01 (®), #io(»), #n(^^), 

von denen die erste auch mit #(») bezeichnet wird, 
a werden unter Charakteristiken niid 

^-hunktionen nur noch Hauptcharakteristiken und 
-tlauptfunktionen verstanden. 
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Die Formel (2), auf dies Funktiouensjstem angewandt, ergibt 
die folgende, häufig benutzte Tabelle: 

=== 'fi’ooO'^ + D = 

(^) / cö\ / 1 4~ (n\ 

'9'ii(«) ==-'^io(^ + 5) + + 


worin zur Abkürzung 

Ttiiii 

+ Jtiv 

e = e ^ 

gesetzt ist. 

Nach (3), (4) ist 

'^01 ('^'^) “ 

^ ^ '9’io(-«) = '9'io(®), ^n(-«) = — '^11 («''), 

d. li. es sind '9’oo(«^)i ''%i(®)) "^loW gerade Funktionen, 
^ii{v) ist eine ungerade Funktion. 

Nach § 17 (12) verschwinden die vier Funktionen (7), bzw. 
für die folgenden Werte des Arguments 

1 — j— Cö fö 1 ^ 

2 ’ 2’ 

also für gewisse halbe Perioden. Von Wichtigkeit sind die Werte, 
welche die sämtlichen Funktionen (7) für diese Argumentwerte an- 
nehmen, und diese lassen sich mittels der Tabelle (8) auf die drei 

■^00(0) = '^ 00 ) ' 9 'oa(b) — '^01 ) = '^10 

zurückführen. Man erhält so aus (8) das folgende System von 
Formeln: 

= ao^.o(f)= 

(10) ^01 = -^0» (^) = -i »u (f ) = * £0 «-10 (^^) > 

^10 = ^11 (I) = «0 ^00 (f ) = «0 ^01 (4^) > 
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worin ^ 

So — e ^ 

und 

(11) (0) = 0, Q) = 0, ^01 (f) = 0, #oo (4^) = 0- 

Die Quadrate der Funktionen (7): 

(12) rooiv), S'fo(v), KM 

sind 000 - Funktionen zweiter Ordnung, und folglich bestehen 
zwischen ihnen zwei lineare Kelationen. Nehmen wir diese Rela- 
tionen in der Form an: 

-^10 M = ^ ^01 M + ^ 

K(v) = AKM + -B'KM. 

so kann man die Koeffizienten auf Grund der Formeln (10), (11) 
leicht bestimmen, wenn man ^ = 0 und v = ~ setzt. Man 
erhält so 

i-jq\ '^01 '^10 (t’) = fi’io '^01 (t^) '^00 '^11 ('^)i 

^ ^ K ^00 (v) = K K M — K K M , 

und daraus noch, indem man v — I setzt: 

(U) ^0^0 = K + n* 

Durch zwei beliebige von den Quadraten (12) können alle 
Funktionen 0oo tler zweiten Ordnung linear dargestellt werden; 
aber auch die übrigen 0-Fimktionen zweiter Ordnung lassen sich 
aus den Funktionen zusammensetzen, denn man erhält für 
jede Charakteristik zwei linear unabhängige Produkte, von denen 
das eine eine gerade, das andere eine ungerade Funktion ist, 
nämlich: 

'^00 M K ^10 M '^n M Charakteristik (0,1) 
(15) ^oo(*^) '9'io(i’), ^u {v) „ (1,0) 

'9'io(®) ■^oi(»), '9'oo(«) -S-nW „ (1,1) 

Nach demselben Prinzip lassen sich nun alle ©-Funktionen 
beliebiger Ordnung und beliebiger Hauptcharakteristik aus den 
Funktionen ■9’ bilden. Um dies nachzuweisen, bezeichnen wir mit 
©0, ©1 irgend zwei der «■-Quadrate (12) und mit F’W(©„,®i) eine 
ganze rationale und homogene Funktion wter Ordnung der beiden 
Argumente ©„, ©j. Man erhält Mernach für die ©-Funktionen 
mter Ordnung ©^(t;) folgende Ausdrücke: 



Hauptdiarakteristiken. 
gerade Funktionen 
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§ 21. 


m gerade 


0M(V) = 


(®0, @a) 

(@0, @l) 
(@0, @l) 


(16) ungerade Funktionen 

/m—4 \ 

@M(V) = &,,(■/;) »nO^) 2 J (@o, @j) 

/ W \ 

©«(•y) = a')’jj(.y) JT-VT-V @j) 

@(fj(.y) = «•„, (y) a-jj (fl) JPU -V @j) 

@(™)(fl) = ö-o(,(fl) ö-ji(fl) @j) 


ungerade 
®W(y) = 

©%)(«) = 


(y) 


@w (ü) = 
= 

©f«) (y) = 

®(»0(fl) = 


gerade Funktionen 
(2L=i’) 

,%„(y) J (@„, ©,) 

a'„iCy)F’<^V') (@^^ 

^:o(®) (@„, &^) 

/ m~8 \ 

^00 («) '9-01 (i^) ■9-10 (®) F'^ 2 ; (0^^ @^) 
ungerade Funktionen 

/w~3 \ 

'^01 W ^^loC«) '9'ii(^>)F'^ ^ ^ (@o, ®i) 

/ W ~8 -\ 

^ooW^io(«)^ii(«)F'^ ^ ^ (@ 0 , @x) 
/ m— 8 \ 

«•ooW^oi(’^)'^n(®)F'^ ^ J (®o, @x) 

^xx(y)FCV) (0^, 0^). 


Daß in dieser Form alle ©-Funktionen darstellbar sind^ 
ergibt sich auf Grund yon § 20 aus folgenden drei Erwägungen, 

1. Zwischen geraden und ungeraden Funktionen kann keine 
lineare Abhängigkeit bestehen, wenn nicht schon zwischen den 
geraden Funktionen für sich oder den ungeraden für sich eine 
lineare Abhängigkeit besteht. 
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Zweiter Abscliuitt. 


2. Da zwei der 'O'- Quadrate (12) nicht in konstantem Ver- 

hältnis stehen, so besteht auch keine Gleichung Yon der Form 
J'c») (®o: = 0. 

3. Die Gesamtzahl der Konstanten, die nach (16), (17) in 
den zu einer und derselben Charakteristik gehörenden geraden 
und ungeraden Funktionen auftreten, ist genau gleich der Ord- 


§ 22. Das Additionstheorem. 

Sind u, V zwei Veränderliche, so gehören die Produkte 

ZU den ©-Funktionen zweiter Ordnung, mit der Charakteristik 
i9i H” 92 “h ^ 2 )) 

und zwar für jede der beiden Variablen v\ sie sind also als 
Funktionen yon v linear darstellbar durch die Funktionen (12) 
und (15) in § 21, so daß die Variable u in den Koeffizienten 
vorkommt Diese Darstellung ist, wenn die Charakteristik (0, 0) 
ist, auf mehrfache Art möglich, da man zwei beliebige der Funk- 
tionen (12) wählen kann, in den anderen Fällen nur auf eine 
Art Man erhält so 16 Formeln, von denen aber 6 durch bloße 
\ertauschung von v mit — v aus den anderen herzuleiten sind, 
so daß nur 10 wesentlich verschiedene bleiben. Man leitet diese 
Formeln sehr leicht ab, indem man sie zunächst mit unbestimmten 
Koeffizienten ansetzt und diese dann dadurch bestimmt, daß man 
für solche spezielle Werte setzt, für die je eiüe der Funk- 
tionen 'Ü’(?;) verschwindet So ist z. B.: 

'^00 + v) 'fi’oo (u — v) = (v) + (v), 

nud wenn man z, = 0 und « = 1±^ setzt, so erhält man mit 


nud wenn man v = 0 und v = "r ” 

2 

Benutzung der Formeln des § 21: 


also 

(0 'S'oo (m + v) {u~v) = (ll) (v) _j_ ^2^ 
lind wenn man hierin n durch 

TJh^’w fT Relationen, die man auf dem- 

selben Wege wie (1) auch direkt hätte ableiten können: 


Das Aclditiunstheorem. 
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§ 22. 

(2) «-„'j 0' 4- «)Ö-„1 («■ - v) = («) _ ^2^ (u)»;\ (-y). 

(3) -^10 (m + ^’) »10 («' — '0 = («) ('V) — (u) ^2^ (v). 

(4) '<‘^01 ’^i (« 4- ''O'^’ii 0^ — ■'0 = OO'^ifi (®) — »01 00»n (^)- 

Diese -vier (ileichungen köimeii, wie sclioii erwähnt, durch 

Anwendung der Formeln ^3) dos vorigen Paragraphen in mannig- 
facher Weise umgeformt werden. Die folgenden sechs Formeln 
haben nur eine Form. Es ist, um wieder mit einem beliebigen 
Beispiel zu beginnen: 

'^00 "f' 0^ '^) = -4 ('y) (v) jS &QQ (v) 'd'j2 (y), 

und wenn inan v = 0 setzt: 

= '^00 (^0 '^11 W 1 

daraus erhält man -B durch Vertauschung von tt mit v. So sind 
die drei folgenden Formeln abgeleitet: 

(5) ”4“ ('W' — v) 

(6) '^oö'^oi'^ioC'^ + 

(7) — 'y) 

— '^oi('^)'*^ii('^)'^oo(^)'^io(^) ^ooOO'^ioW'^oi 
die sich unmittelbar verifizieren lassen, indem man erst dann 
V = 0 setzt. Hieraus folgen die drei anderen durch Vermehrung 
von it um 

I CO 1 

2’ 2’ 2’ 

(8) fi’oi '^1 0 ^01 ^iq(u — v) 

= O’oi (ii) 'O’i 0 l (^) fi"! 0 04 “4“ 'fi’oo 00 '^1 1 00 '^00 (y) '^1 1 

(9) '^oo'^oi '^00 4“ '^)'^oiO^ — 

= 'fi’ooOO^oiM'^ooO)'fi’oiOO — '^io00^ii00'^^io(^)'^ii(^), 

(10) '^^oo'^lo'^oo(^ + — '^'0 . 

= '^oo(^)^io(^)'fi'oo(^)'^io(^^) + -^01 (^) '^11(^0 ^11 (^)* 

Es lassen sich diese Formeln, deren Gesamtheit mit dem 
Namen des Additionstheorems bezeichnet wird, in mannigfacher 
Weise verallgemeinern, wovon das folgende als Beispiel dienen 
möge. 

Sind V zwei Variable, so sind die vier Produkte 
'fi’oo('i0'^ 00 (u + 'fi’oi iu)&oiiu + v), 

»ioiu)&io(u 4- A '9'u(«)'9'n(^f -j- «)) 


Zweiter Absolinitt. 


als Funktionen von u betrachtet, verwandte T-Funktionen zweiter 
Ordnung mit den gleichen Periodizitätsfaktoren, und daher sind 
je drei von ihnen linear abhängig. Es ist also 

A['9-oo(«)'9'ooOi + t') + + t’) + C'd\i(u)&,i(u -j- V) 

= 0 , 

woraus für «. = 0, « = l'- 

“f" -^'^lo'^joOO — ® 

und daraus: 

(11) '9'io'ü'io(^)'^oi)(w)'®'oo0* “j” — '^oo'^üo(t^)'^io00''^io(w "j” >') 

— ^01^01 (w)'9’u(w)'^ii(« + '0 = Ö. 
Ebenso sind nun auch, wenn iv eine dritte Variable ist, die 
in der Form 

+ »). + v-j- 10) 

enthaltenen Produkte j als Funktionen von u betrachtet, verwandte 
J-Funktionen zweiter Ordnung mit den gleichen Periodizitäts- 
faktoren, so daß zwischen je dreien unter ihnen eine lineare Ali- 
hängigkeit besteht. Die Koeffizienten bestimmt man wie oben 
durch spezielle Werte von %l So folgt das Formelsystein: 

'^oo'^oo(«^ + ^o)%'Q(i{u -f 

(12) = ‘O'oo W '^OQ (^) '^00 '^00 ^ “l“ w) 

— '^11 (^) ^11 + V -^ 10 ). 

'^Ol 'fi’oi H“ "f" 

( 13 ) = '^Ol W '^01 (p) '^01 ('^«'0 ^Q1 {u ^ V ^ io) 

+ '^11 (^) '^n (w + V -f- iO). 

+ '^)'9’io(^^ + v)'9’io('tt + w) 

( 14 ) = O ’ io ( ii ) ^10 (^) #10 + '^ + ^) 

+ '^11 W '^11 W #11 O'O) #ji (u -f- -f- iv). 

Alle diese Formeln können als spezielle Fälle einer all- 
gemeinen Formel auf gef aßt wei’den, die Jacobi aus den Keihen- 
entwickelungen abgeleitet und zur Begründung der Theorie der 
elliptischen Funktionen verwandt hat^). Diese Formel läßt sich 
auch folgendermaßen aus dem Begriffe der Thetafunktionen ge- 
winnen. 

) .^heorie der elliptischen Funktionen, aus den Eigenschaften der 
iüetareihen abgeleitet. Jacobis gesammelte Werke, Bd.I, S.497. 


Das Additioiiatlieorom. 
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§ 22 . 

” Die vier Funktionen 

(15) 

sind (^oo-Fu-iiktionen vierter Ordnung von und da sie linear 
unabhängig sind, so lassen sich alle 6)oo - Fu.i'iktionen vierter 
Ordnung linear durch sie ausdrücken. Eine solche Funktion ist 
aber auch das Produkt 

(16) + a2)'0^(v + a3)l^(y + 
vorausgesetzt, daß die Größen a der Bedingung 

(17) % -|~ a2 -|-* «g -f- Cli = 0 

genügen. Wir erhalten also, wenn wir mit 4i, A^y Kon- 
stanten (in bezug auf v) bezeichnen: 

'S“ (v; —j— S' (^V — CI2} ('?^ ’d"' ^s) ^ ~ 4 ” ^^4) 

= Ai%'()^{ 2 v^ -f- ”t“ (2 

und daraus erhält man durch Vermehrung von v um + 

vier Formeln: 

+ <-h)K,!),Q-’ + ö'i) 

= -4i'9'oo (2 w) -|- ( — iy®-42'9'oi(2 -4.J '0'j 0 (2 v) 

_|_ ( — I)firi + (2 v). 

Wenn man diese vier Formeln addiert, so folgt: 

4 Al 'O’oo (-2 v) 

(18) 

= ^ ('^ + 92 (p + 92 (p + 

WO in der Summe für Qi und alle Kombinationen von 0 und 1 
zu setzen sind. 

Wir führen jetzt eine etwas andere Bezeichnung ein, indem 
wir setzen: 

H“ ^ “i” “d” ^^8 "i” ^4 “^4 7 

also wegen (17) 

4«; = -yi 4“ ^2 + ^8 + 

und definieren jetzt die vier Größen Viy Vg, % durch die 
Gleichungen 

Vi = ^ ('^1 + '^55 4" ’ 

V 2 = ^ (v[ “4 '^2 — ? 

% = K'^^i — t;2 4" ^8 — 40^ 

=Z ^ {v[ — Vq — V 3 v'^). 



( 19 ) 
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Zweiter Abschnitt. 


§ 22 - 


Hieraus erhält man aber; 

= I ( ^’i + '<-h “h “f" '^4)5 

«’s — 


— i( ««2 H“ ^3 -l- ^^4)» 

«2 = |( ««2— •^8 — 'y4X 

ctg = |(-«;2 + W 3 — « 4 ), 

«4 = i(-««2 — ««3 + «'4), 


/oo'i -r - 

j Vi = l {i\ — Vs — Vi), 

v'i — \(:h — «’s — »3 + t’4), 
und danach ergibt die Formel (18): 

^A'^Oo(^h) = ^ ^<7i, f/a (^ 1 ) ^9u (19. (^ 2 ) So. C^s) ^ffi , 

worin nun entweder die Vi oder die Vi als unabhängige Variable 
angesehen werden können. 

Betra,chtet man die Vi als unabhängige Variable, so ist in 
dieser Formel J.i Yon unabhängig, wohl aber noch von 
Vs, Vi abhängig. Setzen wir daher 4 vÄ^ = C'^oo('y2)'^oo(^^8)^oo(t^4)r 
so ergibt sich 

C O'oo ('Z^i) ^00 (^^ 2 ) '^00 (%) ^ 00 ('^ 4 ) 

“ ^ 9 i (^h) (Vz) (^^s) (-^4), 

und darin ist c jedenfalls von unabhängig. Da nun aber die 
rechte Seite dieser Formel bei beliebigen Vei*tauschungen von 
^'11 hl Vi ungeändert bleibt, so ist c von allen Vi unabhängig, 
und man erhält seinen Wert, wenn man alle Vi = 0 setzt: 

cO’oo = 'ö’oo *4” ^01 H“ '^lOi 

woraus nach § 21, (14) c = 2 folgt. 

Wir haben also die Formel: 

2 '9'oo ('^i) -O’oo (%) -O'oo (vs) ^00 (*2^4) 

ffh 9ä 

= 2 ^ 91 , 9 , (««0 g, (V^) (vg) a'jj, g^ («;). 

Wenii man darin jede der Variablen v^, ®2, Vg, »4 um eine 
halbe Periode i to^ — ff'2) vermehrt, so wird «i um eine ganze 
Periode — g'^) vermehrt, während uä, «3, ungeändert 

bleiben, und demnach erhält man mit Hilfe von § 21, (2) und (3) 
ein System von vier Formeln: 

( 21 ) ^^9\g'^{^l)^g\,g>^{v^)&g'^,gi^{Vg)&g,^^g,^{v^ 

Dies sind die Jacobischen Formeln. 

Setzt man z. B. 

5 Z L I Vg = v-\- 10, Uj = M -f Wy 
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§ 23. Die Derivicrten der d -Funktionen. 

SO ergibt sich aus (21) für //b = 1,1 : 

und hieraus erhält man dann, wenn man in (21) für r/1, ^2 die 
drei anderen Charakteristiken setzt, die Formeln (12), (13), (14). 


§ 23. Die Deri vierten der Funktionen. 

Wir bezeichnen im folgenden durch 
nach 7; genommenen Deri vierten der Funktion und mit 

'^k>r/2i Werte dieser Funktion für 7; = 0. Es ver- 
schwinden dann 'O’oi, ^oo? weil '9’oi('^)? '^00 ('^) gerade 

Funktionen von 7; sind, und ebenso verschwindet 
Die sechs Funktionen 

sind, wie aus den Fundamentalgleichungen § 20, (1) hervorgeht, 
^-Funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik 

{fh + 

und zugleich entweder gerade oder ungerade Funktionen, wonach 
sie sich nach § 21 durch '^-Funktionen darstellen lassen. Ein 
konstanter Faktor wird durch einen speziellen Wert von v(v = 0) 
bestimmt. So ist 


(1) 

( 2 ) 


^u(0'9'oi(0 


'9'w(w)ö-n(0 = 
A = 

'^10 '^00 


•^^io(^)ö’oo(0- 


Dieser Ausdruck für A läßt sich aber noch rereinfachen. 
Differentiieren wir (1) zweimal nach v und setzen dann «; = 0, 
so folgt 

— '9'ö'i'ü'u 

und wenn man für A den Wert (2) einführt; 

C^ttf 

Itll 
'^11 

Nun genügen aber [nach § 20, (4)] die vier Funktionen '0’ii, 
l'lO) 


( 3 ) 


'11 '»^01 — '»^oi'i^'ii = -d.('^io'^oo “k 


'^01 '^10 '^00 


'^on il’io) '^00 ^ör Differentialgleichung 
(4) 




und danach läßt sich (3) so schreiben: 

log -^11 _ log >^00 -»10 -»01 

d(X) dcQ 



Weber, Algebra. III. 
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82 Zweiter AlisoliDitt. ^ 23. 

oder durcli Integi'ation : 

= C'ö'oo'^io'ö’uij 

worin c von m unabhängig ist. Durch § 20, 21 waren die 
ö'-Funktionen bestimmt bis auf einen von v, m unabhängigen, 
allen gemeinschaftlichen Faktor. Über diesen Faktor soll nun 
so verfügt werden, dab die Konstante c den Wert tc erhält, 
also die Formel besteht; 


(5) '9'u = 

und dadurch sind jetzt die •ü-Funktionen bis auf das 
gemeinschaftliche Vorzeichen + vollständig definiert. 
Durch Anwendung von (5) läßt sich der Formel (1) die Gestalt 
geben; 

(6) '^n(-y)'9’oi(^^) — = 5i;'üoi'9'io(®)ü'oo(y), 

und ebenso erhält man mit Benutzung von § 21, (8); 

(7) ü''n(y)^oo(^^) — = 5rÜ'§o«’io(«}'9-oj(v), 

(8) = 3i:ü'fo'9'oi(i>)'9'oo(«^), 

(9) = — 3rü|o^oo(®)ö-ji(u), 

ÜO) ‘üJo(i;)ü-oi(®) — ü'M(y)«-o(,(ü) = —Jtü'fo'üio («)§’„(»), 

(11) '9’öo(i^)'9'io(«) — 'ülo(v)'9'oo(v) = ^'9’oi'9'oi(«)ö'ii(«). 

Differentiieren wir die Gleichungen (9), (10), (11) nach v und 
setzen v _ 0, so erhalten wir mittels (4) und (5) die Relationen 

/I J d ^ 






iTtd'i-i, 


Wenn man die Fundamentformeln für die «■-Funktionen 
fhnSfonen^”'^^™'^°^ clifferentiiert, so erkennt man, daß die 

©-Funktionen zweiter Ordnung mit der Charakteristik (0, ö) sind 

«r »•(.) liie« iT 

cliucken. Auf diese Weise ergibt sich 


Darstellung' der Funktionen durcli unendliche Produkte. 
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( 15 ) '^00 '^00 0-^) ^ — '^oo '^oo '^’oo (^) 11 '^11 ('^): 

(16) 

(17) '9'io®'?o('i^) = 'Ö'io'^io'^iQ('y) — ‘9’n '9'n (■y)) 

(18) ~ ^l!^?o(4 

Hieraus lassen sich noch weitere Eelationen heiieiten durch 
fortgesetzte Differentiation. Wir führen noch eine dieser Fornieln 
an, die sich ergibt, wenn man (15) noch zweimal nach v diffe- 
rentiiert und dann v — 0 setzt. Drückt man die Differentiationen 
nach V durch solche nach co aus mittels der partiellen Differeu- 
tialgleichung (4), so folgt: 




dlog'&'o 




d / 1 (j'O’oo' 
d CD V'ü’oo d CD ^ 
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§ 24, Darstellung der - I'unktionen durch unendliche 

Produkte. 

Die Theorie ‘der 'd’-Funktiouen ist nun so weit gefördert, daß 
sich ihre Darstellung sehr leicht ergibt. Damit wird dann die 
Existenz dieser Funktionen nachgewiesen und die bisherigen Be- 
trachtungen erhalten erst ihren sicheren Boden. Zwei Wege zu 
diesem Ziele stehen uns offen. Der erste geht aus tou den uns 
schon bekannten Nullpunkten der ü’-Funktionen und setzt daraus 
unendliche Produkte zusammen. 

Die Funktion 'üoo(u) verschwindet nach § 21, wenn 

2v — (2v — 1) CD 4“ 

ist, worin v, fc ganze Zahlen sind, oder wenn 

ßt^Ttiv — ß7ti(JD(ßV 

worin wir nun v auf positive Zahlen beschränken können , 
Setzen wir also zur Abkürzung 


6 ’^ 


84 


Zweiter Abachnitt. 



S 24. 


so ist i eine Größe, deren absoluter Wert ein echter Bruch ist. 
Das konvergente unendliche Produkt 

= JT(1 + -f 

l,co 

verschwindet also in allen und nur in den Punkten, in denen 
S'oo(y) verschwindet, und es ist überdies 

P(« + 1) = .P(n) 

^ 

Dies ist al 3 er nacli § 20, (1) die Periodeueigenschaft der 
Funktion '0 ’oö(^)? wir haben daher: 


( 1 ) d'ooiv) = Qn{l + 

1,00 

worin ö ein von v unabhängiger Faktor ist. Nach den Formeln (8) 
des § 21 erhält man hieraus, indem man v durch 


V + 


1 

2 ’ 



V “-|- 


1 --l— CO 

~T^ 


ersetzt: 

1,00 

1,00 

1 

W '^iiW = — — g^v^ 27 i;iv'^Q^ — 

1,00 

Setzt mau in diesen Formeln v = 0^ in der letzten nach 
einmaliger Differentiation, so folgt 


^00 = < 3-^(1 + 

1,00 

(5) b® 

'^'lo — 2 Qciin{l 

1,00 

-ö-Ji = 2nQqTn(l — g2'')2. 

l,co 

Hiernach läßt sich mittels (5), § 23: 

'9'h = «■ö'oo'ß’oi'^io 


g 24. Darstellung der ^-Funktionen durch, unendliche Produkte. 85 
der Faktor Q bestimmen. Man erhält zunächst 

1 = - (1 — g2i>-i)2(i 4. qiv~iy(i ^ 

(1 — ' 

oder, indem man über das noch unbestimmte Vorzeichen von Q 
und damit über die Vorzeichen der -d'-Funktionen verfügt: 

Q = h- (1 

i,«o (1 + (r){l + — g2.-i) • 

Im Nenner kann man für J7(l -|- g 2 »)(i _|- setzen 
■^(1 + TiJi'i der Zähler JT(1 — q^'') läßt sich zerlegen in 
71(1 — 3’')(1 4- g’') = 77(1 — 324(1 _ 32 ’'-i )(1 + 34. 
Dadurch, ergibt sich endlich 

(6) ■ <5 = 77(1-324. 

Die Ausdrücke (1), (2), (3), (4) lassen sich in reeller Form 
darstellen, wenn man die Multiplikation der konjugiert imaginären 
Faktoren ausführt. Man erhält so: 

'9’oo(®) = n{l — 324(1 -j_ 2 32--icos2jiru 4- 

1,00 

'^01(2^) — n(i — g^4(i — 2 32’’-! cos 2 31 « -f- 3‘’'-4 i 

( 7 ) 

'9'io(«) = 2 gl cos ar 4) 77(1 — g®4(^- + 2 32» cos 2 ar 4) -f- 3*4, 

1,00 

'^iiW = 2 sin TTt; IZ (1 — — 2q^^Gos2 7tv + 

1,00 

bühren mr den Ausdruck (6) in die letzte Gleichung (5) 
ein, so ergibt sich 

== 2 7 cqin(l — 

und wenn wir also 

(8) i^((x)) — q^n(l~-,q^^) 
setzen, so wird 

(9) = 2 7 trj(ay, 

Indem wir Q mit Hilfe der Relation 

Q z== q''^ 7 j{cQ) 

, aus (5) eliminieren, setzen wir 

-^00 = 2? (o) /(£»)', 

(10) '9’oi = rilco)f^{co)\ 

^10 = V (o>) f % {( of , 
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Zweiter Absoimitt. 

§ 25. 

worin die 

Funktionen /“(Co), A(“)i /aC®) folgendermaßen 

defi- 

niert sind: 

1 V 



f(a>) = 73(1 + 

1,00 


(11) 

/;(£o) = ä“^33(l-r/^-’), 

1,00 



A(“) = + 1 ")- 

l,co 

Die Funktionen -ri{(o), /'(o), /i(ü3), f^{(o) werden in unseren 
späteren Betraclitungen eine wichtige Rolle spielen. Aus § 21, (14) 
ergibt sich nach (10) die Relation 

(12) f{<aY - 

und aus § 23 (5) nach (9) 

(13) /'(cö)/i(ra)/;(c3) = 1/2. 

Die letzte Formel ergibt sich auch aus (11) mit Benutzung 
der identischen Relation: 

J7(l + g’)(l - = 1- 


§ 25, Darstellung der '^'-Funktionen durch unendliche Beihen. 


Der zweite Weg, um zur Darstellung der '^-Funktionen zu 
gelangen, besteht darin, daß man eine den Fundamentalgleichungen 
genügende konyergente unendliche Reihe zu bilden sucht. 
Bemerken wir zunächst, daß wegen der Bedingung 

^00 + 1) = -O-ooC«) 

die Funktion ^oo(*’) als eindeutige Funktion von angesehen 
werden kann, und setzen demgemäß 


«■oo(«) = Z 

— CO, 00 

so ergibt die Differentialgleichung § 20, (4): 


8^0’ 

dv'^ 


A -9^ 

4®»— =0 
öco 


für Ay die Bedingung 

= mv^Ay, Ay = = Cv(Z’'*, 

worin c» in bezug auf oj konstant ist. Es wird also 


■9'oo('y) = 
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und daraus: 

'^00 ('^ 4“ + 

Da V von — co bis +0) gellt, so ist es gestattet, in dieser 
Formel v — 1 an Stelle von v zu setzen, und wenn man dies 
tut, so ergibt sich 

'O’ooC^ + (u) = 

Nach der zweiten der Fundamentalgleichungen [§ 20, (1)] 
müssen also die beiden Reihen 

U und Ecv^ic/^ 

miteinander übereinstimmen, d. h. es muß 

— I Cy 

sein. Die Cv sind also alle einander gleich; daß sie den Wert 1 
haben, ergibt die Vergleichung der beiden Entwickelungen 

V V 

S g-vSeaBirv TJ)-! _ (^iv -1 g -2 7 tiv\ 

CO, 00 1,00 

für den Wert g “ 0. 

Der hiermit für ^oo(^) gefundenen Entwickelung kann man 
auch die beiden Formeln geben: 

( 1 ) 

— 1 -|- 2 g cos 2 -j~ 2 ^os 4 TTt; 4- 2 g9 cos 6 iTT'y 

und daraus erhält man nach § 21, (8) durch Vermehrung von v 

um -i, — - - die Entwickelungen für die drei übrigen 

'^-Fnnktionen: 

(2) ^01 W = 

= 1 — 2 g cos 2 TT + 2g‘icos4?r^ — 2göcos6 7r^; 4“ **• 

(2v-f 1)2 

(3) ^ öCsv + DTriiß 

_ 1 ,1 , lö 

= 2q^ooB7Cv 00 ^'^‘jtv 2 g^ cos 5 tt«; 4“ * * * 

(2l^ + l)2 

(^) ^ e(2v + l)7ri2; 

^ I . i . , 26 . 

= 2g4: siRTtv — 2 g 4 = sm 3 -4 2 g 4 sm 5 inr-y 4 -- • • • 

Wir ziehen für spätere Anwendungen aus diesen Entwicke- 
lungen die Schlüsse: 
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Wenn (Jßr imaginäre Teil von 03 ins Unendliche ^\uchK1r, so 
daß der absolute Wert von g verschwindet, so wird 

= 1, «-01 W = 1, = 2cos^r. 

= 2siu3r'«. 

iCelinien wir co rein imaginär, also q i^sell, positiv und !;cht 
gebroclien an, so sind für ein reelles v: 

1. ■ÜooW, '9’ioW> ^nip) _<> 

und 5 liegt, positiv [nach § 24 (7)], folglich auch itooi ilini iUi 

positiv ; 

2. •9’„o(i«), ö'io(w), wnl H(diing(( /> 

zwischen 0 und liegt, positiv; ferner mit Zuziehung der 

Formeln § 21, (8) 

3. Oood + w), '9'oi(l+*®). *'9'io(l4- *'0- 

, ■ ■ ■ 

reell, und solange v zwischen 0 und — ^ liegt, i)OKitiv; 

T-. /co, \ . 1 ,^/ 0 ), \ 

4. (jfl e**’''9'oo (^y + ®j> — (^y 4' j , 

q'i e'*»” «■!„ (y 4- e*»'* tf „ 

reell, und solange v zwischen 0 und | liegt, positiv. 

§ 26 . Entwickelung von d'- Quotienten. 

Biulcutet » eine Variable und a eine heliehige Konstante, so 
sind die Quotienten 

4- 

(®) 

doi)peltpoi'iodische Funktionen zweiter Art und erster Ordnung 
mit den Periodizitätsfaktoren ( — l)si+ff'i, ( — und 
wenn man einen Exponentialfaktor hinzufügt, so kann man A 
und a so bestimmen, daß die Periodizitätsfaktoren helicibig ge- 
gebene tri’ößen werden. Indem man die Haui)t(jliaraktt!ri8tiken 
auf alle mögliche Arten wählt, erhält man Ifi solcher 
Funktionen. Wir gehen aus von einer unter ihnen, für die wir 
unter Hinzufügung eines konstanten Faktors 

(1) ip_ '9'b'»ud4- «) 

2z7E'9'ji(y)ö'jj(«) 
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Entwielfelung von -O-Quotienten. 


wäUcn. Dies ist eine cindoiitige Funktion F{z) der Variablen 

und wenn wie früher <[ = ist, so hat sie die Perioden- 
eigenschaft: 

(2) F{q^pj) = 

woraus für jedes ganzzahlige v folgt: 

F{(f''0) — e-‘^"*"F(0). 

Die Funktion P'(,s) wird für ein endliches 0 nur dann un- 
endlich, wenn einer der Faktoren — 1 verschwindet, und es 
ist insbesondere 


(9) (s — 1)F{0) — 1 (für 0 = 1 ). 

Nach (2) ist aber 

(ff'0 — 1 ) F((f^0) = e-^’^^‘>'’F(0){a^^0 — 1 ) 

und folglich ist nach (3) 

(4j F(s)((f '’0 — 1) = (für 0 = q-^'y 

Setzen wir unter der gleich noch näher zu prüfenden Vor- 
aussetzung der Konvergenz 

_ ^ , p27tiav 

(ö) = S — 1’ 

00,00 

so ergibt sich, indem wir 0 durch und v durch v — 1 er- 
setsien : 


(H) -8 (<1^0) = e-^^^^‘8{0), 

und die Differenz F( 0 ) — 8 ( 0 ) Weäre also, als Funktion von v 
betrachtet, nach (3) xind (4) eine ganze doppeltperiodische Funk- 
tion zweiter Art. Eine solche muß aber nach § 16, 6. eine Expo- 
nentialfunktion sein, und es ist also 


F(0) = 8(0) -f Cß-ä«*’««, 

worin w eine ganze Zahl und G eine Konstante ist. Aus (2) und 
(0) aber ergibt sich, wenn nicht 6’ = 0 ist: 

ß~-Si Stirn g-— 2 7r»a- 

also a mco worin w, n ganze Zahlen sind. Ist aber a 

eine Periode, so reduziert sich F( 0 ) auf eine Konstante oder eine 
Exponentialfunktion. Anderenfalls muß 0 ~ 0 sein, und es folgt 
die Entwickelung: 


^11 ^ii(^ ^ 


V 

= s 

— 00,4- 00 


e 


2stiva 



(V 


g2v ß27tiv 
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Wir haben die Konvergenz dieser, Reihe für alle Werte von v 
voi'aiisgesetzt; um diese zu beurteilen, bemerken wir, daß das all- 
gemeine Glied dieser Reibe 

für V — CO gleich — 

V = 00 „ 0-2jtiv — 

wird. Es wird also Konvergenz stattfinden, wenn der imaginäre 
Teil von a und von co — a positiv ist. Setzen wir daher 
03 = a = a'-j“ so ist die Bedingung der Kon- 

vergenz 

(8) 0 < a" < m". 

Wenn man in (7) a durch a + 1 ersetzt, so ergibt sich die 
Entwickelung für eine zweite der 16 Funktionen: 


( 9 ) 


Jf' (f LI y 


»n» io{v + a) _ (-1)’' 


und wenn man in (7) und (9) a in a -|- ™ o verwandelt: 


( 10 ) 

(11) 


^ e^Ttiav gv ^niv 


^Ttiv ’ 


2 3r^«■l,(^))#5l(a) 

'^11 '^00 ~ l ~ fl ) 

2 3rt-9'i^(zi)a’oo(a) 

wobei jedoch zu bemerken ist, daß in den letzten beiden Formeln 
die Konrergenzbedingung geändert ist, nämlich: 


^ ( ly Qlrclav qv ^7tiv 

fSLniv ^ ') 




2 ^ 

Aus den vier Formeln ergeben sich die übrigen zwölf, wenn 
wir V durch w + 1, u + |c), « -l- i (i _|_ o) ersetzen, wobei die 
Konveigenzb er eiche nicht weiter geändert werden. Auf diese Weise 
sind die Formeln der Tabelle I am Schlüsse des Bandes abgeleitet. 

Die so gewonnenen Eeihen konvergieren für reelle Werte 
von a nicht alle, z. B. tut es nicht die Keihe (7), worin der nach 
der beite der positiven v verlaufende Teil 


( 12 ) 


l,eo 


p2n:iva 


ß^Ttiv Y 


aufhört zu konvergieren, wenn der imaginäre Teil von a gleich 
Aull wird, während der andere Teil auch da noch konvergent 
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§ 26. 


bleibt. Man erhält aber aus (12) einen Ausdruck, der auch für 
ein reelles a noch konyergiert, wenn man die Summe 


(13) 


^niva 


(ÄTCia 


1,00 


hinzufügt. Dadurch geht er nämlich über in 

^ ^ ^Ttiva g^v ß^Ttiv 
ßZrtiv I ’ 


1 , 0 ) 


und diese Reihe bleibt konvergent, solange der imaginäre Teil a'' 
von a zwischen — cö" und liegt. 

Demnach ergibt sich aus (7), wenn wir das dem Werte r = 0 
entsprechende Glied absondern und die negativen v durch — v 
ersetzen : 


'^11 '^1 1 u) 2 i 

v ^ . v 

ß — ^TCiva 


+ 


2 

g2?ria 2^ 


+ 2 

^ g — Q^Ttiv 


1,00 

Es ist aber 




<y2v p27tiva p^Ttiv 


l,co 


g^Zv ß 27 tiv , 


2i 


2ie^’ 


p 2 7 zia _ 


ß—TtlV 

Bin 7t V 
ßTt i a 

sin TT a 


= cotgTT^; — 

= cotgjta -(- 'i, 


und demnach läßt sich diese Entwickelung auch so darstellen: 

^11 0^ "f“ 

('14') 


cotgTt'y 4- Gotgjca 

gm ßm 7t i a gyn ß--7n7tia 


-2 niv . 


p 2 7 tiv 


qn 


gm ßÄ 

worin m die Reihe der geraden Zahlen 
m = 2, 4, 6, 8, ... 

durchläuft. Der Gültigkeitsbereich dieser Entwickelung ist 
— ca" <; a'^ <C ca". 

In der Tabelle II sind diese 16 Entwickelungen zusammen- 
gestellt. 

Aus diesen Formeln sind drei andere ableitbar, indem man 
V oder a oder beide um | vermehrt. Drei andere aber, die der 
Vermehrung von v und a um |ca entsprechen, müssen direkt ab- 
geleitet werden. Sie zeigen reelle Form, wenn a, v reell sind. 


92 


Zweiter Absclinitt. 



§ 26. 


Eine dritte Art der Entwickelung, in der die Symmetrie der 
Funktionen in bezug auf die beiden Variablen a zum Ausdruck 
kommt, ergibt sieb, wenn man die Brüche, die in den yorigen 
Entwickelungen auftraten, nach Potenzen von q entwickelt. Sa 
erhält man 

ßM 

± JJßmVß2nivv 

ß — 2rtiv qtn ’ 


± — y] ßmv p-~27tivv 

ß-\‘2 7tiv q)7i J- ’ 

V = 1 , 2 , 3 , . . . 

und diese Entwickelungen gelten, solange der absolute Wert 
von echter Bruch ist, also, wenn v = gesetzt 

wird, solange 

— ß)'' <C ^ <C 


ist. Hiernach ergibt sich aus (14) 

cotg^rJ-y ~|- cotgjra 


'9'n 'ö’ 11 {v "4" cC) 


mm* 

42Jg 2 sin (ma -j- '^n'v)7i:^ 
voneinander unabhängig die geraden Zahlen 
durchlaufen. Diese Formel ist gültig für reelle 
gilt darüber hinaus noch, solange der imaginäre 
Teil, sowohl von v als von c/, absolut kleiner ist als m". 

In der Tabelle III sind die 16 Formeln dieser Art zusammen- 
gestellt 1). 


worin m, m* 
2, 4, 6, 8, 
a und V und 


Solche Entwickelungen sind von Jacob i (sur la rotation d’un corps\ 
(ges. Werke Bd. II), hierauf von Hermite (Annales de l’ecole normale 1885) 
und von Kronecker (Berliner Akademie 1885) betrachtet. Ygl auch die 
Straßburger Dissertation von L. Vockerodt (1905). 
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Transformation der Theta -Fnnktionen. 


§ 27, Das Transformationsprinzip. 

Wir kehren zurück zu den in § 17 gegebenen Definitions- 
gleichungen der ^-Funktionen mter Ordnung und rersehen darin 
uns einem gleich ersichtlichen Grunde die Buchstaben cö, a, m 
mit Akzenten, so daß diese Gleichungen lauten: 

T{U -f" COl) = + 

_ e-«^a's(2« + My+7/gSl’(«). 

(2) — (IiCOq, = w'. 

Sind a, c irgend welche ganze (positive oder negative) Zahlen, 
so ergibt sich, wenn man in § 17, (16) durch — c, a ersetzt: 

T{u — c ODi + a GJa) 

==: ß— *73f t(— -ca'i H-aa'a) (2u — — T(u)^ 

eine Gleichung, die auch aus einer der Gleichungen (1) hervor- 
geht, wenn man darin a', h\ co* durch 

— cal + <^<^25 —cl)i + — m'ac, — c(Oi -f- aco^ 

ersetzt. 

Hierin ist das Prinzip der Transformation der T- Funktionen 
enthalten. 

Es seien &, d zwei andere ganze Zahlen, für welche die 
Determinante 

(4) n = ad — hc 

einen positiven Wert hat. Wir setzen 
^5^ ß)i = -j-0a5i — 

Cl?2 = CCOl — j— aC02') 

und folglich 

.gv * nco'i = a(o^ -f 0 a ?2 

CÖ2 C — |— 0 CÖ2* 
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§ 27 , 

Es hat dann, wie man aus 

CO 2 -(- 9c?2 

C0[ aOi -f- &032 

durch Trennung des reellen vom imaginären Teil erkennt, der 
imaginäre Teil von (»a.'Oi dasselbe Vorzeichen, wie der von 
cosifui (das positive). 

Setzen wir 

eil ~ — ^^^^2 

^ = — c a\ -|- <^2 

&, = 0&i — &?4 — 

^ ^ 1)2 — — cVi 4“ — m*ac^ 

so schließt man aus (3), daß die Funktion T(ti) nicht nur den 
Bedingungen (1), sondern auch den aus (1) durch Vertauschung 
von ß?!, 092, <^ 2 , öi, Ö 2 mit coi, « 2 , «i, hervorgehenden 

Gleichungen, d. h. den Gleichungen (1), § 17, genügt. Sie ist 
also gleichzeitig eine T- Funktion der Perioden cuj, co^ und der 
Perioden co^, ajg, was wir durch folgende Gleichung andeuten: 

(9) co'i CD^ == T(u, cöi, fög). 

Es ist aber nach (5) und (7) 

ö5a (Ol — Oq = (a 2 G9i — cij CO 2 ) {ad — h c), 
also, wenn m die Ordnung von T ist, 

(10) m = m'n. 

Nach (8) ist die Charakteristik (g^ g^) von T, wenn (^J, g^) 
die von T ist (§ 17), 

(11) {9i^ 92 ) — (9<7i — ^92 — m'hd, —cg'i + ag^ — m'ae). 

Unter der Transformation der T’-Funktionen versteht 
man die Darstellung der Funktionen mit den Perioden 
co'i^ C 02 durch T-Funktionen mit den Perioden cöi, ojg. 

Die Zahlen a^ &, c, 9 heißen die Transformationszahlen 
und n = ad — de der Transformationsgrad. 

Um die Form dieser Darstellung deutlicher zu übersehen, 
wollen wir die Bedingungen auf suchen, unter denen co^) 

eine ©-Funktion der mten Ordnung ©(-n, co) wird (§ 20). Wir 
nehmen &1, d'^ und folglich auch Jg. als ganze Zahlen, so daß 
h: ^ 2 , &1, &2 durch r/i, g 2 ^ ^1, ^2 ersetzt werden können. Es 
ist dann 

cöj = 1, cog = cj, = 0, «2 = m 
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ZU setzen, und demnach wird [nach (6), (7), (10)] 

, a h cj . c -4- dco 

COi = ! , CÖ2 — ! , 

cd = c4 = 

Die Funktion T'(w, coi, co^) genügt a^so den Bedingungen (]): 
T(u 4 - a)[) = 

T^ii -f CO2) = + 

und daraus ergibt sich, daß das Produkt 

Ttionfhu'^ 

e cöi, (»9 

eine ©-Funktion der Ordnung m' ist, mit den Argiinaenten 


und der Charakteristik (^i, ^ 2 ). Wir können dies in der Glei- 
chung ausdrücken: 




mm'nhu^ ^ ,, I /...\ 

no\ ß a + öw Ä)(w0 ( ^ -f“ gCö \ @(»1'«)^.^ (jn') 

worin die Charakteristiken durch (11) bestimmt sind. Die Mittel 
zur Darstellung dieser Funktionen sind in § 21 enthalten. 

Wir bezeichnen die Transformation von T und P durch 
einen einzelnen Buchstaben S oder durch (T\ T), also: 

8 = ( J', ly 

Bedeutet 8^ eine zweite Transformation, durch die T in 
übergeht, also 

S' = (2% ly 

so können wir daraus eine neue Transformation 8^* ableiten, 
durch die T in P' übergeht. Diese heißt aus 8 und 8' zusammen- 
gesetzt und wird so bezeichnet: 

S" = 8' 8 

oder 

(T", T) = (T", P){P, T). 

Bei dieser Zusammensetzung gilt im allgemeinen nicht das 
kommutative Gesetz; es ist also 88' von S'8 verschieden. Es 
gilt aber das assoziative Gesetz, das sich in der Formel aus- 
spricht : 

{P'\ P') {{P\ P) (T', T)] [(P", P') {P\ P)] (T\ T) = {py Ty 
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§ 28. Zusammensetzung der Transformationen. 

Eine Transformation [§ 27, (9)] ist vollständig bestimmt 
durch die Transformationszahlen a, &, 8, und diese vier ganzen 

Zahlen können beliebig gegeben sein, wenn nur ihre Determinante 
n = ad — J)c positiv ist. Gibt man diesen vier Zahlen das 
entgegengesetzte Zeichen, so gehen a?l, C 02 nach § 27, (6) in 
— ob — 02 hber, und ersetzt man a, h^c^d durch ma^ mh^ mc^ 
w^rin m eine beliebige natürliche Zahl ist, so gehen ob in 

und n in über. Das Periodenverhältnis o' = 02 /h>/ 
bleibt in diesen beiden Fällen ungeändert. Einstweilen wollen 
wir aber zwei Transformationen immer als verschieden betrachten, 
wenn die Transformationszahlen verschieden sind. Nach dieser 
Festsetzung können wir eine Transformation unzweideutig durch 
eine Matrix 


darstellen. Die Determinante 

(2) n = aS — hc 

ist der Transformationsgrad. 

Nach dieser Bezeichnung stellen wir die Kelationen (6), § 27 


auch so dar: 


«2)- 


a', V\ 
c', Ö7’ 


0)2 ) = «»s), 


und wenn man in (4) oi, ca^ nach (3) durch oji, ausdrückt, 
so erhält man 


(ö) nn'{(x)'l, (o'i) -- 

Setzen wir also 

< 6 ) 

so ist 


c'a-f0'c, c'i 4- 


'a'a-\-h'c, a'b-^l'd’ 
c'a -[- 0'c, c'h 4- 0'0.. 
a"d" ~ l"c'' = n" = 


■z n =z nn'. 
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Die Transformationen S setzen sich, also nach derselben 
Regel zusammen wie die linearen Substitutionen und Matrizes, 
die wir im sechsten Abschnitte des zweiten Bandes betrachtet 
haben. Der Grad einer zusammengesetzten Transformation ist 
gleich dem Produkte der Grade der Komponenten. Diese Matrizes 
sind hier an die Voraussetzung gebunden, daß ihre Elemente 
ganze Zahlen und ihre Determinante positiv ist. 

Diese Eigenschaften bleiben bei der Zusammensetzung der 
Transformationen erhalten. Trotzdem bildet die Gesamtheit <5 
der Transformationen S keine Gruppe, so wenig wie die Gesamt- 
heit der natürlichen Zahlen bei der Komposition durch Multi- 
plikation eine Gruppe ist; denn es läßt sich bei gegebenem 8\ S” 
nicht immer ein 8 bestimmen, das der Bedingung (6) genügt, was 
doch (nach Bd. II, § 1, 4.) für eine Gruppe erforderlich wäre. 

Durch die spezielle Transformation vom Grade nVG 


M = 


/+MJ, 0 \ 

\ 0 , 


gehen die Perioden mj, «a iii = »sM über, und 

das Perioden Verhältnis co = cja''®! bleibt uugeändert. Diese 
Transformationen heißen Multiplikationen (Ähnlichkeits- 
Transformationen, Bd. II, § 41). Es ist darunter die identische 
Substitution 



enthalten, die alles ungeändert läßt und bei der Komposition die 
Rolle der Einheit spielt. 

Die Multiplikationen sind bei der Zusammensetzung 
mit jeder Transformation 8 vertauschbar: 


(7) 8M = MS. 

Hält man in SM oder MS die Transformation 8 fest und 
läßt M die Gesamtheit TO der Multiplikationen durchlaufen , so 
erhält man ein System TO S, das man nach Bd. II, § 46 als eine 
Kollineation zu bezeichnen hätte. Gehören Si und 8^ einer 
Kollineation G an und S'i und 82 einer Kollineation C\ so ge- 
hören auch Sl 8i und S'2 82 derselben Kollineation C" an. Man 
kann so, indem man G" = CG setzt, die Kollineationen zu- 
sammensetzen. Bei dieser Zusammensetzung spielt die Kolli- 

Wober, Algebra. Iir. 7 
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§ 28 . 


neatioa die Rolle der Einheit. Ist S = eine beliebige 

Transformation, so ist 

/a, l\/ 8, — _ /«. 0\ 

Vc, 8/ c, a J VO, nj 
eine Multiplikation. Die beiden Kollineationen 



geben also bei der Komposition GG ^ = G ^0 = ^1 und sind 
also zueinander reziprok. 

Demnach bildet die Gesamtheit der Kollineationen 
eine Gruppe. 

Die Transformationen vom Grade 1 beißen lineare Trans- 
formationen. Wir bezeichnen bei diesen die Transformations- 
zablen zum Unterschiede mit den griechischen Buchstaben a. 3 v S 
so daß ’ 

^ ^ C,’ Ö’ = 1 

eine lineare Transformation bedeutet. Das System 8 der linearen 
Transformationen ist eine in © enthaltene Gruppe, denn sind 



L" = L'L = _ /«"i ß"\ 

\y'K -j- S'y, y'ß -j- 8>s) — §nj 

gleicMalls linear, und man kann L bei gegebenem L', L" aus 
den Gleichungen 

«'« -j- ß'y Z= a" , u'3 -)- ß'8 — ß"^ 

y'a, -f- S'y = y", y ß _j_ _ ßu 

eindeutig besUmmen. Die Einheit der Gruppe 8 ist die identische 

Substitution und jede Substitution i hat ihre Reziproke 

wie aus der Zusaxamensetziiiig 


ii“ 


ß 


^\( —ß\ n, o\ 

dA-y, « ; = (o, l) 


hermgeht. Die Gruppe 8 ist unendlich und ist nicht kommu- 


§29. 
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Aus der Gleichung 

(8) ocä — ßy =z I 

folgt, daß weder a, ß noch noch d, /3, noch d, y einen gemein- 
schaftlichen Faktor haben können. Hat man aber a, ß beliebig 
ohne gemeinschaftlichen Teiler angenommen, so kann man y^ d 
noch auf unendlich viele Arten aus (8) bestimmen. Ist 7, d eine 
dieser Bestimmungen, so sind sie alle in der Form 

(9) y -4" ^^*5 ^ “4“ 

enthalten, worin X eine beliebige ganze Zahl ist (Bd. I, § 126). 

§ 29. Zusammensetzung der Transformationen aus einfacheren. 

In dem System @ aller Transformationen S ist ein System @0 
enthalten, das aus allen den Transformationen 80 besteht, deren 
zweite Transformationszahl h = 0 ist, während a und 0 positiv 
sind: 



Bei der Zusammensetzung zweier So entsteht wieder ein Sq^ 
aber doch ist ©0 so wenig eine Gruppe wie ©. 

Man kann jede beliebige Transformation 



durch eine Zusammensetzung LS auf ein So zurückfiihren. Soll 
nämlich 



sein, so muß oc, ß der Bedingung genügen: 

aq ßs == 0, 

und wenn also d der größte gemeinschaftliche Teiler von q und s 
ist, so setze man 

da = s, dß = — 2, 

und bestimme, nachdem a und ß hierdurch als relative Primzahlen 
ermittelt sind, y und 8 aus der Formel (8), § 28. Dann ist (2) 
erfüllt, wenn 

ad = c = y^ 8r 

gesetzt wird; a und 0 sind hierdurch eindeutig bestimmt, c kann 
aber bei anderer Wahl von y und 8 durch c Xa ersetzt 
werden. Man kann daher über X so verfügen, daß c in der Beihe 

7* 


Dritter Absclmitt. 




100 


§ 29 . 


der ZahleB 0, 1, 2 ... a — 1 enthalten ist, und dadurch ist dann 
die Substitution So vollständig bestimmt. 

Wenn die vier Transformationszahlen einen gemeinsamen 
l-’aktor haben, so läßt sich dieser mittels der Formel 
An, 0\ /a, h\ __ /«■«, mh\ 

\0, m) \c, 0/ ““ V«tCi nidj 

durch Zusammensetzung mit der Multiplikation absondern, und 
wir setzen demnach jetzt voraus, daß a, h, c, d keinen gemein- 
schaftlichen Teiler haben. Man kann dann immer die zwei 
ganzen Zahlen |, rj so bestimmen, daß 
arj — cl - cc 
bfi — d^=ß 

ohne gememsamen Teiler sind. 

Um dies einzusehen, setzen wir zunächst rj relativ prim 
voraus. Dann ist jeder gemeinsame Teiler von rf, ß notwendig 
Teiler von wie man aus den Auflösungen von (3) 
nt = hoc— aß 

^ nr} = da — cß ' 

erkennt. Nimmt man also | nicht teilbar durch alle in a 
und h zugleich aufgehenden Primzahlen, dagegen | teilbar, 
7/ unteilbar durch alle anderen in n aufgehenden Primzahlen, 
und überdies |, tj relativ prim, was stets möglich ist, so haben 
ßi und ß keinen gemeinsamen Teiler, Hierauf bestimmt man y, d 
so, daß 

aS — ßy = 1. 


Es ist dann nach (3) auch 

(ad — iy)7j — (cd — dy)t= 1, 
und es ergibt sich die folgende Zusammensetzung, wie leicht mit 
.Benutzung von (4) erkannt wird: 


(5) 

/a, b\ 

Vc, dj - 

/ad — by, |\ /l, 0\ /a, ß\ 
\cd — d'y,'r)J \0, nj Vr, Sj 


Nennen wir also 


(6) 


(I, OX 

VO, nJ 


die Haupttransformation vom Grade w, so ist damit bewiesen, 
daß sich alle Transformationen vom Grade n aus einer 
Multiplikation, einer Haupttransformation und linearen 
Transformationen zusammensetzen lassen. 
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Aus der Zusammensetzung 



können wir noch weiter schließen, daß sich jede Transformation 
vom Grade n aus solchen zusammensetzen läßt, deren 
Grad eine Primzahl ist. Zerlegt man n = -pq in zwei Fak- 
toren j) und g, die zueinander relativ prim sind, so ergibt sich, 
indem man die Zahlen /3, d aus 

pd — qß = I 

bestimmt, die Zusammensetzung 

(P, ß\ /l, 0\ /pd, —qß\ _ /p, 0\ 

Vg, sj Vo, n) V— 1, 1 / \0, q) ’ 


woraus zu ersehen ist, daß man statt der Haupttransformation 
auch jede dieser Transformationen zur Ableitung aller 


anderen benutzen kann. 


§ 30. Die linearen Fundamentaltransformationen. 

Die ganze Gruppe 2 der linearen Transformationen läßt sich 
durch Wiederholung von zweien unter ihnen, die wir die linearen 
Fundamentaltransformationen nennen, ableiten. 

Ist 

eine beliebige lineare Transformation, so ist 


/«, 

A/ «, 

) = ( 



oj \— y, Oi ^ 

> \ 

0, ij 


und da die identische Transformation die Einheit in der Gruppe L 
ist, so ist 



die zu L reziproke Transformation. 

Wir bezeichnen durch die Potenz das, was durch ?^^malige 
Wiederholung von L oder IT^ entsteht, und wollen nun nach- 
weisen, daß sich durch die Potenzen der Fundamentaltrans- 
formationen 
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jede Substitutioa L der Gruppe S zusammensetzen läI5t. Es ist 
zunächst 


( 3 ) 


= 


1 , 0 
- 1 , IP 




(1:?) 


(für jedes ganzzahlige positive oder negative A) 


w o,‘)' 

Wir setzen noch 

( 5 ) 




- 1 , 0 


(t 


= B-\ 


"‘=G: i' 


ü ist also aus A und B ableitbar. 

Nun sei L = eine beliebige lineare Transformation. 

Wir leiten daraus die Eeihe ab: 

B = LA\ i" = y y” = "c'-", 

deren erste und zweite Elemente so gebildet sind: 

+ Iß, /3" = ß'— Vu!, a'" = + V^ß\, 

ßf'ff— 

und man kann über A, X', X", X^", ... so verfügen, daß, dem 
absoluten Werte nach 

solange keine dieser Zahlen verschwindet. Die Zahlen 

ß, ß\ r,--. 

bilden daher eine dem absoluten Werte nach abnehmende Zahlen- 
reihe, und nach einer endlichen Anzahl von Zusammensetzungen 
dieser Art muß eine Zahl dieser Keihe verschwinden. 

• Ist = 0, so ist 

jr(t) __ ^ ^ ^ \ 

und ist = 0, so ist 
iC’') = 


/±1, 0 N 

O 

Vy«, ±V 

\ 0, +1/ 


0, + 1 
+ 


— ^\ A±d^ TD+l 

1, dC") J — ’ 


und da 

L = yA-^ = 
ist, so ist der Satz bewiesen. 
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§ 31. Die linearen Eundamentaltransformationen 
der oi’- Funktionen. 


Bei der Anwendung auf die Transformation der 0-Funktionen 

[g 27, (12)] kommt zunächst der transformierte Modul 

c ~\~ dG) 
co' = — 

C(i — p G) 

in Betracht. Dieser ändert sich nicht, wenn die vier Trans- 
formatioüszahlen einen gemeinsamen Faktor m bekomnaen. Die 
Transformation heißt eine eigentliche, wenn &, d keinen 
gemeinsamen Faktor haben. 

Das transformierte Argument 


, n fi 

n =r 

a -f- oco 

geht über in wenn a, /;, c, d durch ma, mc, m0, also n 

( f^'l Q\ 

Q läßt den 

Modul CO iingeändert und verwandelt tc in mu. 

Nach den Resultaten der beiden vorigen Paragraphen läßt 
sich das ganze System der eigentlichen Transformationen her- 
leiten durch wiederholte Anwendung der drei Transformationen 



und wir betrachten also zunächst die linearen Fundamental- 
transformationen der ■0'- Funktionen. 


L j) oder (m, ra -f 1). 

Nach § 27, (11), (12) ist 

(1) 0-i,(m, m -f- 1) = AL0 ji(m, m), 

worin Ä von u unabhängig ist. Ersetzt man u durch 
,1 I ^ I 1 ■~l“ ^ 

"4“ 7)1 “f" ^ ^ ' 2 ’ 


so ergeben die Formeln § 21, (8) 

(2) ^10 CD 4- 1) = 

7t i 

6 ^ ^00 (*^1 ® ” 4 “* 

7t i 

^01 (u^ m 1) = «). 


( 3 ) 

(4) 
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Zur Bestimmung der Konstanten A wenden wir, wie in der 
Folge häufig, das Mittel an, daß wir u = 0 setzen, in (1) nach 
der Differentiation, und dann rechts und links von der Formel (5), 
§ 23 

(5) ■ö'ii = Jt'9'oo 'ff’io ^o: 

Gebrauch machen; so folgt 

Tfi 7t i 

A = 

daß bei A das positive Zeichen steht, ergibt sich aus einer der 
Formeln (3), (4) nach der Schlußbemerkung von § 25, wenn man 
CO unendlich werden läßt. 

Sonach erhält man 

7t i 

ra -f- 1) = (u) 

7t i 

00 05 + 1 ) = 

'^01 05 1 ) = (tcj 

'^00 0^) 05 1) = (tt). 

Es ist wieder nach § 27, (12) 

7t iu'^ . . 

(7) r . ^ 


und durch Vermehrung von m um — — ^ ^ 

2 2 ’ 2 


( 8 ) 

( 9 ) 

( 10 ) 


r « 

TT 

e 


0? a 


Q-i) 


7t iu^ 






= ftt, fö), 

= (m, cj), 

= ö), 


woraus man wie oben erhält: 


A = ity — im. 

kusj^ 0 und einem rein imaginären m schließt man, daß, 

7.7 daß der reelle Teil positiv 

ist, das untere Zeichen stehen muß, und es ergibt sich daher: 


8 32. 


Haupttransforniationen zweiter Ordnung*. 

7t 
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e O*! 

n i 


e 


(I) 


( 11 ) 


e ^ 'O’i 

rri 

e~~&. 


"(I’ = — *V— 

’ ~ V— 


CO 


= y—icod'o(^{u). 


§ 32. Die Haupttransformationen zweiter Ordnung 
der '0’- Punktionen. 

Die beiden Haupttransformationen ^^ter Ordnung 


( 1 , 0\ 

/«, 


Vo, 

vo, 

1 ; 


verwandeln nach § 27, (11) die Charakteristik (//i, c/^) in 

£^2), ig^, n^ä), 

d. h. bei ungeradem n bleibt die Charakteristik ungeändert, bei 
geradem n geht sie über in 

(1) ( 0 ,^/ 2 ) oder (^ 1 , 0 ). 

Da sich hiernach die Transformation geraden Grades wesent- 
lich anders verhält als die ungeraden Grades, so betrachten wir 
zunächst den Fall n — 2. Die erste und zweite Haupttrans- 
formation zweiten Grades werden die Landen sehe und die 
Gaus s sehe Transformation genannt. 

Nach § 27, (12) sind 


( 2 ) 




2 ) 




= &o,g,(u, ra) 

©-Funktionen zweiter Ordnung von m, die sich nach § 21 
darstellen lassen. 

Wir erhalten zunächst die zwei Formelpaare, in denen J., B 
von u unabhängig sind: 


( 3 ) 


('«•. I) = '•l’oiC«, ra)ö’ii(M, c»), 

^^10 = '^00 («1 <o)' 9 'io(«. 

(2m, 2o) = '§'10 (m, ®)i 

B»oi (2M,2ta) = «•„„(«, o)'9-oi(m, ra), 
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woTon jedesmal die zweite aus der ersten abgeleitet werden kann 
durch Vermehrung des Arguments um eine halbe Periode. 

Setzt man in diesen Gleichungen « = 0, so folgt 


A'9’ur0, — 'ö'oi'ö’iij 2 m) — 'S'io'^’u) 

(5 ^ ^ 

-4^10 (o, I) = ^00^10, (0, 2 o) = Q -,, , 

woraus durch Division, mit Benutzung der Relation 

'^11 = ^'^00 '^11 '^011 

(6) 'O’oo ^0, *2^ 'O’oi ^0, — ^ =r 'O’oi , 

(7) 2^oo(0, 2ß3)^io(0, 2(0) = 

und wenn man in (6) (d durch 2(o, in (7) co durch cd : 2 ersetzt; 

(8) <^ 01 ( 0 , 2(0)2 3 = -O’oo'O’oi, 

(9) ^0, = 2'9’oo'^io* 

Nach (8) und (9) ergibt sich aus den zweiten Gleichungen (5): 
2A = I), JB = ^„ 1 ( 0 , 2m), 


und man erhält also für die Gausssche Transformation: 

(o)<0’n(tt, co), 

(10) ^ J ^ ^ 

V’ 1) ~ 2'9’oo(w, co), 

und für die Landensche Transformation: 

(11) ^01(0, 2 (ö) ü*!! (2 2(o) = ^10 (^1 

'^01 (O5 2 (ö) 'O’qt (2 w, 2 (») = '9*00 (w, (o) '9*01 (w, co). 

Es bleiben für jede der beiden Transformationen noch zwei 
'9’-Funktionen auszudrücken. Man kann diese Ausdrücke aus 
(10), (11) herleiten nach § 21, (13), gelangt aber auch direkt dazu 
auf folgende Weise. Die Funktionen 


'^oi (^^1 '9*10 (2 w, 2 co) 

verschwinden für 
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Anderei’seits ergibt sieb aus den Formeln (8) des § 21, wenn 
^ort V = und — — gesetzt wird, 



und demnach sind die beiden Funktionen (12), die linear durch 
zwei Quadrate ausdriiekbar sind, von konstanten Faktoren ab- 
gesehen, übereinstimmend mit 

■®’(u 4~ ^11 (^0 ) '^10 W i^)- 

Die konstanten Faktoren ergeben sich unmittelbar durch u = 0 
aus den Relationen (6), (7); 

(13) '0’oo(^bi + '^u00> 

(14) 2 ^00 (0. 2 (0) -üio (2 tt, 2 ra) = (u) — (tt). 

Daraus erhält man die beiden letzten Formeln, wenn man u 
in und w + w verwandelt [oder auch auf demselben Wege 

wie (13), (14)]: 

(15) ^00 (o, I) ^oo («, I) = K M 00. 

(16) 2 «’oo (0, 2 ra) ■ü’oo (2 M, 2 ra) = #','(0 («) + ^la («)• 

Hieraus lassen sich mannigfache Relationen zwischen den 

Nullwerten der ■&- Funktionen herleiten, von denen wir nur die 
drei folgenden anführen, deren beide ersten aus (8), (9) fließen, 
während sich die letzte aus der ersten Gleichung (11) ergibt, 
wenn man »durch »;2 ersetzt und u = V* annimmt und be- 
rücksichtigt, daß = 'fl'io(V4) ist. 

V'fl'oo'fl'oi ^01 (.^> 2 »), 

= :p=^io(o, äj. 

V'fl'oi '^10 "^10 "2^ * 

Dieso Formeln sind darum von Interesse, weil sie die Quadrat- 
wurzeln als eindeutige Funktionen von (o darstellen. 



i 

i 

f, 

i 
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Wir machen von der Transformation zweiter Ordnung noch, 
eine Anwendung auf den Beweis einer Formel, die für die Trans- 
formation ungei’ader Ordnung notwendig ist. 

Wir ersetzen in der zweiten Gleichung (10) m durch 2 also : 

2'0’oo('^, 2g)) = 

Hiermit multiplizieren wir die zweite Gleichung (11), so daß 
wir erhalten 

2 'O’oi (0, 2 co) ^01 (2 u, 2 m) 'O’oo (^ 2 co) 2 cd) 

= ^10 ^10 W '^OO { U ) ^01 (^)- 

Dies dividieren wir durch das Produkt der beiden Gleichungen 

(7), (8): 

2^oo(0, 2 £ö)'Üio( 0, 2cö)^oi(0, 2 m)« = 

und erhalten 

QgN ^00 (^1 2 0 }) ^10 (^fc, 2 m) (2 u, 2 co) _ (u) -O’iq (ii) (^^) ‘ 

^ ^oo(0, 2o)<0’io(0, 2o})^oi(0, 2 0) ~ '^oo'^io'^oi 

Wenn nun n irgend eine ungerade ganze Zahl bedeutet, 
so bleibt die Funktion 


wenn v um ein Vielfaches von u wächst, ungeändert, und folg- 
lich ist das Produkt 


wenn es über ein volles Restsystem nach, dem Modul n genommen 
wird, unabhängig von der besonderen Wahl dieses Restsystems. 
Daher ist, da 2v zugleich mit v ein solches Restsystem durch- 
läuft, 

(19) n&Jl')= 

l,n-l \n 


- 77 u'oi ( — J < 

1, 1 \^ / 


Wenn wir also in (18) setzen, das Produkt bilden 

und im letzten Faktor der linken Seite von der Formel (19) 
Gebrauch machen, so ergibt sich, daß das Produkt 




ungeändert bleibt, wenn co durch 2 oj ersetzt wird. 
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Die in (20). vorkommenden Werte yon v lassen sich in Paare 
anordnen derart: 

, „ n — 1 

V = 1 , 2 , 

und da 

so stimmt (20) bis auf das Vorzeichen überein mit dem Quadrat von 

( 21 ) 

n— 1 n — l M ~l 

00*^ ^ 'ü’ 01^ 

Der letzte Quotient, der eine stetige, von Null verschiedene 
Funktion von cd ist, solange der imaginäre Teil von cd positiv 
ist, bleibt also gleichfalls ungeändert, wenn cd durch 2 cd, also 
auch durch 4 cd, 8 cd, ... ersetzt wird. Man kann den Wert dieses 
Ausdruckes dadurch bestimmen, daß man den imaginären Teil 
von CD unendlich, also 2 = 0 annimmt. Für 2 = 0 ist aber 
(nach § 25): 

■^■ooC«) = 1, '9'oi('y) = 1) = COS JE t), 

und daher der Wert von (21): 


( 22 ) 


VTT 


11 cos 

Vh 


Da hierin vTtjn kleiner als ist, so hat dieses Produkt 
einen positiven Wert. Es ist aber 


V7t ('yi — v) 7t 

cos — = — cos ~ 

n vh 


und nach Bd. I, § 144 ist 

y V7t 

2 2 jrj cos — = 
1, 2 

Dadurch ist die Formel bewiesen: 

n — 1 


1. 


n—l n — 1 


(23) 2 ^ »10^ «-ox^ ■ 


110 


Dritter Absclinitt. 


Mit Eiicksicht auf die Formel Bd. I, § 145, (3) kann man 
dieser Eelation noch die Form geben : 




n '^ — 1 n — 1 n~i n — i 

§ 33. Die Haupttransformationen ungerader Ordnung. 

Die zuletzt bewiesene Formel ist uns von Nutzen bei der 
Durcbfübrung der Transformation ungerader Ordnung n. Wir 
betracMen zunächst die erste Haupttransformation Nach 
§ 27, (12) ist 

( 1 ) Q'ii(nu,nco) 

eine ©n-Funktion wter Ordnung' von u und co, und diese läßt 
sich aus ihren Nullpunkten leicht bilden, deren es im Perioden- 
parallelogramm n gibt. Die Nullpunkte von (1) sind die Werte 
V -f- [inm V , 

U — — — „L u,(jo 

n n ^ ^ 

wenn v und ft ganze Zahlen sind, und man erhält alle inkon- 
gruenten unter diesen Werten, wenn man ft festhält und v ein 
volles Eestsystem nach dem Modul n durchlaufen läßt. Wir 
wählen das Restsystem 

0, +1, +2, 

WeuM demnach, wenn C einen von « unabhängigen Faktor 

( 2 ) G^,,{nu, no)^ g 4. __ , 

“ folgender Weise auch 

durch die Funktionen ausdrücken läßt: 

^'^01 


Wir ersetzen u durch 


u -X- 
~ 2' 


u-{-l±Z 

~ 2 
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und erhalten ans (8) (§ 21): 

u(x)) = ^ ^io( “h ^io( — — ) 5 

(3) G'9'oi (««1 na) = ö'oi ( m) ^ -j- — tj) , 

1, 2 

Gd-oo(nu, na) = »^oin) '^’oo ■ 

1> 2 

Daraus aber ergibt sieb für it = 0 nach der Formel 
^ ^ '^00 '^01 '^10 • 

« L ®‘<s) = G) G) *•■ G) ' 

1,“^ 

oder mit Benutzung von (23) des vorigen Paragraphen: 


n— 1 n— 1 n— 1 

X 2 <x 2 o. 2 


C2 “ n ^iJ-) = V V • 


Das Vorzeichen ergibt sich aus dem Umstande, der aus einer 
der Formeln (3) folgt, daß (7=1 wird für q = 0. 

Nach dieser Bestimmung von C lassen sich die Formeln (2), (3) 
so schreiben: ' 

yii'8'ii(nM, waj)0-oo^ ü-qi 

w « (^) (i + ») - ..). 

^’~r 

n—1 n— 1 n—i 

Vw'9',o(«m, ncölü'oo’’ V '9'oi 


2 2 ü-, 


Vw'9',o(«m, na))ü'oo‘‘ ■üi„^ ü-oj 

, (u) n_^»n (-J) ^01 + m) ^01 (-JJ- - • 


« — 1 n — 1 n— X 

2 o, 2 a, 2 


ynü’oi(nM, wco)'üoo‘* 'ü'io^ ■S'oi 

= 2~ ^01 (m) U (^•^) (^ +■ w) ^01 (J - n 

1,— - 

n-^1 w— 1 1 

'^10 '^Ol 

= 2T^‘e-..(„) n »„(I.) 9,. + «)».. (i-« 








§ 34. Die Punktionen j?(ro), f{co), fi(co), fUco). 

Es sind bereits im § 24 die Finiktioiien j?(to), f{a), /\{ii 
f^{a) erwähnt, die sich dort als einwertige Funktionen von 
bei der Darstellung der ^-Funktionen durch unendliclio Frodnk 
fast Ton selbst einstellten, die sich aber nicht ergaben bei d 
zweiten Darstellung durch unendliche Reihen. Damit im Z 
sammenhange steht ein bemerkenswerter Umstand, daß vie 
unserer Formeln, z. B. die zur Transformation zweiter Ordmn 
gehörigen (17), § 32 oder die Formel (23), § 32, leicht Yorilizie 
werden können durch die unendlichen Produkte, dagegen schwi 
oder gar nicht durch die unendlichen Reihen. Darum war es fi 
uns Ton Interesse, diese Resultate ohne die Benutzung des ein( 
oder anderen dieser Ausdrücke aus der Transformationstheor: 
herzuleiten, und ebenso sollen nun auch aus dieser Quelle di 
Funktionen ij(co), f(w), fi(cö), und ihre Gnmdoigcmschafte 
gewonnen werden. 

Die Formel (6) des vorigen Paragraplien (u-gibt für w = j 
^«■„(S«., 3(a)'9'|)o'9'io^oi = f — « 

imd wenn man differentiiert und dann ti = 0 setzt nach (4): 

3'|/3'9’li(0, 3ra) = 27E'9-„(|)3, 

oder indem man dj durch ersetzt, 

ü 


syss'h 


2 Jt hß’ 


Setzt man also 




so folgt in der Bezeichnung übereinstimmend mit ^ 24 (ü): 

'^11 = ® 'ö’oo "üo! '9'io = 23rj;((a)3 

und aus § 25, (4) erhält man für ^(a) die Ileihenentwickelunj 
(^) v(a) = giä 21 ( — 1)^7'' 

— CO, 00 

Die Funktion i?((a) ist für ein rein iiAaginäres m (reelles // 
reell, und für ein unendlich großes c? (d.h. Terscliwinderules (/) isi 

= 1 . 
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Hiernach hiidet man, wenn man in (2) die Formeln § 31, 
(0), (11 j ainvendet, für die linearen Fundamentaltransformationen 
von t]{co) 

Tti 

i]((o “j- 1) = 

( 5 ) ri(—^-'j = i—i(orj(co), 

von denen die erste auch unmittelbar aus der ßeihendarstellung (3) 
folgt, wilhrend die zweite nicht so leicht durch direkte Umformung 
der Reihen bewiesen werden kann. 

Wir gehen über zur Betrachtung der beiden Haupttrans- 
formationen zweiter Ordnung der 7?-Fimktion. 

Aus 32, (11) erhält man durch Differentiation und Null- 
setzen von ii 

2ft,„(0, 2o,)ri{2a,y = 

also wenn man ins Quadrat erhebt und § 32, (8) anwendet: 

4 ll-o ) 'ö'oi V (2 co)''' = ö-iö n (®)'' ) 
uud mit Anwendung von (2j und Ausziehen der Kubikwurzel: 

(6) 2 j-;(2®)“ = •ö'io’JCm). 

Ersetzt mau in (6) a durch j, so folgt 

2 jj (£0)2 = #10 (o> -f ) V (y) ’ 

und wenn man riuadriert und die Formel § 32 (9) anwendet: 

/0j\2 

2rj(coy = v{j^) ^oo'9'io' 

Multipliziert mau beiderseits mit #on so folgt nach (2): 

(7) 

und durch Verwandlung von £a in cj + 1 [(4) und § 31 , (6)] : 

(8) = #oo2J (®> 


Wüber, Algebra. IIT. 


8 
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Hiernach führen wir die drei Funktionen ein: 

/(“) = — j.r 


Dann ist nach (6), (7), (8) 

■ö'oo = "7 (»)/’(“)’- - 
(10) •Ö'oi = »?(<») fl (®)S 

und aus (8) und (9) folgt, daß f{m), /'i(co), f^{co) für ein rein 
imaginäres cd reell und positiT sind. (10) stimmt überein mit 
§ 24, (10), und die dort eingeführten Funktionen f, /i, U sind 
dieselben wie diese. Aus (10) folgen aber leicht die Relationen 
[(2) und § 21 (14)]: 

.... /■(fi>)® = fi(o’)' + 

^2 = /•(!») fl (ra)f2(£D). 

Mit Hilfe dieser Formeln, kann man durch Quadratwurzeln 
jede der drei Funktionen /‘(co)^ fx(p)% durch jede andere 

ausdrücken. Dazu führt die aus (11) fließende Formel: 

[/i(c)8 _ = /((a)w — 

(12) [/■ (®)s -f f^icoYY = f^{ay^ + 

[f(«)a + /i(«)sp = /•,(«,)« 

Für die linearen Fundamentaltransformationen der 
Funktionen f erhält man zunächst aus (4) und (9): 

/’(ca + l) = r^A(a.), 

fi(a,4-l) = e~%o), 


f,(m4-l) = eia /,(«). 
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§ 34 . 


Die Funktionen >;(<«), /'(o), /Km), /K")- 


Ferner ergibt sich aus (5) und den beiden letzten Glei- 
chungen (9); 

r 


(14) 




ü{ — 




und wenn man hiervon in der zweiten Gleichung (11) Gebrauch 
macht : 


(15) 


K-i) 


m- 


Für die Transformation zweiter Ordnung folgt unmittelbar 
aus den beiden letzten Gleichungen (9); 

(16) f,(2m)f,{co)=)ß, 

woraus sich noch durch Anwendung von (12) ergibt: 

(17) A («)* “)« 4- A (2 ö)^] = 2 [/'(«)« + A ((U)^]. 

Setzt man in (16) nach (13), (14) 

— fii 

(2 Cö) r= e 24 ^^(^2 CD — 1), 



A(«) = 

7t i 

= f\ 



1, 

SO ergibt sich: 







V CO, 

)/‘(2ra 

— 

1) = 

yä, 

und indem man 

2 CD — 1 gleich einem neuen m setzt: 

(18) 

mf{ 

'^CD ~~ r 
v® + 1, 


= V2. 


Ersetzt man 

in (16) CD 

durch 

CD 

T 

und --y- - , so folgt: 


(19) 




Wir stellen endlich noch für ein ungerades die Formeln 
für die Haupttransformation nter Ordnung der Funktionen % f 
auf. Für 7] (n cd) ergibt sich leicht, wenn man in den Formeln (6), 
§ 33 nach der Differentiation = 0 setzt, und die dritte Wurzel 
zieht : 

n — 3 y 

(20) ^nr}(itG})‘Yj((x)) 2 == iT ^0’^ 


nj 


8 * 
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§ 36 . 

Setzt man ferner u = 0 in (7), (8), (9), § 33, benutzt als- 
dann die Relationen (10) und (20) und ziebt die Quadratwurzel, 
SO findet sich 

/'(«a))?j(ö) 2 = f (a) 

(21) ^ (i) ’ 

fi(na)ri((X))~ = fiia) 

Die Vorzeichen ergeben sich hier ans der Annahme eines 
unendlich kleinen q, 

§ 35. Die Weierstrasssclie (^-Punktion. 

Durch die allgemeine lineare Substitution 

(“;«> = 

angewandt auf die Variablen »i, (»21 3®^® ^-Funktion wieder 

in eine Funktion über, wobei die Charakteristik sich geändert 
hat. Ist (^1, ^2) Charakteristik der ursprünglichen, g'^) 
die der transformierten Funktion, so ist nach § 27, (11) 

(ä, 9 i) = — ß 92 — ßS, —V 9 i + «P2 — «y)- 

Löst man die beiden darin enthaltenen linearen Gleichungen 
für g[^ g% auf und beachtet, daß (x,ß{y 8 1), -|~ ^3 -f- 1) 

notwendig gerade Zahlen sind, und daß eine Charakteristik sich 
nicht ändert, wenn sich ihre Elemente um Vielfache yon 2 ändern, 
so kann man dafür auch setzen: 

( 1 ) + ß92 4 " y9i + 

Die '^7 Funktionen gehen also, abgesehen yon Exponential« 
faktoren, ineinander über. Von Wichtigkeit ist es aber, eine 
Funktion zu bilden, die den linearen Transformationen gegenüber 
absolut inyariant ist, und eine solche Funktion ist die von 
Weierstrass in die Theorie eingefüJirte ö-Funktion, zu deren 
Definition wir jetzt übergehen. 

Wenn wir die Formel (1) auf die yier Hauptcharakteristiken 
(0, 0), (0, 1), (1, 0), (1, 1) anwenden, so gehen diese der Reihe 


§ 35. 


Die Weier st ras ssclie «■- Funktion. 
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nach über ia {aß, yS), [(a-fl)/!, (j;-|-i)ö], [a((3-(-l), 

[(« + 1)(^_ _|_ 1 ) _ 1 , (y + i) (ö + 1 ) _ 1 ) ^ ( 1 ^ 1 )]. Es bleibt 
also nur die letzte Charakteristik (1, 1) bei allen linearen Trans- 
formationen ungeändert, da weder « und ß noch y und d zugleich 
gerade Zahlen sein können. Es sei also t{u, a-y, ca^) eine f-Funk- 
tion von der Charakteristik (1, 1), die nach § 17, (12) für « = 0 
verschwinden muß. 


Ist 


(col, coa) = 


(®„ (» 2 ), 


V, 


SO sind nach unserem Transformationsprinzip 

t(u^ G?i, Oj) und a)i, w^) 

verwandte T- Funktionen erster Ordnung^ und folglich ist, wenn 
Ü, A, ft von unabhängige Größen sind, 

(2) t(tt^ G)[^ C 02 ) = a>i, cog). 

Es ergibt sich hieraus durch logarithmische Differentiation 

731 2 -tu I ^ ^ dlogtju, 00^, a^) 

^ ^ ^ du du 

Nun ist, wenn wir nach Potenzen von u nach dem Taylorschen 
Lehrsatz entwickeln und mit die erste, zweite, dritte 

Derivierte von t nach u für u ^ 0 bezeichnen, 


1 , r , /r . 

- ÖW i- ~ iTV + ■■■’ 


d\0gt{u, CTi, CJg) 

dii u ^ 2t' 

woraus sich durch Vergleichung mit (3) ergibt, daß A und ft in 
die Form gesetzt werden können: 


tK, »ü), 


X = 93(tai, mä) 

(i = il) {cy[, coa) — ijj{cOj, (Og), 

worin 

( 4 ) 

Bestimmt man ferner noch den Faktor G in (2) durch den 
speziellen Wert u = 0, so folgt 

(K\ n — 

Hiernach läßt sich die Formel (2) in folgendem Lehrsatz 
aussprechen: 

Die Funktion 


jjfl jlt 

öä) = p? — g|7ji »a) = ^ • 


( 6 ) 


ö(m, cöl, (Og) = e 


t' 
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§ 


bleibt ungeändert, wenn man durch <»2 ersetzt 

d. h. wenn man irgend eine lineare Transformation an* 
wendet, oder: 

(7) «i, 03^ = 6{ll^ 031, ^ 2 )* 

Die durch (6) definierte Funktion bleibt, wie eine einfache 
Rechnung zeigt, ungeändert, wenn man t durch irgend eine ver- 
wandte ^-Funktion ersetzt. 

Die Funktion t{ii) hat nach Voraussetzung die Charakteristik 
(1,1) und ihre Nullpunkte sind also kongruent mit 0. Demnach 
hat dieselben Nullpunkte und daher auch denselben 

Charakter wie Beide Funktionen unterscheiden sich also nui 
durch einen Exponentialfaktor voneinander, und es ergibt sich 
leicht, wenn man einen konstanten Faktor aus = 0 bestimmt: 

worin ft eine Konstante ist. 

Differentiiert man diese Gleichung zweimal nach u und setzt 
dann u = 0, so folgt 

fff 

2 == — 

und daraus ergibt sich nach (6), daß die Funktion ö(u) der 
Bedingung 

(^) (?( — li) =r — 0(ii^ 

genügt, also eine ungerade Funktion von u ist. 

Da 0{ii) eine Funktion erster Ordnung ist, so genügt es 
den beiden Bedingungen: 

03i) = 

worin Ci, C 2 , 3?i, rj^ Konstanten sind. Die Funktion 0(u) ver- 
schwindet für « = 0, aber nicht für « = foi, , und 

wenn man also m den Torstehenden Formeln « = ~ i q, 
-1^. setzt, so ergibt sich nach (8) r, = - 1 , _ 1 

die rormeln: ’ 


(9) + ^i) = + 

ß(tt -f- fög) = — 

DU hUrfurch angejahrten »ind Fnnltionen ron »„ 
*e n.„h der EeMon § 17 (10) (worin .i^, 


-Vu 

( 10 ) 


-'?2, 1 


- ' \ y \ , rft- C' «2 , 7/ 

zu ersetzen ist) die Gleichung befriedigen: 


3^1 C32 — ~ 71 i. 
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§ 36- 


Die Fnnlctionen o-^j, o'oi, Ck,. 


Durch ■wiederholte Auweudung von (9) ergibt sich, wenn a, h 
ganze Zahlen sind [vgl. § 17, (16)]: 

ö(« -f H- 

\ J — ^ ^ -h 7y + « 1) rji + h t]^) (2i« + a -f }> Wg) ^ 

Wenn mau die Funktion (3(ti), -wie sie durch die Formel (6) 
gegeben ist, nach Potenzen von « ent-wiokelt, so findet sich, daß 
nicht nur die zweite, sondern auch die dritte Potenz von in 
der Fjutwickelung nicht vorkomnat, und man hat also; 

(12) 0(0) = 0, 0'(O) = 1, 0"(O) = 0, 0'"(O) = 0. 

Wenn auf cuj, Oj eine lineare Substitution 


(13) («1, «0 = (“’ ö)K> ®2) 

angewendet wird, so erfahren die Großen jji, Tj^ die entsprechende 

Substitution 

(U) W, »lä) = (y’ 

wie man iinrnittelbar aus den Relationen (7) und (11) folgert. 
Differentiiert man die Formeln (9) logaritlimiscli nacb u, so 


folgt 

(15) 

und indem man 


0'(u <^^00 


-f- 2 'jji j 


Ö (U G)i) (tt) 

0'(;U -f“ cOsj) _ <^^(^^0 4- 2 w 
6 (u -f- CO 2 ) (5 0^) ^ 

COi 


in der ersten ti = — 


in der zweiten 


setzt, und beachtet, daß <i(u) eine ungerade und 

Ql 


folglich 0'(m) eine gerade Funktion von u ist: 



36. Die Punktionen Uooi ^on ^lo* 

Es bleibt uns noch übrig, die analogen Resultate für die 
übrigen Charakteristiken zu gewinnen. Wir gehen aus von der 
folgenden Bemerkung; Sind ?/„ y, irgend zwei laare von 

Größen, welche durch dieselbe lineare Substitution 6 m * 1 , x,] 
y[, y'i transformiert werden, ist also: 




Dritter Abschnitt. 


36. 
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(^i, ^2)) {y'i-i ^2) — ^ ivii 2/2)1 

so ist auch 

ä ? i 2/2 — = ^iy'2 — ^22/11 

wie aus der Multiplihation der Determinanten hervorgeht. Dem- 
nach ist, was auch rr?!, ^2 sei, nach (7), § 35: 

(1) (5(u. ^2) — a»!, (» 2 ). 

Diese Funktion ändert sich der Formel (11) des vorigen 
Paragraphen gemäß, wenn um ganze Zahlen geändert 

werden. Diese Änderung kann man aber vermeiden, wenn man 
statt dessen die Funktion 


ß— 2 ir}iXz-~nz^l)u 


6 {n -f- ^2 — ^1 ^^ 2 ) 


6 (% Dl — X\ Dg) 

betrachtet, die wir (für den Augenblick) mit 6(tr, x^^ «i, ojq) 

bezeichnen wollen. Diese Funktion genügt den Bedingungen: 

(2) 6 (U, X[, X2^ G)'i, D 2 ) = (W', Xi, X 2 , Dl, Dg), 

6(u, .% + !, ^21 (^1, (^2) = <^(^ ^2, ß^i. Da), 

^ '' 0(t{, Xi^ + ^15 ^ 2 ) = ^21 <» 2 )’ 

. V {)(n-[" Dl) = — ^-2/!:taig)U(2« + Wi) 

^ ^ 0('M. 4“ ^ 2 ) = e”“2 7rt>2^T/a(2w + W2)^('^^)^ 

und bleibt also ungeändert, wenn x^ und % um ganze 
Zahlen geändert werden. 

Indem wir uns nun wieder auf die Hauptcharakteristiken 
bescliräiiken, setzen wir Xi) = -i, i), ^0, 1), (^— -li 0 

und erhalten so die folgenden drei Funktionen: 

^ / , ^1 -h 0^2 

- - 


^00 (^0 




+ * 12 ) M . 


^ 

t3i + ” 2 ' 


(5) (yio(M) = Ö 0, i, Oj, Oj) = e-’ii 


öfli («) = — l, 0, (o\, (Oj) = e-’;s» 


.. <“ + t) 
»© ’ 

<■• + ?) 


'(f) ' 
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und die Funktion 0(«) selbst kann entsprechend auch mit 6n(u) 
bezeichnet werden. 

Für diese Funktionen ergeben sich nach (4) die charakteristi- 
schen Periodengleichungen 

+ “i) = (— + 

+ “2) = (— 
öffuffsC« + ««1 + 

Durch Anwendung einer linearen Transformation werden die 
drei Funktionen (jqo? ö^io nntereinander permutiert, wie die 
Formel (2) lehrt [oder § 35, (1)]. Je nach dieser Permutation 
zerfallen die linearen Transformationen in sechs Klassen, deren 
erste alle die Transformationen umfaßt, die die Funktionen (?ooj 
^on <^10 ungeändert lassen. Diese sind dadurch charakterisiert, 
daß a, d ungerade, /3, y gerade Zahlen sind, was wir kurz so 
schreiben: 

Hiernach sind die sechs Klassen der linearen Transforma- 
tionen folgendermaßen zu charakterisieren: 

'• (J;J)(moa 2) (00,01,10), 

II. „ - „ (00, 10, 01), 

III. „ „ (10,00,01), 

(7) \ / 

IV. „■ = (J’J) „ (10,01,00), 

V. u = (J;J) „ (01,00,10), 

VI. „ =(_?;!) » (01,10,00), 

wo in der letzten Kolumne die jedesmalige Permutation der 
Charakteristiken 00, 01, 10 auf geführt ist. 

Die Transformätionen der ersten Klasse .bilden eine in der 
Gruppe aller linearen Substitutionen enthaltene Gruppe 31, also 
einen Teiler der Gruppe 2 (§ 28). Setzen wir 
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§ 87. 


«1 


= (;:?)■ 

= G: i)’ 


«2 


=(JG)’ 
= (S: 


ao = 


0 
1 


1 , 1 \ 
- 1 , 0 > 

U!)' 


so sind «i?!, «3 31, «i3(, «5 31, £re3t die Nebengruppen zu 31 

und es ist 

2 = «j31 -f- «231 -|- «331 -f" ~f" *^8^ “h 

und 31 ist ein Teiler von 2 vom endlichen Index 6: 

(2, 3t) = 6 (Bd. II, § 2). 

Die Gesamtheit «i31 + «2 31 ist ebenfalls eine Gruppe 31', 
und es ist 

2 = «i31' + «3 31' + «*31' 

und (2, 31') = 3. 

So wie sämtliche lineare Transformationen aus den 
beiden Fundamentaltransformationen, so lassen sich die 
Transformationen der ersten Klasse aus wiederholter 
Anwendung von 

G;?). G:D’ (tJ) 

ableiten, was sich auf dem Wege des § 30 beweisen läßt. 

§ 87. Darstellung der ö- Punktionen durch '0'- Punktionen, 

Um die Funktion 6(u) als 'ö’-Funktion darzustellen, kann 
man einfach die Formel (6) des § 35 auf die Funktion 

anwenden, also 

(—, —) 

(1) ß(tl, tOi, (0.j) = 01$ 

otai 

setzen. Es ist aber infolge der Differentialgleichung § 20, (4): 




11 


4:üti 




d(o 


und also nach der Definition der Funktion 72(<») in § 34, (2): 


(2) 


Wr 


== 4 


. cl loff 'fi’ii 


cl(o 


12 Tci 


, d\ogri(m) 
d(x) 


§ 37. 


Darstellung der ^-Funktionen durch ^-Funktionen. 
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Durcli logarithmisclie Differentiation von (1) erhält man 
mittels (2): 

d\og6{ii) 4 TT nt dlögri{(D) 0}^) 

du ' 


0 / 


dco 

G ), C5n 


du 


und wenn man hierin setzt und die Formeln (8) des 

§ 21 anwendet nach § 35, (16): 

Vi = 


(3) 


27 ti dlogr}((D) 
£»1 dco ’ 


. %7tico2 dlogri{(X)) 

-i 2 




Hiernach kann man für 0 setzen: 

o / £Ö2\ 


1t^ 


(j(u) = 03i e ‘ 




nnd für die drei Funktionen (?oo, <^10 erhält man nach § 36, (5), 

wenn man einen konstanten Faktor aus 
(Ö) ^00 (^) !•) ^01 (ö) ^10 (^) ^ 

bestimmt: 

! *^00 l ) ) 

Vcöi coj 


( 6 ) 


ffoo(M) 


(301 (w) 


(jio 00 


ülif: 
e "1 


IllJl 
e “^1 





0 

0 

1 

■^01 

/ 


W’ 

coJ 


'ö’oi 

1 

'^10 

fl. 


W’ 





10 


Die Funktionen (^oo(^0^ ^01 Mi ^io(^0 gerade Funktionen 
von ^t, und durch zweimalige Differentiation der Logarithmen 
von (6) ergibt sich noch [nach (3) und § 34,' (2)]: 

(7) öoo (0) + <^^'1 (0) + 010 (0) = 0. 

Die Ausdrücke (4), (6) lassen auf den ersten Blick eine 
wichtige Eigenschaft der (5 -Funktionen erkennen, daß nämlich 
<?oo, (Joii <^10 Verhältnissen abhängen, 

während bei 0 dasselbe, abgesehen von dem Faktor gilt. Es 
sind also 0 , (?ooi <^oii ^ao homogene Funktionen der drei 
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§ 38. 


Variablen Oi, «2 erstere von der ersten, die drei anderen von 
der nullten Ordnung , oder, in Zeichen, wenn X einen willkür- 
lichen Faktor bedeutet; 

, AcOi, Acög) = 10 «1, ög), 

. 6 qq{Ii( , Acoi, XCO 2 ) = <»2)7 

6 q^{Xu , Aföi , ^£» 2 ) = «^ 2)1 

(Jlo(Az/ , Ag5i, Aog) = ^10 0^) 032). 

§ 38* Lineare Transformationen der Punktion ^^(cö). 

Die Formeln (3), § 37 führen zur linearen Transformation 
der Funktion 'y}{(o). Wird nämlich 

(1) («i, a's) = Q («1, ra^) 

gesetzt, so geht (%, %) über in 

( 2) (Vu Vst) = {Vit V 2 ) 

[§ 35, (14)] und m = £03:031 in 

/o\ f y — [- 8 03 

(3) Cö' = L. J . 

cc -j- ßco 

Nun folgt aus (2) mit Rücksicht auf (3) des vorigen Para- 
graphen: 

^ dlog^((X)') _ _ 27tiG)[ dlogr}{(D) _ niß 


ni 


J?2 = — 


G3i 


dco' 


cof 


dm 


03t 


2nico'^d\ogri{m^) ni _ dlog7j{co) zid 


COl 


dm' 


03i 


£»,^ 


dm 


03t 


j. 

und diese beiden Eelationen geben übereinstimmend 
d log ri(a'} _ <flogij((o) ß 

(o'/ da' a'lda 2 Oi (oi ’ 

oder endlich, da nach (3) 

= (— !>)■ ■ 

dlogri(a') _ ^log^co) ß 

da da ^2(«-f-/3co)‘ 

Hieraus folgt durch Integration: 

® = -ATTS .(»). 

Win e eine von a unabhängige, also nur von den Zahlen «, ß, 
y, S abhängige Größe ist. 


Lineare Transformationen der Funktion t] (w). 
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§ 38. 


Die genaue Bestimmung dieser Konstanten namentlich 
auch mit Rücksicht auf das Vorzeichen ist ein bekanntes wichtiges 
Problem, das eigentümliche Schwierigkeiten bietet, dessen Lösung 
aber für uns unerläßlich ist. Lösungen haben auf verschiedenen 
Wegen Hermitei) und Dedekind^), neuerdings auch Mertens 
und Scheibners) gegeben. Wir wollen hier einen Weg gehen, 
der den Vorzug großer Einfachheit hat, dafür freilich nicht eine 
Ableitung, sondern nur einen Beweis’ der fertigen Formel enthält. 

Für zwei spezielle Fälle haben wir schon früher [§ 34, (4), (5)] 
diese Bestimmung ausgeführt und auf dies Ergebnis werden wir 
uns hier stützen. Es sind die Formeln: 


( 5 ) 

unc 

( 6 ) 


_|_ TT i 

(a> i 1) = V (^) 


worin y — itx) mit positivem reellem Teil zu nehmen ist. 
Wir setzen nun 


/'y - 1 “ 

(7) = ca), 

17(05) Vy, 0 / 

und haben den Wert dieses Symbols za bestimmen. 
(6), (7) haben wir: 


( 8 ) 

( 9 ) 

( 10 ) 
( 11 ) 



Nach (5), 


Liouvilles Journal, Ser. II, T. III, 1868. Oeuvres de Charles Her- 

mite, p. 487. »x k £. 

Erläuterungen zuNr. XXYIII vonRiemanns Wei’ken, zweite Aut- 
lage und „Über die elliptischen Modulfuuktionen“, Grelles Journal, Bd. 8o, 
S. 266. Vgl. auch des Verfassers Abhandlung „Zur Theorie der elliptischen 
Funktionen“, Acta Mathematica, Bd. 6, S. 341 ff. 

Mertens, Zur linearen Transformation der a -Reihen, Iransactions 
of the American mathematioal sooiety. Jnly 1901. — Scheibner, Zui 
linearen Transformation der Theta -Funktionen und elliptischen Moduliunk- 
tionen, Berichte der Sachs. Gesellschaft der Wissenschaften. Oktober 1906. 
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§ 38. 


Wir Letracliten jetzt zwei Substitutionen und die aus beiden 
zusammengesetzte, also : 


Ist dann 


/«", ß’\ _ /«', ß\ /«, ß\ 

\y'\ ö'v “ Vr'. S'J Vy, äj 


r,' — y + 

a -j- ß CO ' 

so ergibt sieb aus der Definition (7); 

(12) 

und davon zwei besondere Fälle, indem naan 


M ß\ 

/ 1, o\ 

/ 0, 1\ 

(y, ö) 

” (+1, V 

’ V-i, o) 


setzt und an Stelle von ß\ d' wieder oc, ß, y, d schreibt, also 



II 

i A ß\ ( — A . 
Vy+5, dy’ \— d, yy 

(13) 

j^./CC±ß,ß \ 

\ y ± s , ) 


(14) 

e (~ 1 ' 

V— d, y’ / 



Es hat sich nun in § 30 gezeigt, daß sich alle linearen Trans- 
formationen durch wiederholte Anwendung der beiden Fundamental- 
transformationen 

0 , ^ 


(!:?)■ (-^ 


und ihrer inversen Transformationen zusammensetzen lassen, und 
daraus folgt auf Grund von (12), daß durch die Formeln (8) 
bis (14) das Symbol JS vollständig definiert ist. 

Wenn wir also einen diesen Bedingungen genügenden Aus- 
druck kennen, so muß dieser mit E übereinstimmen. Um einen 
solchen aufzustellen, unterscheiden wir zwei Fälle. Da «, 
relative Primzahlen sind, so ist eine von ihnen sicher ungerade. 
Wir setzen: 

1. a ungerade und positiv: 

^ C’ i -) = (i) VCMIM; 


( 15 ) 


E 


\r, 

/«, ß 

Vr, -5’ 


2. ß ungerade und positiv: 


“) = (?)• 


iizi? 




y— «(«-f-jScö), 
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WOZU noch folgendes zu bemerken ist: Die Wurzeln y«-)-/3co, 
f^i(a -|- ßa) sind mit positivem reellem Teil zu nehmen. 
Daß eine von ihnen rein imaginär sei, ist durch die Annahme, 
daß 03 einen positiven imaginären Teil hat und a bzw. ß positiv 
sei, ausgeschlossen, denn danach kann ßco oder — ßco) 

nicht reell und negativ sein; und (~^ ist das Legendre- 


Jacobische Symbol aus der Theorie der quadratischen Beste, 
mit der Erweiterung, daß und = 1 sein soll. Wenn 


im ersten Falle os oder im zweiten ß negativ ist, so müssen rechts 
die sämtlichen Vorzeichen von k, ß, y, ä umgekehrt werden. Wenn 
sowohl « als ß ungerade sind, so kann sowohl (15), 1. als (15), 2. 
angewandt werden, und beides ergibt, wie man leicht auf Grund 
des Keziprozitätsgesetzes der quadratischen Reste nachweist, das- 
selbe Resultat. Es ist nämlich, wenn a und ß ungerade sind, 
X positiv angenommen wird, und das obere oder untere Zeichen 
^ilt, je nachdem ß positiv oder negativ ist: 



y-j- i(ix -j- ßa) = 


7t z 

* y« -f- /3 q3 


md die Identität von (15), L, 2. ergibt sieb dann aus den Kon- 
gruenzen 

— 3« ö) — (ß^ — l)ccy = cc(y — ß) — (a^ — l)^d(niod 24), 
-j~ ccß ^ ßd (modS), 

^on denen die zweite, wenn cc und ß beide nicht durch 3 teilbar, 
dso Dc^ = ß^ = 1 (naod 3) sind, auch für den Modul 24 besteht. 

Daß durch (15) die Formeln (8) bis (11) befriedigt sind, ist 
inmittelbar einzusehen, und es bleibt noch zu zeigen, daß (13) 
ind (14) erfüllt sind. Wir beginnen mit (14), wobei angenommen 
«werden kann, daß a ungerade (und positiv) sei; denn vertauscht 
Qan in (14) co mit — lico, so vertauschen sich u und — /d, und 
liese können nicht beide gerade sein. 

Es ist 

y — ico j/« — ^ = y — ^( — ß cc(o)] 

enn setzen wir für den Augenblick 



t; 

i 


I 
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— io) = « !- = 

o 

— i( — ß ccco) == 

so ist, da die reellen Teile von — ico^ — i{ — ß ccco) positiv sin 


7C 7t 

Tr<9> <77' 


■)/— Tfö 


-n: < I/) < sr, 


— 12 
j/r e 


iyt 

= y^) e~, 


und der reelle Teil von 

/ r- i / J , : , ^fr/> + V’) 

y — ■^0 i/a — — =: y — ~y- 0(jG?) = y^ 9 e 2 

positiv. Demnach ergibt sich aus (15), 1: 


Dieselbe Formel aber erhält man, da 
aus (15), 2. für 




und damit ist (14) bewiesen. 

Es bleibt noch die Formel (13). Es genügt, die oberei 
Zeichen allein zu berücksichtigen, also die Formel 

zu beweisen, da der andere Fall durch Vertauschung tou «, y, c 
mit a y -f- d, cj -f 1 auf diesen zurückkommt. Ist zunäclis 
ß ungerade (und positiv), so ergibt sich (13) aus (15), 2. au 
Grund der Kongruenz 

Ist ß gerade, so ist « ungerade. Nehmen wir « positiv, s( 
kann « + /S positiv oder negativ sein. Gelten im ersten Falle di< 
oberen, im zweiten die unteren Zeichen, so ergibt uns (15), 1: 

(16) VZ, d’ ~ ) 

\w/ -^r ß ß (o , 


Lineare ''J'ransformationen der Funktion ;/(w). 


= l+ra j*' — 

Nun ist, wenn die unteren Zeichen gelten, ß negativ, und 

wenn also / , ^ ^ v 

— (a “-j- ß -j— ß CO^ = Tß'^^P 

i (a ß ß0) = 

gesetzt wird, so liegt ^ und *1 — | zwischen — | und -f-, und 
daraus folgt, daß wir zu setzen haben: 

ß ^ ßo)'^ — i'^a ß ßco^ 

ferner nach dem Keziprozitätsgesetz der quadratischen Eeste: 


K+'i» 

1 + (a + /?) Tf / . , „ , - 


— (a -j- ß) 


= (-1) ^ (-l)“- 




und daraus folgt die Übereinstimmung der beiden Ausdrücke 
(16), (17) und mithin die Richtigkeit der Formel (16) nach der 
Kongruenz 

ß(ßa — 2y -j- ß — (3'-f- ß^d 2ccßd) = 0 (mod24), 
die sich, da ß gerade vorausgesetzt ist, aus cc6 — ßy = 1 ergibt. 

Somit sind also die Formeln (15) als richtig erwiesen. 

q Nach dem Reziprozitätsgesetz ist, wenn ß = ±2^/5' gesetzt und ß' 
ungerade und positiv angenommen wird, wenn ci-{- ß positiv ist 

. ^3 (a +/? — — 1) 

, ] («— 1) 

/ß\ ,, 7 




Ist A 2, so sind diese beiden Werte einander gleich, ist Ä = 1, so 

« + 1 

unterscheiden sie sich durch den Faktor (—1) 2 , in Überein Stimmung 
mit der ersten der obigen Formeln. Die Richtigkeit der zweiten Formel 
ergibt sich, wenn a +■ ß negativ ist, aus 


(ö = (?)(?)<-« * '-«■ 


I 4 


Weber, Alj^ebra. XII. 



9 
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Setzen wir 

(18) o'j = £)/« -f- ^C5, 

so ist £ eine 24ste Eiulieitswurzel, deren Produkt mit )/« -j- /So 
durch (15) vollständig bestimmt ist, und es ergibt sich die Trans- 
formation der 97 -Funktion 

^ (^T^) = ^ V« + V («)• 

Für 612 findet man 

(20) 6'2 = (— !)“/«+)'<?+(*/. 

§ 39. Lineare Transformation der -ü -Funktionen. 

Die Transfotmationsformeln der -ü- Funktionen sind Folgen 
der Grundeigenscliaften der ö-Funktion, durch die Substitution 

(®i, »2) = (2 

ungeändert zu bleiben. Aus § 37, (4) ergibt sich hiernach, wenn 
man coj, % durch (o'i, £ 02 , tj'i ersetzt: 


-i— „ /M £0, 
®i e 1 '9'ii ( — ) — 

“\®i ®i 


0 , ^ 


I/'l «2 

\®1 coj 

»'Jo. »•1 


oder, weil nach § 35, (10), (13), (14) 
ni Jh- — ^ — (Oim 

^ ^ m. rni /-.-i r 


ist, wenn wir: 


setzen : 


u V 

u>i oc -f- /5 o ’ 


co'i a ß CO 


^11 (v', ®') _ cd) 

'9'n ( 0 , CO ) c« -j- ^ 0 ( 0 , 0 ) 

Es ist ferner 

&u (0, (o) = 2 3ri2 (®)^ «-ii (0, co') = 2 JE 1 ? ((o% 
woraus nach § 38, (19): 

'9'h (0, 0 ') = ßa '9'ii(0, 0 ), 
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und daraus endlich: 

(3) co') = -\~ ßcod'ii(v^ öo). 

Die Transformationsformeln der drei übrigen Funktionen 
# 00 , '^ 01 ) '^10 sind verschieden in den sechs Klassen des § 36 und 
können aus den Formeln (5), § 36 in derselben Weise hergeleitet 
werden* Man kann die sechs Fälle aber auch in ein einziges 
Formelsystem zusammenfassen, das man aus (3) erhält, wenn 
man v ersetzt durch 


05 + / 3 ® 


,. 1 05 + y (/3 -f d)c3 

^ “T 2 

« + 2 ’ 

also V* durch 

V* 

1 1 ) 1 
+ ö) 

A u 

, 1 + «' 

2 ’ 


und dann auf der rechten und linken Seite von (3) die Formeln 
(2), (3), (8) des § 21 anwendet. So kommt: 

(4) _ 

= iße ^ as yoc -j- #1+^, 1— a(i;, co), 

co') 

(5) _ 

=zi^~^e ^ £3 yc^ cu), 

^^TtißVV' ßj') 

(6) As 

+ 4 '“f' ^ ß CO »1 + ^ + 6, OO). 

Die vierten Potenzen dieser Funktionen lassen sich einfacher 
ausdrücken durch 

(7) a') = + ßay 

worin in den sechs Klassen die zu den Charakteristiken 
Ol) ffi) — (00)) (01)) (10) gehörigen Charakteristiken (g'j, aus 
der letzten Kolumne der Tabelle in § 36 zu entnehmen sind. 

Eine einfachere Transformationsformel erhält man aus den 
< 3 -Funktionen für das Produkt der drei •ö-- Funktionen (4), (ö), (6). 
Es ist nämlich, wenn man das Produkt der drei Funktionen 
§ 37, (6) bildet: 

Öoo(m)<^oi(«)Öio(«) 
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eine Funktion, die nach § 36 bei linearer Transformation völlig 
ungeändert bleibt. Macht man noch Gebrauch von derKelation(2): 

so folgt 

/ g\ '^Ot ^10 

e-s«ifivv' • 9-00 (pQ 

•9oo(0, c3')^oi(0, ®')^io(0, «') ’ 

worin man noch nach (19) des vorigen Paragraphen 

&oo(0, ß>')'9'oi(0, (ö')'9-jo(0, 0}') = s^ya -j- ß CO &bo‘^oi^io 

setzen kann. 

Wir ziehen aber aus (8) einen anderen Schluß: Setzt man 
nämlich 

■v' — IL „ h(a -f- ßa) 


und nimmt das Produkt für Ä = 1, 2, • • •, — 
mittels der bekannten Relation (Bd. I, § 1 1) 

I 

_ H-i 24 ’ 


L .. 

SO ergibt sich 


wenn man auf der rechten Seite von (8) die Formel (23), S 32 
an wendet:’ ^ 


(9) ä'f A 

^'2 ^ 


Ji (oi ~j— ß co) 


Vco+z«“) «rzl ünl 


worin nun «, ß irgend ein Paar relativer Primzahlen sein kann. 


§ 40. Lineare Transformation der Funktionen 

/■(fij), /i(a»), /■^(cj). 

Die Formeln für die lineare Transformation der /-Funktionen 
r^^kttn^ ^ einfache Folge der Transformation der 

Setzen wir in der linearen Transformation 
(«) ß') 


/«, 

\y, 
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k 


zunäclist ß als gerade und folglich w, d als ungerade voraus, 
so ist 

a, 0\ /«, ß\ 


(1) 

d. h. 


1, 0\ /«, /3\ _ /«, 0\ 

0, 2j \y, dj - \2y, d) ^0, 2 )^ 

+ 2y d ,2 CO 

a-{-ß(x} oC’-\-^ß.2co 

Es ist aber nach § 34, (9): 

«») = v^’^. 

und wenn wir also die Substitution 

y + d G> 
oc^ ßco 

machen, so ergibt sich, mit Benutzung der Bezeichnung des § 38 

2 ß 

y -j- d (ö\ \2y, d 


( 2 ) 


. / y + d (ö \ 
l^\a^ßco) 


, 2co 


E 




fiip)- 


Hier sind die jS'-Funktionen nach § 38, (15), 1. zu bestimmen, 
woraus sich ei’gibt: 

-/'«. iß 


K, “) 




Es ist aber ^ 


I und 


«y + ■/ + («" — 1) ^ = 2^ (mod 8) 

= cc(y — ß) — («2 — l)/3d (mod3), 
und wenn wir also zur Abkürzung 


(3) Q = 

setzen, so ergibt sich* aus (2): 

In derselben Weise lassen sich alle anderen Formeln dieser 
Art herleiten; man erhält sie aber einfacher aus (4) selbst mit 
Benutzung der Fundamentaltransformationen § 34, (13), (14), (lo). 
So ergibt sich, wenn man in (4) co durch — lico ersetzt und 
dann oc, /?, y, d mit /3, — g, d, — y vertauscht (wodurch q un- 
geändert bleibt): 
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(5) « = 0 (mod2), 

und ei’Betzt man hierin ca durch ca -j- 3 und y, a durch y — 3 d, 
a — Sß, so folgt 

C^) ) = — 9 ‘’~“V (®)- Ci — ß = 0 (mod 2). 

Setzt man in (4), (5), (6) 

f f r 4- _ f f_ «J-£a\ 

‘^\a-\-ßa)J ' ^ V y-\-8co}'' 

und vertauscht dann a, d mit — — ö, oc, /?, so ergibt sich 

(8) =(~\Qe 8 r = 0{mod2), 


(9) = — ^ e 8 ^ f(p)^ y — d = 0 (mod 2). 

Aus (9) und (6) erhält man, indem man cd durch ~\~ cco 

0 ßco 

und dann «, /3, y, d durch d, — /5, — y^ a ersetzt: 

= «-r = 0(moa2), 


<“) = d-ä = 0 {..„d2), 

und wenn man endlich in (10) ca durch ca -f 9 und y, cc durch 
y — 9d, 05 — 9jS ersetzt: 

^ ’ ^U+^ca; - fH 

^ ~\~ ß -{- y — d = 0 (mod 2) ^). 

Hermite (Sur la tbeorie des equations modulaires, Paris 
1859) eiugefuhrten FunM^^ XW häligeu mit den Funktionen 

Tvvi fii^h Uw durch die Gleichungen 

zusammen. Die Transformationsformeln der /■-Funktionen lassen sich mit 

= 1 auf mannigfaltige -Weise umgestalten. 
™uT<f ^ “ Hermite a.a 0. angegebenen Formeln nicht ohne weiteres 

identisch zu erkennen. Eine einfache Rechnung zeigt 
S sä nW Formeln haben den Vorzug, 

Massen f r ^ verlieren, je zwei der secbs Transformation!^ 

Klassen m einen Ausdruck zusaramenfassen. 


/^(ra), ß — d = 0 (mod 2), 


( 12 ) f(L±I^\-^f 2 \ 

^ ’ ^U + ^ca; - fH 
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Die elliptischen Funktionen. 


§ 41. Zusammenhang der '0'- Punktionen mit den elliptischen 

Integralen. 

Nach § 21 bestehen zwischen den Quadraten der vier 'd’-Funk- 
tionen zwei voneinander unabhängige lineare Gleichungen, und 
man kann also zwei von diesen Quadraten durch die beiden 
anderen oder auch alle vier durch zwei unabhängige Variable t; 
ausdrücken. Indem wir das letztere tun, bezeichnen wir mit 
Is) ^73; I41 ^4 Konstanten und setzen, indem wir 
an die Bezeichnungsweise Bd. I, § 67 anknüpfen: 

^ oi ( m ) = Ivi — nh — 

== (I Vü), 

^ ^ 'ö'foCM) = iVs — = ItVa), 

'^00 'W = = (1%). 

Zwischen den Konstanten rji und den Werten ^'qq 

bestehen vier Kelationen, die sich aus den Gleichungen (13) des § 21 
heiieiten lassen. Diese Gleichungen können wir nach der Be- 
zeichnung (1) in der Form schreiben: 

/O'l 

Man kann diesen Relationen, indem man in (2) 1, 7/ 1^, 9/1 

und = I25 '^2 setzt, die Form geben: 

/ Q \ (^2 ^ 3 ) '^0 1 = (^ 2 '^ 7 i ) 

^ ^ = (i2^i)^fo, 

— (^2^i)'^oö5 , 

wozu man noch fügen kann, indem man in (2) 7} = I4, 7/4 

setzt und (B) und § 21, (14) benutzt: 

(4) — (la^i)- 
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Aus (3) und (4) folgt für die Doppelverhältnisse: 

(^2 '^ 3 ) (li Vi) 

(ti'^ 3 ) (^2'^4) '^00 

{a\ (gl VfdiM _ ioi 

(glY3)(g2^4) 

Wenn wir nun zwei der Gleichungen (1), etwa die beiden 
ersten, differentiieren, so folgt: 

2 'Ö’oi (^0 ^01 ('^0 du = rj^d^ — ^idr] — (rj^ d , 
2d'nlu)^iiiti)du = ri^d^ — ^^dri = ()?2^g)5 
und daraus mit Benutzung von (1) 

2 'ö'oi («0 '^11 (w) ['O'w (t^) '^n (tt) — 1^01 (^)] du 

= (^i^g)(g^2) — (%di)(^Vi) = %ni){^d7]\ 

Den letzten Ausdruck bann man ohne Bechnung dadurch 
ableiten, daß man den vorletzten als lineare Funktion von d d rj 
betrachtet, die für d^idrj = verschwindet und daher durch 
(^drj) teilbar ist. Den Quotienten erhält man, wenn man 

d^idr] = setzt. Mit Benutzung von § 23, (6) erhält man 

dann 

(7) 2 31 «■ 00 («) S'ii (u) »10 (m) ^01 (m ) du = (|^ rj^) (| d ^). 

Führt man hierin nach (3) (erste und letzte Formel) 

( 8 ) (kv.)»io ^ ni 

ein, und setzt für die 'ö’-Funktionen die Ausdrücke ( 1 ), so folgt 
schließlich 

( 9 ) 

wodurch du als elliptisches Differential erster Gattung 
in homogenen Variablen [§ 1 , (5)] dargestellt ist. 

Es ist durch ( 1 ) das Verhältnis |:i; als doppeltperiodische 
Funktion Ton m bestimmt. Desgleichen sind aber auch die 
Verhältnisse der Quadratwurzeln 

(10) r'(T^), iWh), VM, v^) 

als eindeutige doppeltperiodische Funktionen erklärt, und das 
Vorzeichen der Quadratwurzeln in (9) ist hierdurch und durch 
( 8 ) ebenfalls eindeutig bestimmt. 





Jaoobis elliptisolie Funktionen. 
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§ 42. 


Ist CO der Modul der -9'- Funktionen, so gehören, wie sich 
nach (1) aus. dem Verschwinden der vier '9 -Funktionen ergibt, 
die folgenden Werte zusammen: 

M = i oj, I : : Vii 

u = 0, 

(11) ii> = h 

1 “1“ u u 

■if' = ■■ Y - i t-v = 54 


§ 42. Jacobis elliptische Punktionen. 

Da man die Variablen tj mittels einer linearen Substitution, 
in der vier Koeffizienten disponibel sind, durch zwei neue Variable 
ersetzen kann, so kann man vier von der Größe rji oder drei 
von ihren Verhältnissen beliebige Werte erteilen, ohne die All- 
gemeinheit zu beeinträchtigen. 

Wir wollen setzen 


(1) 


ii -- 

= 0, 

5?2 = 

0, ^3 = na 


und 

führen noch J 

durch i 

die Gleichungen 

an: 

(2) 

L 

= 


x's = 

1 - 1 = 

= t. 


Aus § 41, 

(3), 

(5), (6) 

ergibt 

sich dann 



k ■ 


^!u 

% _ 

'nc _ 


/QN 

Vi ' 

~ ■ 


n\ 

■ »h ’ % “ 





■j/x = 

o Io 

^' = r’ 

'^00 



und aus (1), (9), § 41 findet sich: 




^ ^11 ftO _ 

9 10 '®’oi ("^0 

9^ »lo {u) ^ ^T-—t 
9,0 9oi(w) 

'^01 '^00 00 

'9'oo '^01 00 

_ r ät 


worin der Integrationsweg und die Bedeutung der Wurzelzeichen 
durch die Formeln (4) selbst bestimmt ist, wenn der Übergang 
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§ 42, 


von 0 zu u in der Ebene gegeben ist. Es darf aber dann 
auch der Integrationsweg in (ö) geändert werden, w.enn dabei nur 

keiner der singulären Punkte oo, 1, i überschritten wird. 

Die Gleichung (5) läßt sich in folgenden drei Formen 
schreiben : 

d Vf ^ = K »ä,, V(l-£)(l_x2^) du, 

(6) dfl — £ ~ — K^t)du, 


Führen wir eine neue Variable v ein durch die Gleichung 

(") 

so werden die Gleichungen (5), (6); 

( 8 ) — 


di^ = V(i-£)(i — 

(9) ■ dfl — e = — V£(l - zH)dv, 

dfl — «'£ = — — 

u nd nun betrachten wir die drei Größen Vf = x, Vl ^ = y, 

Vi __ 5 { 2 g — ^ durch (4) und (7) als Funktionen der Variablen v 
definiert. Nach (4) sind es eindeutige, doppeltperiodische 
und, abgesehen von einzelnen Punkten, in denen sie unendlich 
werden, stetige Funktionen von v. Sie werden nach Jacobi 
sinus amplitudmis , cosinus amplitudinis, J amplitudinis von v 
genannt und mit sinam v, cosam v, J um v bezeichnet. Wir wollen 
uns hier der schon in § 14 erwähnten kürzeren Gudermann- 
schen Bezeichnung snr, cnt>, dn«; bedienen, wonach 


^u(«) 

'ö'oi («) 


V^tsn®, 


fi’l 0 (tt) 
■fiol (m) 



fi’oo (w) 
■ö'oi (m) 


Vö 


= dn V. 


( 10 ) 


Jaeobis elliptische Funktionen. 
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Diese Funktionen genügen nach (9) den Differentialgleichungen 

äx 


Tv = -^^y' 

und den Nebenbedingungen: 

(12) snO = 0, cnO =r 1, dnO = L 
Es bestehen zwischen ihnen die Eelationen 

(13) 2/2 = 1 _ ^2 _ 1 _ 

Aus den Fundamentaleigenschafteii der '^'-Funktionen ergeben 
sich die ersten Eigenschaften der elliptischen Funktionen: 

sn^; = — sn( — v\ mv = cn( — v\ dn^ = dn( — v\ 

d. h. snv ist eine ungerade, cn^?, dn^ sind gerade Funktionen. 
Setzen wir noch 

(14) ^^00 = = 2iK\ 

und folglich 

(15) n»l^ = 2%'K, = co = l^, 

so erhält v die Werte K, iK', K+ iK\ wenn n = i 

M Jt 2 

wird, und es folgt aus (4) mit Rücksicht auf (3) und § 21, (10): 
snJ^ = 1, sn(JE" + iK^) = 

(16) cnJ5:=0, cn(jr+ iX') = — 
dnX = jc', dn(7i: + iK') = 0, 

sniX', cniX', dniX'= oo. 

Nun lassen sich X, K' vermittelst (8) durch bestimmte 
Integrale ausdrücken, und man erhält, wenn man v von einem 
Eckpunkte des Parallelogramms 0, X, X 4“ ^'X', iK' bis zum 
folgenden längs der Peripherie verschiebt, also u längs 

11 -J- 09 QD 
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42. 



(17) 


X=± 


dt 




(18) 

(19) 

( 20 ) 


If dt 

2jyg(l-g)(l-«2g)’ 




dt 


iK' 


2jy?(i_s)(i_x^e)’ 

0 

dt 


1 f 

2jy?ä^ 




Die Werte von ^jt, Vl — g, Vl — sindvtei diesen Inte- 
grationen durch die Formeln (4) bestimmt. Wenn aber ro rein 
imaginär und infolgedessen ein positiyer echter Bruch und 
■^5 S.' reell und positiv sind, so sind die Wege für v der reellen 
und imaginären Achse parallel, und mit Rücksicht auf die Be- 
merkungen am Schluß des § 25 zeigen die Formeln (4) folgendes : 

In (17) sind y|; yi— £, fl — «ag reell und positiv, 

« (18) „ i^iii-t, yi-xH „ „ „ 

« (19) « ^ yi-^ i yT— xH „ „ „ 

» (20) )) yi — I, yi — ^ 

und y^ hat auf keinem der Integrationswege ein Maximum oder 
Minimum. Es können daher JS.' durch die vier folgenden 
reellen Integrale mit positiver Quadratwurzel erklärt werden: 


K= 4 


dt 


iUi - 0(1 - ^H) 


oc 

= ij' 


dt 




*8 


K' = ± 


dt 


?(i— s)(i— asg) yy(g_i)(i_^2g) 


dt 


— 00 


1 


Die Ja CO bi sehen Funktionen II(v\ 
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§ 43. Bie Ja CO bi sollen Funktionen S(v). 

Wenn man die '^'-Funktionen der Variablen it als Funktionen 
Yon V betrachtet, so erhält man die Jacobischen 0-Funktionen. 
Wir setzen 


•^01 «) = ®(«), 

( 2 "^’ 


Es sind dann S(v)^ H(v) als Funktionen t{v^ 2Ä, 2X') zu be- 
zeichnen, und nach § 25 ist 


6) («;) — 1 - 

— 2 g: cos 

%v 

IT 

-|- 2 cos 

27CV 

K 

n Q 1 

— 2 gö cos 1-* 

H{v) = 

1 . 

2 sm 

7CV 

2K 

g 

— 2 g^ sin 

Sitv 

2K 

, ^ M . 

+ 22 1 sm 2 ^ 




7t K' 





a 

= e ^ , 



Nach § 21 

(8) ist 






TtK' jtiv 

■ ie 0{v + iK'), 

nK^ Ttiv 

■ ie B.{v + iK'). 


'ö’oo ^2^’ — ®(v K), 

(ttW' ~ “t“ 


(3) 

Ferner : 

(4) 


wonach, mittels der Formeln (3), (10), (15) des Yorigen Para- 
graphen und (5), § 23: 


V^'-Ä 
^ ~ ®(Ä)’ ^ @{Ky 


(5) @{K) 


=i/¥. ®(»)=y^. 


H'(«) 


®(r) 
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§ 44. 


( 6 ) 


y>c sii'ü, 


cn^;, 


H{v) 

&(v) 

H(v 4- S) 

@(y) 

&(v + K) 1 , 

@ (v) 

Die Fuuktionen ®, H liaben, wie aus (3) leicht folgt, die 
durch die folgenden Gleichungen ausgedrückte Periodizität: 

@(ü 2nÄ') = ®{v), 

(7\ n^TtKf Ttinv 

®(ü-)“ = ( — l)”e ^ ^ ®(^)) 

H{v 4- 2nZ) = (— l)”ja(«), 

n'^nK' Ttinv 

H{v + 2niK^) = (— l)«e ^ ^ H(v). 

Es ist bisweilen nützlich, die Gleichungen (3), (7), (8) 
folgendermaßen zusammenzufassen : 


n'^Tti X' Ttinv 

(9) + niK^) = 

worin, wenn n gerade, ^ und W beide gleich 0 oder beide 
gleich JJ, wenn n ungerade, 0 = 0^ W = E oder 0 r= jff, 
^ = ® zu setzen ist. 

Aus § 22 (2), (4) ergeben sich die Additionsformeln: 


02(O)0(i( + v)0{u — v) = — E^{u)E^^(v), 

^ ^ 0^ (0) jEZ(^t v) eIu — v) = (u) 02 (v) — 03 (it) E^ (v)^ 
wofür man auch schreiben kann: 


fll) + ^)^(^ — 'y) = 02(tt)02(>y)(l — ;c“sn2^(sn2?;),. 

03(O)77(^t -f- v)E{u — v) = 03(tt)@2(tj)^(sn2t(, — sji‘^v). 

Wir gehen nun dazu über, die Satze über die 'O’-Funktionen 
auf die ellij;)tischen Funktionen zu übertragen und beginnen mit- 
dem Additionstheorem. 


§ 44. Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 

Aus den vier '9' - Funktionen lassen sich im ganzen zwölf 
Quotienten bilden, die nach § 42 durch elliptische Funktionen 
ausdrückbar sind. Bildet man diese Quotienten für das Argument 
u u, so kann man diese nach § 22 durch '^'-Funktionen von u 
und von v einzeln, also auch durch die entsprechenden ellipti- 
schen Funktionen darstellen, und zwar immer so, daß der Nenner- 


Additionstheorem der elliptischen Funktionen. 


143 


nur Quadrate von ^ enthält, also rational durch sn^t? aus- 

gedriickt wird. Nehmen wir, um ein Beispiel durchzufiihren, die 
Formel (5), § 22, und dividieren sie einmal durch (1) und dann 
durch (4) (indem wir das erste Mal in (5) ^ in — o verwandeln), 
so folgt: 

'^11 "4“ 

'^00 H“ '^) 

_ -^00 (u) (it) O’o, (v) -^10 (v) H- -^01 (^0 -^10 C^O -^oo (^) (^) 

^10 ^ 00 
'^01 

^ 00 (^) 11 (tQ '^01 '^lO (^) '^Ol ('^) '^lO (^0 "^00 ('^) *^11 (^) 

1 '^ü 1 C'^) *^0 1 W '^1 1 (^) 

und wenn man v ersetzt durch v:2K^ so kann man 

nach § 42 (10) alles durch elliptische Funktionen ausdrücken. 
Man erhält so 

sn ('tt v) dn^tsn^^cn^ - f dn^?sn-^;cn^t 

dn(tt -f- ^;) dn^^tdn^^? ^ K^^sn^usn^v^ 

dn(tfc v) dn^^sn^6cn t; — dnt?sn'?;cn i6 

^ sn (i^ -f- -y) " su^u — sn^'y 

Auf demselben Wege erhält man aus den Formeln (6), (3), 
(4); (7), (2), (4); (8), (2), (3); (9), (1), (2); (10), (1), (3) des § 22: 


cn 2 ii cn'*^ V — gxi 2 ^ .y ’ 

cn^tsnwdnt? — cn'ysnydn^t 
sn^u — sn^^ ’ 

sn?icnt>dn^; -|- sn'ycnwdntt 
1 — jt^sn^ttsn^^ ’ 

sn^t cnt>dn^ — mvonudinu 
m^u — sn^-y ’ 

c ni^cn^ — snt^snt?dnt^dn^ 

^ 1 — jc^sn^ttsn^l; ’ 

cn ifc cn ^ -“l- sn w sn z; dn w dn V 
cn^tfcn^-y — 

änuin v — sn^ cnt^cn^ 

1 — -jcSsn^^^sn^l; ’ 


(3) 

sn {u v) 

cn (u -]- v) 

(4) 

cn {u v) 

sn (^t + 'y) 

(5) 

sn (u v) = 

(6) 

1 _ 
sn {u v) 

(7) 

cn (u v) — 

(8) 

1 _ 
cn(t^ + 'y) 

(9) 

dn(t^ v) = 
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( 10 ) 

( 11 ) 


1 -)- ^Ssn^esn-ycnttcni; 

dji(u “)- ^;) in^uän^v -f- 5 ^^ ^'23112^^112^3 ’ 

dn(tt 4~ '^) dnttdn^^cnwcn^; -)- 

cn (u -)“ v) — %'^siol^u sn^t; 


cn(w + 'y) dn^^dn^cn^^cnt? — ^c'^sn^^sn^ 

^ dü (u + -y) dii2|^dii2^; ic^yc'^sn^iiBn^v * 

Man kann noch mannigfache andere Formeln auf dieselbe 
Weise herleiten, unter denen wir die folgenden drei anführen, die 
sich durch Diyision von § 22 (4), (3), (1) durch (2) ergeben. 


(13) 


sn (u -f- sn (u — v) 


sn2^ — sn2^ 

1 — 5i;2ns%sn2tJ ’ 


(14) cn (u + v) cn (u - v) = - >^'°sn%snH' 

1 — %^m^usxi^v ’ 

(15) dn(M 4 - v) dn(« — v) = +.;c2;t'asn%~snat; _ 

1 — »c^sn^itsn^v 

Die mchtigsten nnter diesen Formeln sind (5), (7), (9), aus 
denen sich, wenn auch durch weitläufige Eechnungen, die übrigen 
alle herleiten lassen. Der Übersicht halber setzen wir sie noch 
einmal her: 

sn (u -4- v) — sPMcn^;dnu + snucnwdnw 
1 — »2 sn^M sn^u ’ 

(16) cnOu 4- 1 ;) = — snwsnudnMdnu 

1 — 3c“ sn^Msn^® ’ 

dn(M 4- 1 ;) = — x^snMsnycnMcm; 

1 — K^sn^Msu^u 

Indem man je zwei dieser Gleichungen kombiniert, kann man 
ihnen unter anderen die Formen geben: 

cn(tt 4* ®)dnMdnt: — dn(tt 4 ®)cn«tcn« = — »«'^snttsnt; 

(17) «)snMcnu — sn(tt + «)dnt6 = — cnMsn«;, 

sn («. 4- u) cnu — cn (w + v) sn« dnr = dn« sn?;, 

cn (t( -j- u)cnM 4- sn (m 4“ 'i’)snMdn'r = cn®. 

Wir wenden die Formeln (16) zunächst an zur Feststellung 
der Periodizität der elliptischen Funktionen, die sich natürlich 
auch aus § 21 herleiten läßt. Setzt man in (16) v = + jr 
® = Z" 4“ iK\ so folgt aus § 42 (16): ' 
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sn(«±X) = ±^, 

( 18 ) cn(«±Jr) = +^, 

äniu±X) = ^, . 

sn(» + z + iiro = ii^, 

(19) Ce(« + Jf+iZ) = — — 

, , I TT I -TrA «k'sum 

dn(u + X + ^X) =-^, 
und wenn man in (19) u m a — K verwandelt: 

sn (u -|- iK') == — — — , 

' oi mti 

. , . -r^/x ^ dn 10 

(20) + = -7-i5I¥’ 

dii(« + ir') = -*SJ- 


1 

dntt 

% 

cnM ’ 

i yJ 

' 1 

y 

cnt^' 

ivl 

snu 


JL ^ 

sn it ’ 

^ dn^& 
>c snt& 


Die Formeln (20) zeigen, daJ3 die drei Funktionen sn^f, cnit, 
dntt für u — ilC unendlich werden. Bildet man die Quotienten 
je zweier von ihnen, so folgt: 


,. sn^t 

lim = ^ 

cntt 

, . sn 

lim -3 — = ^ 
dn^6 


für u = 


Mit Hilfe der Eelationen (18), (19), (20) kann man aus jeder 
Additionsformel drei andere ahleiten, indem man u durch u 

KJ^ iK\ u-\-iK^ ersetzt, also die Vertauschungen macht, 
die in folgender Tabelle zusammenges teilt sind: 


BUU^ 

cnw, 

dnu^ 

onu 

— y' smo 


dnt6 ’ 

dmo ’ 

dnw ’ 

1 dn^t 

iy' 

iy' snu 

y cmo^ 

y omi ’ 

cnu ’ 

1 

— ^dnw 

— icnu 

3t snw ’ 

We b e r , Algebra. III. 

3csn^t ’ 

sn«^ ’ 
10 




9 
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und dieselben Vertauschungen ^uch auf sn(tt+;t?), cn(Hdi'y), 
dn(w4: i;) anwendet. ’So ergeben; sich z. B. die zwölf Formeln 
(1) bis (12) aus den drei Formeln (16). 

Wendet man diese Vertauschungen auf die Relationen (18), 
(19), (20) selber an, so ergibt sich: 

sn {u -f 2K) = — sn^^, sn {u -f“ = sn«^, 

(22) cn('ii + 2JV) = — cnn, cn(w -f“ S^^jST') = — cnw, 

in(ti + 2iK') = — ämt. 

Die gemeinschaftlichen Perioden dieser drei Funktionen sind 
also 45", 4i-Sr'-, außerdem hat aber snu die Periode 2iK\ 
dn ?t die Periode 2K, cnu die Periode 2X-f- 2iK'. 

Wir geben nur dem Satz über 0- Funktionen (§ 21) einen 
anderen Ausdruck, indem wir den folgenden Satz aussprechen: 

Jede doppelt periodische Funktion Yon v mit den 
Perioden 2 iT, 2iK[ (die überall den Charakter einer 
rationalen Funktion hat) ist, wenn sie eine gerade 
Funktion ist, eine rationale Funktion yon sn^t?, und 
wenn sie eine ungerade Funktion ist, das Produkt von 
snycn^dn^ mit ei^er rationalen Funktion von sn^t;. 

So kann man jeden Satz, der sich auf homogene Funktionen 
nullter Ordnung von O-- Funktionen bezieht, in einen Satz über 
elliptische Funktionen verwandeln, und erhält daraus wieder ent- 
sprechende Sätze über elliptische Integrale. Man erkennt sofort, 
daß die Additionsformeln (16) keine anderen sind, als die For- 
meln (17) des § 13 im ersten Abschnitt. In derselben Weise liefert 
uns die Transformationstheorie der ^-Funktionen eine Lösung des 
Jacobischen Transformationsproblems der elliptischen Integrale, 
wie wir es im § 8 dargelegt haben. 

Wir wollen dies an den beiden Haupttransformationen zweiter 
Ordnung nachweisen, die wir im § 32 ebenso wie im § 9 als 
Gausssche und Landensche Transformation bezeichnet haben. 
Nach § 32 ist für die Gausssche Transformation 


(23) 


^00 (O, -^) (ü, -|) W ’ 

v) _ 2»,o»oo 2v;r 

^oo(o, 1+«’ 


(24) 
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( 25 ) (o, I)' = = (1 + «) »Io- 


Nach § 42 erhalten wir also eine Beziehung zwischen ellip- 
tischen Funktionen mit zwei Yerschiedenen Moduln, und es ist, 

wenn X, L, U aus durch die Vertauschung 

hervorgehen, nach (23), (24), (25) 


(26) L = (1+«)X, i' = (l + «)Z' 

(27) sn[(l + ^).., A] = 


wenn der Deutlichkeit halber der Modul unter dem Funktions- 
zeichen sn als zweites Argument mit aufgeführt ist. 

Für die Landensche Transformation ist 


Ü’ii (2 u, 2 Gj) _ -^10 (^0 ^11 (^) 

'ö’oi (2 ii, 2 0?) ~ O’oo (^t) d'oj (ti) ’ 

^01 (0,2 03)2 _ 2d'oo^oi _ 2]/^ 

^00 (0, 2«)2 - ^1, “ 1 + 

2 '^00 (Ol 2u)) = (1 

daraus, wenn L' durch die Vertauschung (o, 2 a)) aus 

%, jBT' entstehen: 


(28) 

(29) 



2 Vst' 

1 +■%•' 


yi = 


% 

1 + 



2L — (1 -j- i<-')K, 

sii[d -|- x')v, A] 


L' = (l^n')K\. 

(1 -f- %') sn-ü cu'y 
dn^ ’ 


und in (26) bis (29) erkennt man nach § 42 die Formeln (2) 
und (4) des § 9. . . 


§ 45. Die lineare Transformation der elliptischen Funktionen. 

Die Einwirkung der linearen Transformation auf die ellip- 
tischen Funktionen übersieht man am besten aus der Darstellung 
durch die ^-Funktionen. Man erhält, aus (4) oder (10), § 42 und 
den Formeln (4), (6) des § 37: 


10 * 
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CO. 2Kii 6{u) 

sn = — 7 ~x , 

g)i ^01 (^0 

« <=^— = 5;:^’ 

, 2Ku öoo(«) 

ojj Öoi(«) 

oder auch, indem man von der Homogeneität der e- Funktion 
Gebrauch macht [§ 37 (8)]: 

ö(v, 2K, 2iK') 

6,,(v, 2 K, 2 iK'y 

f2) cn^; =: ; r» n » 

^ ^ öoi(^5 ^K^^iKy 

ööi(^7 2ir, 2^x0 

Die auf der rechten Seite von (2) vortommenden ^-Funk- 
tionen hängen nur von den "beiden Variablen -y, o ab und es 
kommt zunächst darauf an, die Änderung dieser Funktionen bei 
Anwendung der Fundamentaltransformationen 

(gj, o -f- 1), {m, — i) 

zu bestimmen. Wegen 

7t&l^=2K, 2iE' = 2mK 

erhält man aus § 31 (6) und (11) die entsprechenden Änderungen: 
G), 2K, 2iK', %, 

co + 1, 2%'K, 2^'{K+iK% % 1, 

yC 5v 

-i, 2Z', 2tE, < X. 

Setzt man für den Augenblick: 

f{%G>)=.0(v,2K,2iK% 

so ergibt sich: 

f(v, ß 4- 1) = tf [d, 2 ii'Z; 2 5«' (Z 4- i Z')] 

= ff(ü, 2x'Z, 2%' iE') [nach § 36 (7)] 

= 2*Z'^ [nach § 37 (8)], 

= <^(^>2Z',2iZ) 

= c(v, —2 iE, 2E') [nach § 35 (7)] 

= — i6(iv, 2Z, 2 iE') [nach § 37 (8)], 


Die lineare Transformation der elliptischen Funktionen. 


149 


und wenn man für die drei übrigen <?- Funktionen das ent- 
sprechende macht und § 36 (7) berücksichtigt, so erhält man die 
folgenden zusammengehörigen Vertauschungen: 

£0, ö(»), öoo(«), doi(«), Öio(t>), 

(3) m + 1, 6m (J), 


— — , —i6(iv), 6oo(t«), 6io(i®), 6oi(it;), 

worin die Perioden 2K^ 2iK' sind. Daraus folgen nach (2) die 
beiden ersten linearen Transformationen der elliptischen Funk- 
tionen : 


dii(^jc'ü, = -x”' 

\ v! j dn-y 

.. . sn-ü 

sn {%v. v:) = ^ , 

^ ^ cnis; 

(5) cnri-y, %') = ■ ^ , 

w A ^ 

dnuy, %') = 

^ cn -y 

Die erste Formel (5) zeigt nach § 44 (21), daß sn('y,jc') = 1 
wird, wenn y = jE' wird. Daraus ergibt sich nach § 42 (17) die 
zweite häufig gebrauchte Darstellung für 

re) K' = \ f -y-: 


' 2J yg(i_ J)(i_x' 2 g) 

0 

Aus (4), (5) erhält man die übrigen Fälle der linearen Trans- 
formation durch wiederholte Anwendung. Setzt man in (4) iy, 
an Stelle Yon y, % und wendet (5) an, so folgt: 


%% \ 

1 . sny 

% / 


i%' \ 

1 _ ■ 1 

% ) 

dny 


1 cny 

% ) 

dny 
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Ersetzt man umgekehrt in (5) durch , — und 

oc % 

wendet (4) an, so folgt: 

f . . 1 \ . , sn^ 

\ %' / cn ^ ’ 

( s ) ™ 4 -) = -^1 


cn (in'v, 1) = 
dn (i%'v, 1) = 


Ersetzt man hierin wieder v durch iv und durch % 
und wendet (5) an, so findet man: 


sn( — j = jcsni;, 


onioiv^ 


&n.[%v, — j = cn?;, 


womit die sechs Klassen der linearen Transformationen erschöpft 
sind, da eine noch häufigere Wiederholung zu keinen neuen 
Formeln Anlaß gibt* 

§46, Die Weierstrasssch© ^-Funktion. 

Die linearen Transformationen der elliptischen Funktionen 
legen es nahe, eine elliptische Funktion zu suchen, die, wie die 
6 -Funktion selbst, den linearen Transformationen gegenüber un- 
veränderlich ist. Um eine solche Funktion zu bilden, setzen 
wir zunächst die Gleichungen (1) des vorigen Paragraphen in 
folgende Form: 


1) 

1) i 

1 

o 

- M 

cn?; 


0{U) 


sn?; 

11 W 

|‘s 

Öoo(m) _ 

cq 1 
1 

dn?; 

6 (tc) 


sn?; 

Ijl 

< Q 

0 

1 

- M 

1 

i i . 

II 


sn?; ' 

iijl worin zur Abkürzung 


i (2) 

V = 

2irt( 







gesetzt ist. Hieraus schließt man mit Hilfe der Eelationen 
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GTi^v =1 — sn^'y, dn2^ = 1 — . . 

^0] ('^O ^10 OO 

gpl W _^00_W ^ 

co'l 

Es lassen sich daher drei von unabhängige (also nur von 
cöi, £»2 abhängige) Groben 62^ Cg so bestimmen, daß 

00 4_ ß (^) lg— ^01 W ! g . /.A - 

^ (it) ' ^ (52 ^ (52 “TS p \ h 

worin p(it) eine durch (3) neu definierte, doppelt periodische 
Funktion ist. Die Gi^ößen 61, 621^3 können irgend welche sein, 
wenn sie nur den Bedingungen 


genügen. Es steht uns also frei, zur völligen Bestimmung der- 
selben noch die Bedingung 

(5) Cj -)- ßg “h ^3 = ß 

hinzuzufügen. Dann ergeben sich für folgende Aus- 

drücke : 

4:K^ 1 4- 5c'2 
— "TTF o 1 



3 ’ 

4Ä2 

yj 2 ^2 


3 

4 Z 2 

1 “f- 


Die Funktion 'p (u\ welche die Perioden cog besitzt, wird 
hiernach durch (1) ausgedrückt: 

.7. / X _ M 1 

(X)f Ksu^v 3 /* 

Die Funktion p (it) hat die gewünschte Eigenschaft der ün- 
veränderlichkeit bei linearen Transformationen, wie man aus dem 
Ausdruck 


( 8 ) 

erkennt. 


g- ^ooW ~l” ^oiW ~l~ ^10 (^) 

^^^^”'3 0 ^{u) 


Infolge von ( 3 ) vertauschen sich die ßi, ßg? ^3 bei einer linearen 
Transformation in derselben Weise wie die (joo? <^oi 5 
metrische Funktion derselben ist daher bei einer linearen Trans- 
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formation ungeändert und wird eine Invariante genannt. Es 
gibt deren, zwei fundamentale, die wir mit bezeichnen: 

(9) ^2 = — ^ (^2 ^3 + + h ^2) = 2 (ef -j- -)- e.f) 

64 ZS. . „ 


9 z — ^2 ^3 


3 ^ 

28 Z« 


^(1 — * 


(2 --f“ 


und wir fügen noch die unter dem Namen der Diskrimin ante 
bekannte Funktion bei: 

(11) G = («2 — e3)H«3 - — 62)" = {q! — 27 (/I) 

OJ, 

wofür nach § 43 (3), (15) und § 34 (2) auch gesetzt werden kann: 

(12) G = 

p{^)i 9ii ht ^ sind homogene Funktionen, wie folgende Eela- 
tionen zeigen, worin X ein willkürlicher Faktor ist. 

^(4«, -itDi, AtOa) = p{u^ »1, 022)1 
p’{Xu, Aoi, Aoa) = X-^p'{u, Oi, Oa), 

(13) 5^2 (^®ll ^ 022 ) = ^~*^2(®ll 0 ^ 2 ), 

<73 ( 4 Ol, 402) = 4-6^3(01, 02)1 

(?(4oi, 402) = 4-i2C;(cji, (öjj). 

Setzen wir, wie in § 45 (2) 

®i = 2Z, 02 = 2iZ', 

so wird 


1 + >C'2 

3 ’ 


X'ä k 2 


(14) 4 , 4 

5-2 = 3(1 — 2c2%'ä), — —(«'2 _ ,j2)(2 ,«25('2)^ 


Wenn wir Oj aus den allgemeinen Ausdrücken (9), (10), (11) 
li'21 5'3 i G eliminieren, so erhalten wir homogene Funktionen 
nullter Ordnung, also Funktionen von o allein, die bei linearen 
Iransformationen ungeändert bleiben. Solche Funktionen 
smd gl G, gl'.G. Wir heben unter diesen Funktipnen, die sich 
alle aufeinander zurückführen lassen, eine hervor, die wir mit 
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j((X)) ■bezeichnen und schlechtweg die Inyariante nennen und 
so definieren: 

(15) ^(«) = 2- 


(15) i(ra) = 2s 

woraus wir erhalten: 

4.27(7| 


4.27.27^1 


J(c5) — 27.64 


64 ■ (2 + (x'g — 


Als Funktion Ton betrachtet, hat die Funktion j(p) die 
Eigenschaft, ungeändert zu bleiben, wenn durch einen der 
sechs Werte 

^2 jc'2 J_ 

ersetzt wird. 

Wenn wir nach (7) den Differentialquotienten der Funktion 
p (li) bilden, so erhalten wir 


\ IßK^ cnvdnv 

(17) p'iu) = 


,goo(tOgio(M)doi(tt) 


FW— sn^v “ " Ö(t0* 

und daraus nach (3): 

(18) p'(uy = 4 [p (u) — e{}[p (u) — ea] [p (u) — fig] 

= 4 F (ti)« — (/2 p (u) — ffs, 

oder endlich 

d CO 

(19) du = I ' 

—[/2 p — 

woraus man ersieht , daß die Funktion p (u) in derselben Be- 
ziehung zur Weierstrassschen Normalform des elliptischen Diffe- 
rentials steht, wie die Funktion sn-y zu der Legendreschen. 


§ 4:7. Die elliptischen Transzendenten zweiter Gattung. 
Jacobi hat als Transzendente zweiter Gattung die Funktion 

( 1 ) z(v) = ^ = 

^ ^ ^ 0(v) dv 

eingeführt. Die Beziehung dieser Funktion zu den elliptischen 
Integralen zweiter Gattung ergibt sich aus der Formel (16) des 
§ 23, wobei gleich bemerkt sei, daß ganz ähnliche Betrachtungen 
an die dortigen Formeln (15), (17), (18) anzuknüpfen wären, die 
aber nicht zu wesentlich neuen Kesultaten führen. 
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Setzen wir dort v:%K an Stelle Ton v, so ergibt sich aus 
§ 42 und 43: 


Wir setzen 


(31 

und erhalten durch Integration von' (2) 


cZlog0(?;) 

dv 


= Z(v) = -^v-\-\ 

t 


Axi^vdv^ 


oder indem vdr 


V 

m = I 


dim^vdv 


setzen : 

(5) Z{v) = E{p) — = dn^u — A. 

Die Funktionen 0 (v) und (^{v K) sind gerade Funktionen 
und daher ist 0'(O) und &{K) = 0. Wenn wir also in (5) 
r = K setzen, so folgt: 

K 

(ß) E — [ 


Führt man noch für dv das Differential 
1 dl 

ein [§ 42 (8)], so erhält man für E{v) ein elliptisches Integral 
zweiter Gattung (§ 11): 

(7) E{v) = i f 

VS(1-S)(1 

0 

('S! R = i f — ’‘H) 

0 

wo .letzteres Integral in demselben Sinne zu nehmen ist, wie 
§ 42 (17). 


Die elliptischen Transzendenten zweiter Gattung. 
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B{v) und Z{v) sind ungerade Funktionen des Arguments. 
Aus dem Additionstheorem der ©-Funktion [§ 43 (11)] ergibt 
sich durch logarithmische Differentiation: 

rvr s \ \ rzr X 2 suH’ SU ^6 CU du 

(9) Z(. + .) + ^(«-«)= 2.Z(«)-' . 

/^z I \ /7/ N o o'/' \ 2;c2gn2^tsn?;ciit7dnt' 

(10) Z(. + »)-Z(..-..) = 2Z(.)- ■ 

Hierin kann Z auch durch E ersetzt werden und durch 
Addition ergibt sich [§ 44 (16)]: 

(11) E(yi) -l- E(v) — E(ii t;) == x2snt6sn^sn(i(r 

Hieraus erhält man die Periodeneigenschaften der Funktion 
JB(tt), wenn man v — + li^ K iK^ setzt. Man kommt aber 
auch auf folgendem Wege dazu. 

Aus der ersten Grleichung § 43 (3) folgt: 

d log H(y) ^ , iTt 

und demnach, aus § 43 (6) und § 42 (11): 

s , cnvdn® iic 


Z{v = Z(v) + 

Z{v + Z) = Z(v) — 


sn ® cn ® 


und wenn man in der ersten dieser Formeln v — K setzt: 

(13) ■ •^(^+iZ') = -^* 

Durch zweimalige Anwendung der Formeln (12) [mit Rück- 
sicht auf § 44 (18), (20)]: 

Z{y-^^iK^ = Z{v)-^^, 

Ziy 4- 2Z') = Z(v). 

Überträgt man diese Gleichungen auf die Funktion jS(v), 
'so folgt: 


E(v-\-iX') =FJ(®)-f — 

Z(v -i-K) , = E{y) E 


)dn® , iEK' 


E{v + 2iK') = E(v) + ^ 
E{v -f 2 Z) = E(v) + 2E. 


_ x2sn®cn« 
du® 

2iEK' in 
~~K Z’ 


( 16 ) 
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Vierter Abschritt. 


Wenn wir in (15) v = K setzen und eine Größe JE' durch 
die Gleichung definieren: 

(17) JE{K + iK') := JE — E'), 

so erhält man die unter dem Namen der Legendreschen Rela- 
tion bekannte Formel 

(18) ER' + RE' — RR' = 

Die Bedeutung der Her eingefülirten Größe E' erkennt man, 
wenn man die Legen dresche Relation auf einem zweiten Wege 
ahleitet, mit Benutzung einer der linearen Transformationen, 

Es ergibt sich, wenn man in § 31 (11) setzt: 

V i K* u 

^ = 2R' “ “ T"’ rä ■“ 

nach § 43 (1), (4): 

(19) iEe~^ @ (iv, %') = iR'Hiy -f JF), 
und daraus durch logarithmische Differentiation 

(20) tZ(iv,x) — 

oder nach § 43 (6) 

rx I N { ^^logcn^; 

( 21 ) dv 


Es ist aber nach (5) 

. dZ(iv^ %') 


— dn^ (i^J, %*) + 


wenn jetzt E' die Bedeutung hat: 




also aus E durch Vertauschung von % mit hervorgeht. Setzt 
man aber in (21) -y = 0, nachdem man zuvor differentiiert hat, 
so ergibt sich wiederum die Relation (18), woraus folgt, daß E' 
beide Male dieselbe Größe ist. 

§ 48. Die elliptischen Transzendenten dritter Gattung. 

Wenn wir die Formel (10) des vorigen Paragraphen: 

&{u -|- v) — v) <o 7 (,\ 2%2sn2^^sn^cny dni; 

&{ii -f- v) S{u — v) Vv 
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§ 48. Die ellix^tischen Transzendenten dritter Gattung. 


in. bezug auf integrieren, so folgt: 


(1) 


1 ®(u-v) 

2 ^ v) 


u 


-j“ uZ(v) = 

V 


sn2^fc sn^;cn^; dn?; 
1 — :^t2sn2^(. sn^^? 




0 

und wir können noch die auf gleiche Weise [aus § 43 (11)] her- 
zuleitende Formel: 


( 2 ) 


1 iQ. 

2 ° H(v + u) 


U 


-1“ uZ(v) — 

« 


snv Gnv dnvdu 
— sn^-y 


0 

hinzufügen, die übrigens auch aus (1) abgeleitet werden kann. 
Wir setzen nun mit Jacobi 


( 3 ) 


M 



sn2 ii sn ^ cn ^ dn 'y 
1 — 


du^ 


und nennen 11 (u^ v) die Transzendente dritter Gattung mit 
dem Argument u und dem Parameter v. Ersetzt man d%{, durch 
den Ausdruck: 

2y£(i-D(i-»‘^e) 

und sn^it durch so ergibt sowohl (1) als (2) ein elliptisches 
Integral dritter Gattung, wie wir es in § 11 kennen gelernt haben. 
Aus (1) folgt zunächst 

(4) v) — uZ{v) = %i) — vZ{u\ 

oder der Jacobische Satz über die Vertauschung yon Argu- 
ment und Parameter. 

Die Funktion verschwindet, wenn v = K oder 

V = ist, weil für den ersteren Wert cn^, für den 

zweiten dn^; gleich Null ist. Setzen wir daher diese Werte für a 
in (4) ein, so folgt 

n{K, v) = KZ{v) 

n{KJri -K', v) = {K-{- i K') Z{v) + 47, (13)], 

wodurch die vollständigen Integrale dritter Gattung auf die 
zweite Gattung zurückgeführt sind. 

Wir wollen noch das Additionstheorem der iT- Funktion ab- 
leiten, das Jacobi in den Fund, nova art. 53 — 55 1 ) in ver- 


C. G. J. Jacobi s gesammelte Werke, Berlin 1881, Bd. I, S.204. 
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Vierter Abscbnitt. 


§ 48. 

schiecleBen Formen gibt, die nur mühsam aufeinander zurück- 
führbar sind. Zunächst erhalten wir aus der Definition (1), wenn 
wir den Parameter jetzt mit a bezeichnen: 

n (li -f- % a) — n a) — U (^, a) 

(6) 1 0 {%i V — > a) 0 {%i a)® (v -f- 

= 2‘°g¥ ö 7- + » + 0) »(■■ - <0 - «) ■ 

und es handelt sich noch darum, den unter dem Logarithmus 
stehenden Ausdruck durch elliptische Funktionen darzustellen. 

Dies geschieht zunächst leicht, wie an der erwähnten Stelle 
der Fundameuta, mittels der Formel [§ 43, (11)]; 

@2 (0) 0 [ii -j- y) 0 (ii — 'y) = 02 02 ('y) [1 — sn2 %i sn^ 'o\ 

wenn man darin für v setzt dr c/, y + n, dann i a, u v:^ cl 
Man erhält so: 

02 (Oj 0 -(- y ib 2 a) 0 (w — y) 

= 02('?t ±_ a) 02(y J: a) [1 — (u + a) sn2(y + a)], 

02 (0) 0 (it -|- y + 2 a) 0 (u y) 

= 02(a)02(tt ^ i — %2sn2asn2(t^ + y it a)], 

woraus folgt: 

®(u 4™ y — a)0(u 4” a) 0(y -4 d) 

(7'^ ® 0^ -\- V ci)® — d) ®{v — d) 

^ 1 / [I — sn 2 {u — a) sn 2 (y g)] [i ^ ^ sn 2 g sn^ (^6 4 ^ y 4 - a)] 

*r [T— %2 sn 2 (u + a) sn2 (y + a)] [1 »- 3 ^ 2 sn 2 a sn^ \u\-v~a)] , 

Einen zweiten Ausdruck erhält man aus der Additionsformel 
(13), § 22, die man so darstellen kann: 

0 (0) 0 {\i + a) 0 (y + a) 0 (t^ 4" ^) 

= ®(%i) ® (y) 0 (aj 0 4“ y + a) [1 + sn a sn u sn y sn (tt 4" ^ i ^)]? 
woraus durch Division: 

/■g^ ’d) ®{u-\- a) 0(y4-a) l+%2g2i^S]i-^^gj2^sn(^t4‘y4'^) 

®(u-l-v-j-a)®(tc — a)®(v — a) 1 — 5c2snasnttsnysn(it-|-y-- ay 

Jacobi gibt noch einen dritten Ausdruck für die ©-Quo- 
tienten in (6): 



)sn2i 

(4-”+“) 

1 1 1 - SIl2 (4^) ' 


|l j 

su^l 

^^fc4-y \ 

V 2 


:“4-'+»)} 
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Die direkte Überführung der drei Ausdrücke (7), (8), (9) in- 
einander gelingt am einfachsten, wenn man yon der von Jacobi 
zuletzt gegebenen Formel ausgeht: 

1 — sn (a -{- it) sn (a — u) sn (ci -(- v) sn (a — v) 

(10) (1 — sn^ a) (1 — sn2 u sn^ v) 

(1 — sn2 a sn2 (1 — ^2 

Die Verifikation dieser Formel ist darum leicht, weil man 
mit Hilfe von § 44, (13) rechts und links rationale Funktionen 
von sn^-?!, sn2^ erhält, deren Identität unmittelbar ersichtlich ist. 

Ersetzt man in dieser Formel 


■it — V u -4- V . u 

2 ±“’ - 2 -’ 


so ergibt sich 




1 g]3L4 


, , Ju+V\ Ai—v 

1 — ;t2g;Q2/ \gn2 ^ 


1 — ^f:2sn2^- 


2 ±“A 






und wenn man die beiden hierin enthaltenen Formeln durch- 
einander dividiert, so ergibt sich die Übereinstimmung von (8) 
und (9). 

Setzt man in (10) -y = so ergibt sich: 

(11) 1— %2sn2(a-f ^fc)sn2(a — ii)=^ — j- 

Ersetzt man hierin 


zuerst durch 


sodann durch 


u V , 

2 ^ 

u V . 


-{- V 


so ergeben sich vier Formeln: 

1 — gii 2 a sn2 (it V + a) 


1 ;t2gii4 


■(“ 4 -'± 


1 — sn^ 


u-\~v 


4“ a ) sn^ 


u-\-v 


T ' 
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Vierter Absclinitt. 


1 — sil2 (u +: a) sn^ (y + a) 

1^1 — 

j^l — sn2 + a^ sn^ 

woraus sich die tTbereiustimmung von (9) mit (7) ergibt. 


§ 49. Die Transzendenten zweiter und dritter Gattung 
von Weierstrass. 

Es sind nun noch, die Transzendenten zweiter und dritter 
Gattung in der Weierstrassschen Form aufzustellen. Zu der 
ersteren gelangen wir ähnlich wie in § 47 durch zweimalige 
Differentiation von log(5(^.^). Es ergibt sich so aus 


'^11 


a (te) = Oj e "1 


log 0 {u) 2% 


log 0--, 


[§ 37, (4)], 


_ 29 ?i I »'^0 

(Ol ^00 


1 #;? 


^»0 


[§ 23, (18)] 


und also, wenn man den •Ö’-Quotienten nacli § 42 durch elliptisclie 
Funktionen und diese nach §46 durch die ^-Funktion ausdrückt: 

dnog0(u) ^ ^ , 

= A-p(u), 

worin A eine Konstante ist. Diese findet man aber, wenn man 
die Gleichung nach § 46, (8) so schi-eiht: 

ö"(u)<}(u) — 6'(m)ö'(m) = A6^(u) — |[62o (u) + (Jfi (m) + öf„ (m)]. 

Wenn man hierin zweimal difierentiiert und dann m = 0 
setzt, so ergibt sich ^ = O [§ 35, (12), § 37, (5), (7)], und wir 
erhalten : 

/'0^ d2logn(M) , , 

eine Formel, die bei Weierstrass zur Definition der o-Funktion 
dient. ^ 
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Wird also 


( 3 ) 


6'(u) 


ö(w) 


= e(M) 


gesetzt, so ist g (u) eine eindeutige Funktion von und zwar ein 
elliptisches Integral zweiter Gattung: 

— ^p(u)du — — J- 


(4) £ (it) 


[§ 46 . ( 19 )], 


worin die additive Konstante dadurch bestimmt ist, daß £(«t) 
eine ungerade Funktion sein muß. Die Periodizität der £-Funk- 
tion. ergibt sich aus den Perioden gleichungen der 0- Funktion 
■ [§ 35, (9)]: 

, . -j- ^l) — i (^0 = ^ '^1. 

£ ”1“ Öq) 5 ('^) == 2 '7^2* 

Es sind also und als vollständige Integrale zweiter 
Gattung (analog den JB, E^) dargestellt: 

M -|- üil tt + CÜ2 


( 6 ) 


2% = — 




5^2 


— ^p(u)di 


mit der der Legendreschen Belation entsprechenden Gleichung 

(7) ^10^2 — '^2 0^1 = [§ 35, (10)]. 

Um die Additionstheoreme für die Weierstrassschen 
Transzendenten zu bilden, gehen wir von der (5 -Funktion aus. 
Für diese erhalten wir aus '(l) mit Benutzung der Additions- 
formel für 'O’ii, § 22, (4): 

/oN öCu v)(5(u — v) , s . 

6(uy6)vy = 

daraus durch logarithmische Differentiation: 

p'(u) 


( 9 ) 


+ «)) + £(m — v) — 2 5(m) = 
i(u -\- v) — — v) — ^i{v) 


(10) i{u-\-v) 


p{u) — p{vy 

p{u)—p{vy 
§(«) + g(.)+^ ■ 


Hieraus leitet man dm*ch abermalige Differentiation das 
Additionstheorem für die ^-Funktion her. Man erhält aus (9) 
durch Differentiation nach u und v: 

Weber, Algebra. III. II 
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Vierter Absclmitt. 



§ 50. 


y)— 

2 p(m 4- d) — 2 p{u — v) 




p'(uy 


P (“) —p(‘>^) Lp («) — ^ 

[p(u)—p(^)]^’ 

p(»+^)+p(»—v)—2p(v)= 4- , 

» p(^) — p(^) ' [p(‘>^) — p (■>’)? 

und indem man addiert; 


4:p(u-j-v)—2p(u)—2p(v) = 


p'(iO-p'(v) Y 


p'Xu)-p'Xv) 

p(u)—p(v) 


Es ist aber 

p'(tiy = 4p(uy — ff2p(u) — 

p"(m) = 6p(uy — i(/2, 

p"{u) — p"(v) = 6[p2(M) — pi(v)], 


woraus man erhält: 


(11) ^ (.+..)+ p(») + p (,) = i 

in Übereinstimmung mit der Formel (21), § 13. 

Endlich erhält man noch durch Integration der zweiten 
Gleichung (9) in bezug auf u: 


( 12 ) 


ilogfc^ü) 

2""^ö(y 4- tt) 



p'{v)du 

~f{u)—p{vy 


wodurch ein Integral dritter Gattung vom Argument u 
und dem Parameter v durch die ö- Funktion ausgedrückt ist. 

Eine andere Form des Integrals dritter Gattung erhält man 
durch Integration von (10): 


(13) 


log 


g (u 4- v) 

0 (u) 0 (v) 



p'(u)~p'(v) ^ 

■ 


§ 50. Entwickelungen der elliptischen Punktionen. 

Setzt man in den Entwickelungen der Theta-Quotienten, die 
in § 26 abgeleitet und in der Tabelle II zusammengestellt sind, 
a = 0,^ so erhält man, wenn man zunächst die Formeln, die 
■8'u(a) im Nenner enthalten, wegläßt, die Partialbruchentwicke- 
lungen von zwölf elliptischen Funktionen; 


Entwiekelungea der elliptiselien Funktionen. 
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m2Ku^ 

Gn2Ku^ 

diTi2Ku 

1 

qii2Ku 

An2Ku, 

sn 2 Kii, ’ 

sn 2 K ’ 

sn 2 X« 

1 

BXi2 Ku 

dn2XM 

Q,n2Ku'^ 

m2Ku'' 

cn 2 Ku 

1 

^Ti2K%i 

cn 2 Ku 

dn 2 Ku ’ 

da2ZM’ 

dn2Xt( 

So ergibt sich aus 

der Formel. (2), 

Tabelle U : 




J—) 

% u q7n J 


— cotf^ Ttu + 4 sin 2 !7r ^6 x i — s— i 

^ ^ ^l — 2q^cos2nu-^q^^^" 

worin m die Reihe der positiven geraden Zahlen 2, 4, 6, 8, ... 
durchläuft. 

Es ist aber nach § 42, (4) 

'O’oo cn2 

W ^01 sn 2 Ku^ 

und daraus ergibt sich 


. .2Ecn.2Ku i . • n ^ 

. ^ jr sn 2 Ku ^ 1 — 2 cos 7t%i + 

Wenn man in der Formel (2) der Tabelle III das gleiche 
Verfahren anwendet, so erhält man: 

2Km<lKu , ,2^. . 

Hierin durchlaufen m und m/ voneinander unabhängig die 
Reihen der positiven geraden Zahlen, und es läßt sich die 
Summation in bezug auf m/ noch ausführen: 


% sn2JLW 


cotg 4sin2 — 


2KQn2Ku 


mm' 

2^2 


1 _|_ gw) 

1 g” 


-6 ./JL UU ^ J[l. ID , . U"'' 

(2) = cotgjr^t — 4 >,T-T — -miTcmii, 

^ ^ ?r sn 2 Kifj ^ 1 -f- 2 

Während aber die beiden ersten Formeln für alle Werte 

von u konvergieren, ist die Konvergenz der dritten auf das 

Gebiet beschränkt, in dem der imaginäre Teil von n absolut 

kleiner ist als der imaginäre Teil von co. Die Formel ist also 

für reelle %i jedenfalls gültig. 


11 * 


1G4 


Vierter Abschnitt. 


In der Tabelle IV sind die Entwickelungen für die 12 Funk- 
tionen ziisaminengesteilt. 

Unter den 16 Formeln der Tabellen 11, III finden sicli vier, 
die den Faktor 'fi’ii(a) im Nenner, enthalten, in denen man also 
nicht ohne weiteres a = 0 setzen kann. Es sind dies die 
Formeln (1), (5), (9), (13). Entwickelt man in diesen Formeln 
nach steigenden Potenzen von a, so fangen die Entwickelungen 
rechts und links mit an, und wenn man die von a unab- 
hängigen Glieder beiderseits einander gleich setzt, so ergeben 
sich die gesuchten Entwickelungen. 

Man kann etwa so verfahren, daß man in der Formel (1) 
a in — a verwandelt und das arithmetrische Mittel aus beiden 
Formeln nimmt. Dann hebt sich rechts das unendliche Glied 
1 : cotg % a heraus und links erhält man : 

^11 [^11 — ^11 (P — __ ^11 (^) f-- ^ _ .A 

auf der rechten Seite von (1) in Tabelle II ergibt sich: 


cotg 7CV — 4:i ^ 


^niv 


, I . sin 2 7CV 

= QoigTtv 4: ^ 

— 2g“cos2 3rv -j- 

und auf der rechten Seite der Formel (1) der Tabelle III erhält man 


cotgjru -|- 4 


- sinmrc», 


und wenn man noch die Jacobische JEf- Funktion einführt, 
und u für v schreibt, erhält man 

2K = cotg g M + 4 sin 2 M V iü 


= COtgJCM -(- 4^: 


; Sin m JIM. 


Auf der linken Seite steht eine Transzendente zweiter Gattung, 
die sich nach § 47, (12) durch die ^-Funktion ausdrücken läßt: 

— Z(2 Kii) -4- — ^ ^ 

® ' n sin 2 Ku ’ 

wofür man auch setzen kann : 

^7.ro. TT,.) I .^Iogsin2ilM 



Entwickelungen der elliptiscKen Funktionen. 
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In der Tabelle V sind die vier Formeln, die sich auf diese 
Weise ergeben, zusammengestelli Subtrahiert man die Formel (3) 
dieser Tabelle von den drei übrigen, so ergeben sich Entwicke- 
lungen für die logarithmischen Ableitungen der drei ellii^tischen 
Grundfunktionen, von denen wir die eine anführen wollen: 

dlogsn2Eu ^ d]ogsin^u (— 

^ TT du %du ' ^ — 2cJ'(iOs2Ttu-\-cf‘’‘ 


cnbgsinjTtt 
% d %h 


. ^ q^^sm2h7ric 

7 i = l ' 


Entwickelungen für die Transzendenten dritter Gattung 
ergeben sich, wenn man die Formeln der fünften Tabelle zwischen 
den Grenzen u -j- %i — v integriert Man erhält so z. B. aus 
der Formel (3) dieser Tabelle: 


,51 ii„ «Jasi=iäi-_4V 

' 2 * « [2 K{u + »)J ^ 


m{l — cf^) 


sin m % ii sin m % v. 


Setzt man in den Formeln der Tabelle IV und V u — Oy so 
ergeben sich die folgenden Entwickelungen: 


42-i- 


^ 1 


(— 1 ) 2 If- 
1 — (2« ’ 


1 — g” 


— 1 i_ 4 _ 1 4~y' (~0 ^ g" 

^ ^ -r ^ 1 ^ gm — / ^,2j 1 gn 

Endlich erhält man eine Entwickelung für das vollständige 
Integral zweiter Gattung E aus der Formel 

Z{v) = JE{v)^^v. 

Setzt man hierin nach der Differentiation v — 0, so folgt: 

^'(0) = 

und mithin nach der Tabelle V, Formel (3): 

m 

-rr ^ g” ^ 

K ^ (1 — q”y K ^ i — q’»' 



Fünfter Abschnitt. 

'Die Modiüfunktionen. 


§ 51, Die elliptisohen Differentialgleichungen, 

Die bisher definierten elliptischen Funktionen sind Funktionen 
der beiden Variablen co^ und die Moduln x', ferner j{co), 
jBT, Jf' sind von dem Periodenverhältnis co, das einen positiv 
imaginären Bestandteil haben muß, abhängig. Ebenso ist die 
Funktion p(u) eine Funktion der drei Variablen cdi, co^ und 
die Invarianten sind von (»i, «2 abhängig. Die Aufgabe 

der Umkehrung der elliptischen Integrale, wie wir sie in 
§ 14 formuliert haben, setzt aber voraus, daß in den elliptischen 
Funktionen «2 (oder bei der Weierstrassschen Normalform g^^g^ 
beliebig gegebene Werte haben, und die vollständige Lösung 
dieser Aufgabe verlangt also, daß nicht c?, sondern (bzw. ^21 9 z) 
als zweite unabhängige Variable auf tritt, und daß o durch diese 
ausgedrückt werde. Dieser Aufgabe werden die nächsten Be- 
trachtungen gewidmet sein. 

Wir gehen aus von der Aufgabe, ein System von Differential- 
gleichungen, welches wir das der elliptischen Differential- 
gleichungen nennen, zu integrieren: 

d(ß 

= 


( 1 ) 



Tv = 

unter den Nebenbedingungen: 

(2) für = 0 soU a; = 0, 2/ = 1, ^ = 1 sein. 




Die unabhängige Variable x*. 
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Wir haben im vorigen Abschnitt gesehen, daß, wenn 


ist, diese Aufgabe durch. die elliptischen Funktionen gelöst wird, 
und zwar in der Weise, daß a;, t/, z in der ganzen i;- Ebene ein- 
deutige und, außer wo sie unendlich sind, stetige Funktionen 
von V werden. Ist nun aber gegeben, so entsteht die Frage, 
ob es zu jedem Wert von einen der Bedingung (3) genügenden 
Wert von m gibt und ob es mehrere solche gibt. 

Wir beweisen zunächst, daß durch die Differentialgleichungen (1) 
mit den Nebenbedingungen die Funktionen z eindeutig 
bestimmt sind. 

Es ergibt sich zunächst aus (1), daß 2/^? 4“ 

konstant sind, und aus den Nebenbedingungen folgt: 

( 4 ) 2 /^ = 1 1 = 1 — x\ 

Angenommen, es existiere ein zweites System denselben Be- 
dingungen genügender Funktionen so ist zunächst 

yl = 1 — xl, zl = \ — 
und eine einfache Differentiation ergibt, daß 

xy^^^ — x^yz 


XJj^ 

1 - 


x'^ xl 


konstant ist. (Das Additionstheorem der elliptischen Integrale, 
aus dem man die Form dieses Ausdruckes erhält, wird unmittelbar 
durch Differentiation bestätigt.) Aus den Nebenbedingungen folgt 
aber, daß diese Konstante terschwindet, also: 

woraus man leicht schließt, indem man beiderseits quadriert: 

^ = ^ 1 , y = yiy ^ 

§ 52. Die unabhängige Variable %K Lineare Differential- 
gleichung für K> 

Wir zeigen nun zunächst, daß und wie man zu einem be- 
liebig gegebenen Wert von wenigstens einen der Bedingung 


genügenden Wert von co finden kann. Diese Frage wird am 
vollständigsten beantwortet durch Zurückführung auf eine lineare 
Differentialgleichung zweiter Ordnung. 





j^0g Fünfter Absolinitt. . S 

Eine solche Differentialgleichung ist aber in den Formeln 
des § 23 bereits enthalten. 

Es folgt zunächst aus § 23, (14): 

d log i 7t CO, 
oder mit Rücksicht auf 

(2) 7tQl=2K, 7 c%\,=:2kK, jt^§i=2;«'Z[§42, (3), (15)]: 

(3) itd(%^) = iix^x'^K^dca, 
und aus § 23, (19): 


A 

äcö K^dcO' 


. ^ ^2 2 XK 

7t^. 


Führt man vermittelst (3) für o) die Variable eio, so folgt 
d / ^ dK \ \ -r^ 

V ” 'di^V ” 

und dies ist die gesuchte Differentialgleichung. 

Setzen wir weiter 

(5) _,a) = ^, 

( 6 ) —iEHco = KdK' — K'dK, 
so ergibt sich nach (3): 

„ ,„/t- dK' ■ dK\ 71 

^ T(y) “ lö^) ~ 4 ’ 

also durch abermalige Differentiation: 

1 d / „ dK \ I d / , „ dK'\ 


( ■ dK\ 

I d 1 



"■ K' ä{%^y 

) 


woraus zu ersehen^ daß das zweite partikulare Integral der 
Differentialgleichung (4) ist. 

Diese Differentialgleichung läßt sich durch hypergeometrische 
Eeihen integiieren (Gauss^ Disq. circa seriem infinitum Werke, 
Bd. m, S. 125). 

Setzen wir für’ den Augenblick %^ = K = y ^ so lautet 
die Differentialgleichung (4) 

und sie geht aus der allgemeinen Gaussschen Differentialgleichung 

(9) + + ^ + = 0 
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hervor, wenn man a = ß = 
partikularen Integrale ist also 


F (|, % 1, x) 


+ S( 

rzrl ' 


1 setzt. Das eine ihrer 


2.4... 2v 


_^n(2vy/xY 

und diese Eeihe ist konvergent, so lange der absolute Wert von .v 
kleiner als 1 ist. Als das zweite partikulare Integral kann man 
wählen 

( 11 ) h 

das aber einen anderen Konvergenzbereich hat. Denken wir uns 
X als komplexe Variable in einer Ebene dargestellt, so konvergiert 
(10) in einem mit dem Eadius 1 um den Nullpunkt beschriebenen 
Kreise, (11) in einem gleichen Kreise um den Punkt 1 beschrieben,, 
so daß der gemeinsame Konvergenzbereich aus einem Zweieck 
besteht, das den zwischen 0 und 1 gelegenen Teil der reellen 
Achse enthält. Man kann aber auch, was für uns wichtig ist,, 
das zweite partikulare Integral in einer Form aufstellen, die in 
demselben Kreise wie die Eeihe (10) konvergiert. Dabei ist zu 
beachten, daß das zweite partikulare Integral für x = 0 unend- 
lich wird. 

Dieses zweite partikulare Integral erhält man durch den 
folgenden Grenzübergang: Bezeichnen wir die hypergeometrische 
Eeihe nach Gauss mit 

jts ft ,. ») = 1 + + - 

D(r-l) ^7T(«4-t/-l)JI(^ + 

J7(y + v_l)J2(ar) ■ ’ • 

so erhält man im allgemeinen die beiden partikularen Integrale 
von (9): 

— Ft_(x) = F{c(, ß, y, x), 

1/2 = F^x) ='x^-y {1 — xy-“-^ F(1 — 1 — ß, 2—y, x). 

Da diese aber für a = /3 = |, y = 1 initeinander ideü tisch 
werden, so setze man zunächst a — ß = li y = I s, also 
?/l = F(^, 1 x), . 

y,^(lF^yFmi-s,x). 
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n{v - ly 


Es ist aber 

und man kann unter Hinzufügung eines konstanten Faktors als 
zweites partikulares Integral auch folgendes annehmen: 


1 ^ JT(,;-|)s r -1 / ^ r- 1 

2 B n{v) [n(v -}- £) ^ U — »y n{v — £)J 

Entwickelt man hier nach Potenzen von e und setzt dann 


5 = 0, so folgt: 


^ n(v-iy rn'(y) 


1 T X ~ 


wofür man mit Benutzung der Gaus s sehen Formel 
n(y — i)n(v) _ 

JI(2v) ■” ' 

mit Abwertung eines konstanten Faktors auch setzen kann: 

/ 1 o^ '’^n(2vy/' x\'[n'(v) li _ X '] 

^ ^ 16 / 1 -^ ~ 2 r^J ■ 

Es ist aber für ein ganzzahliges positives v: 

+ 1 + I4-H 

und wenn wir also zur Abkürzung setzen: 

so ergeben sieb die beiden partikularen Lösungen der Differential- 
gleichung (8), wenn man für das zweite eine lineare Kombination 
von (10) und (12) nimmt: 

(U) = Jf, = 

Um nun aber die partikularen Integrale K und K' durch 
diese Funktionen darzustellen, müssen wir das Verhalten von X, X' 
für g = 0 untersuchen, wofür zugleich = 0 wird. 

Es ist aber für g = 0 nach § 25 und § 42: 

g-i;«2 = 16, 2 Z = sr, 


§ 52. 
also: 
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lim (log ^ 


ijcG)^ = 0, 

andererseits ist 2iK* = (§ oder: 

2K' log-^ = ^log ^ — iTici'j + in; 03(1 


woraus : 
(15) 


Lim(ji:-+il«gU) = 0. 



Da nun K und K' partikulare Integrale von (8) sind (für 
cc = so haben beide die Form: 

Z = ai2/i + <^22/25 = Ct'ltJi + <»22/2, 

worin ai, al, a 2 konstant sind. Da K für a: = 0 endlich 
bleibt und den Wert ^7t erhält, so ist ag = 0, und 

damit Z' -f- \\ogx endlich bleibe und [nach (15)] den Wert log 4 
erhalte, muß a 2 = 1 und a\ = 0 sein. Also ergibt sich, wenn 
man x = 1 — x = setzt: 


(16) 

und 

(17) 


K = |J’(3C2), K' = \ Q{^^) - llog^oF(,<=) 


1 



5C3 - 

16%'2® 


JFCxS) 


worin, wie schon bemerkt, die Reihen Gr(%% F(%^) konvergent 
sind, so lange der absolute Wert von ein echter Bruch ist. In 
der Differentialgleichung (4) liegen nun freilich die Mittel, die 
gefundenen Ausdrücke für Z, Z', g über dies Konvergenzbereich 
hinaus fortzusetzen. Einfacher gelangt man dazu aber durch die 
Anwendung der Landenschen Transformation. 

Wir begrenzen die Ebene der komplexen Werte indem 
wir längs der reellen Achse zwei Schnitte von 0 bis — oo und 
von 1 bis 00 legen. In der so begrenzten Ebene sind dann alle 
Wurzeln aus eindeutig dadurch bestimmt, daß sie für 

positive echt gebrochene reell und positiv sein sollen. Es 
ist nun nach den Formeln der Landenschen Transformation 
[§ 44, (28)], wenn wir mit Zi, Zi die Funktionen von ca 

bezeichnen, die sich aus x, Z, Z' ergeben, wenn ca durch 2 ca 
ersetzt wird: _ 

1 — v! , 2 

r+^'’ 

2Zi = (1 + ZI = (1 + 


( 18 ) 
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Wenn wir also in (17) co durch 2 « ersetzen und die Quadrat- 
wurzel ziehen, so folgt: 


(19) 


1 

^7 == -1 n e 2 . 

4: Kl 


Hierin erstreckt sich nun der Konvergenzbereich über den 
in der Ebene gelegenen Einheitskreis und dieser entspricht der 
ganzen Ebene Denn der reelle Teil vom ist in der ganzen 
Ebene der positiv mit Ausnahme der beiden Ufer des von 
-f - 1 nach 00 verlaufenden Schnittes, an denen Jt' rein imaginär 
ist. Daraus ei'gibt sich, daß der absolute Wert von kleiner 
als 1 ist, -und daß die Peripherie des Einheitskreises in der 
Ebene scj den beiden Ufern dieses Schnittes entspricht. 

Man kann aber die Konvergenz dieser Ausdrücke noch ver- 
bessern durch eine abermalige Anwendung der Landen sehen 
Transformation. Bezeichnen wir das Resultat einer nochmaligen 
Verdoppelung von o durch den Index 2 , so folgt: 


(20) 


4Ä, 


V7 = . 

_ i+y.'’ 

(1 + = (1 + 1/%'yK', 


= 1/ä 


-i. 

e * ■f’W). 


worin nun der Konvergenzbereich die Ebene der zweimal 
(mit einer Verzweigung im Punkte = 1 ) bedeckt. 

Diese Operation kann man fortsetzen, indem man nach der 
Formel (17) aus durch Verdoppelung von to eine neue Grobe « 3 , 
daraus ebenso x^ usf. herleitet. Man bekommt dann eine Keihe 
von Aimi-iicken für- q, deren Konvergenz eine immer bessere 
Wird. Für ein beliebiges v ist: 


( 21 ) 


_ ff (.2) 




2«' j(,2) , 


Die erste Gleichung (18) 




^ - (T+l?)-^ 

zei^ daß, so lange der absolute Wert von x^ kleiner als 1 ist 

w Wert von 1 -y x' größer als 1, der 

absolute Wert von kleiner ist als der von und folglich 
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nähert sich mit unendlich wachsendem v der Grenze hJulL 
Daraus erhält man für q die Darstellung: 


q = Lim 


Lim y|, 


die bei reellen Werten von % zur Berechnung geeignet ist. 

Aus jeder der Formeln (21) kann man eine Reihenentwicke- 
lung von q nach den steigenden Potenzen von %v herleiten, deren 
Konvergenz mit wachsendem v zimimmt. Wendet man ins- 
besondere die Formel (20) an, so erhält man eine Entwickelung, 
die von Weierstrass in den Monatsberichten der Berliner Aka- 
demie vom Jahre 1883 mitgeteilt ist, deren Konvergenzbereich 
die Ebene zweimal ausfüllt. 

Die Koeffizienten dieser Entwickelung berechnet man am 
einfachsten aus : 

,oo^ 1/r- _ (0, 4 ßx) _ 2g + 2g^ + + 

4 0 ,) — 1 ^ 23* + 2316 + ’ 

und erhält so nach der Methode der unbestimmten Koeffizienten: 


4 - 15 


+ 1707 


Ebenso läßt sich nach (23) auch umgekehrt y %2 in eine 
nach Potenzen von q fortschreitende Reihe entwickeln: 

(25) = 2 — 2(/5 4 . 6q^ — lOgis + 

die man auch durch Umkehrung der Reihe (24) erhält. 

Damit ist die am Anfang dieses Paragraphen gestellte Frage 
vollständig beantwortet. 

Bezüglich der Anwendung der hier entwickelten Formeln zu 
numerischer Berechnung von q sei noch bemerkt, daß, wenn 
näher an 1 liegt, man ein besser konvergentes Verfahren erhält, 
wenn man mit vertauscht. Die Rechnung ergibt dann zu- 
nächst nicht q, sondern 


woraus man aber q aus der Formel erhält: 

logg log 
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§ 53. Die Lösungen der Gleicliung j (co) = j ((o'). 

Die Resultate von § 51 genügen zunächst, um die Beziehungen 
der Terschiedenen Werte von m festzustellen, die zu demselben 
Wext von führen. Sei also: 


fl'l <”') _ ^10 (Q. <”) _ .2 

^0^(0, «')" »0^0 (0,®)“ 

Setzen wir 

(2) V = n (0, co)ii = Tt (0, 03 ') u', 

so genügen (nach. § 42) sowohl die Funktionen 

/gs ^oa{0, (d)»ii(m, (o) ü-q, (0, (o)Ü'io(m, m) '»^(O, C3)»oo(tf, g) 

^ ■9'io(0, ta)'9'oi(M, GJ)’ ■9’io(0, ra)«-oi(M, ra)’ ■ü'oo (0, ra) ■Ü'oi («, co) ’ 
als auch 


f4,) • 9 'oo(Qi C 3 ')ü'ii« 03 ') ■ 9 -oi_( 0 ,_tD')Ü'io(M', 0 )') 'ö'oi( 0 , o')' 9 oo(m',c)') 

ü',„(0,co')'9'oi («>')’ «■io(0,o') ^01 (<«')’ ^oo(0,ra')ö'o,«£D')’ 
für X, y, z gesetzt, den Differentialgleichungen (1) des vorigen 
Paragraphen, und die entsprechenden dieser Funktionen sind also 
identisch. Wenn nun \ ist, so verschwindet »io(u',co') 
und es muß dann auch 0 ) verschwinden. Demnach folgt 

aus (2) mit Rücksicht auf § 21; 

(5) _ (0, «0 = (0, 03) (« + /3 03), 

worin «, ß ganze Zahlen sind, die der Bedingung 

(®) « =: 1, jd = 0 (mod 2) 

genügen. Ist w' = 03 ': 2, so verschwinden ■9'„ («', m') und (w, co) 

und daher ist wie oben 

(0, 03 ') 03 ' = (0, to) (y -j- d 03 ), 

worin 


(®) y=0, d = l(mod2). 

Daraus folgt: 


w -f- pcö 

Da aber in gleicher Weise geschlossen werden kann: 

co) = 03')(a'+ /J'co'), 

(0, 03) 03 = «• 2 ^ (0, 03 ') (y' 4 - Ö' 03'), 

worin «', /?( d' gleichfalls ganze Zahlen sind, so ergibt die 
bubstitution (5) in diesen Gleichungen: 


1 = (oC-j- ßG))(^' + 

G) ~ (05 -j- ^ 
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Drückt man in diesen Gleichungen c?' nach (9) durch m aus, 
so erhält man 

1 = cc' (jx, ^ ß co) ß'(j/ -|~ öco\ 

CO — o), 

und da co nicht reell ist, so zerfällt jede dieser Gleichungen in 
zwei andere: 

«w' -|- = 1, /3 c£^ + d/3' == 0, 

a y' -j- y d' = 0, ßy^ d ö' = 1, 

Mithin ist 

(ad — ß'y)(oc'd' — = 1^ 

und daher, da tu, co' beide einen positiven imaginären Teil haben 
müssen, also nach (9) die Determinante ad — ßy positiv sein 
muß: 

ad — ßy ^ 1, 

a = d', d = a', y — — y', ß = — ^3'. 

1. Es hängen also co, durch eine lineare Trans- 
formation, und zwar [nach (6), (8)] durch eine der ersten 
Klasse (§ 36) miteinander zusammen. Daß auch um- 
gekehrt zwei solche Werte co, co' denselben Wert er- 
geben, ist bereits oben nachgewiesen. 

Ein ähnlicher Satz ergibt sich als unmittelbare Konsequenz 
hieraus, für die Invariante j (co) (§ 46). 

2. Die Gleichung: 

(10) — j(p) 

ist dann und nur dann befriedigt, wenn co' mit ta durch 
irgend eine lineare Transformation 

/«, ß\ 

Vy, s) 

zusammenhängt, wenn also 

CD “«-(»>' = 1 

ist. 

Denn bezeichnen wir die zu tn' gehörigen Werte von 
mit A2, so kann die Gleichung (10) so geschrieben werden: 

(1 _ AU'2)3 _ (1 — 

und ist in bezug auf eine Gleichung sechsten Grades, deren 
Wurzeln 

2 f2 L L ^ — 

^ ’ 5 ( 2 ’ 5 (' 2 ’ 5 ( 2 ’ 5('2 


Fünfter Abschrntt. 
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§ 54 . 


sind. Es findet dalier (mit ßücksiclit auf § 45) 'eine der folgenden 
Bezieliungen statt: 

A-ä = :ic2(to), + 1), ~ i 

wonach aus dem ersten Satze die Richtigkeit des zweiten folgt. 

Die Variable co ist hier immer auf einen positiven imaginären 
Teil beschränkt, und wenn wir zwei durch eine Gleichung (11) 
zusammenhängende Zahlen co, cq' äquivalent nennen, so haben 
alle mit m äquivalenten Zahlen einen positiven imaginären Teil. 
Wir können unseren Satz 2. auch so aussprechen: 

3. Die Funktion j(co) hat für alle äquivalenten Wertem 
und nur für diese einen und denselben Wert^). 

Zu jedem Wert von m gehört ein bestimmter Wert von i((u), 
und zu jedem Wert von J(co) ein Wert von co und die Gesamt- 
heit der äquivalenten Werte Wenn also eine einwertige 
Funktion 0(w) von m der Bedingung . genügt : 



so ist 0(co) eine einwertige Funktion von J(g)), und wenn wir 
also annehmen, daß 0 ( 0 ) nur für eine endliche Anzahl von 
Werten J (co) unendlich und nur in endlicher Ordnung unendlich 
Averde, so folgt, daß 0 ( 0 ) eine rationale Funktion yon^‘(m) ist. 

Die Voraussetzung trifft z. B. immer dann zu, wenn 0 (c 3 ) 
mit J((d) in einem algebraischen Zusammenhänge steht. 


§ 54. Die Modulfunktionen,. 

Es sei 7 ^( 0 ) eine eindeutige Funktion von co. Wendet man 
auf co eine lineare Transformation S = (“’ an, so geht ip(co) 
in eine andere Funktion 



über, die wir mit ipjS bezeichnen wollen. 


() Dieser Satz ist zuerst von Dedekind bewiesen (Grelle, Bd. 83). 
Dedekind nennt danach die Funktion val(oj) = die Valenz 

von oj. j j ^ 
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§ öl- 


Die Funktion kann möglicherweise bei gewissen Trans- 

formationen S ungeändert bleiben (z. B. immer bei der identi- 
schen Transformation). Alle Transformationen, die eine Funk- 
tion 'ilj(co) ungeändert lassen, bilden eine Gruppe Denn ist 
^\S = — ij, 

so ist auch 

i)\S8i = f\S^ = iJ, 

Die Gruppe ® ist ein Teiler der Gruppe 2 aller linearen 
Transformationen. 

Ist @ ein Teiler von 2 von endlichem Index (2, @), und 
'ip(c)) eine Funktion von co von der Eigeiiscliaft, daß auch 
umgekehrt 


einen linearen Zusammenhang 

rV — y + 
“«- 1-/3 0 ) 


zur Folge hat, in dem 



eine 


zu © gehörige Trans- 


formation ist, so heißt eine zur Gruppe © gehörige 

Modulfunktion. 

Wir beschränken uns auf die Betrachtung solcher Modul- 
funktionen, die mit dem Modul also auch mit j(co)^ in einem 
algebraischen Zusammenhänge stehen. 

Unter dieser Voraussetzung läßt sich der folgende allgemeine 
Satz aussprechen: 

Wenn zur Gruppe © gehört und %(co) durch die 

Transformationen von © ungeändert bleibt, so ist z(co) 
rational. durch ausdrückbar. 

Denn zunächst ist %{co) oine algebraische Funktion von ^(g 3), 
und 'ip^co) kann als algebraische Funktion von j(o3) jeden Wert 
annehmen. Zu jedem Wert von ^^(g)) gehört aber nach Voraus- 
setzung nur ein Wert von xC®)? daher ist z{g)) als ein- 
wertige algebraische Funktion von rational. 

Das Studium der in 2 enthaltenen Gruppen und der zu ihnen 
gehörigen Modulfunktionen bildet den Hauptgegenstand des großen 
Werkes von Klein und Fricke: „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Modulfunktionen (2 Bde., Leipzig, Teubner, 
1890, 1892). Wir betrachten hier nur einige ganz spezielle Fälle 
dieser Gruppen und Funktionen, auf die wir im Verlauf unserer 
Untersuchungen gestoßen sind. 


Weber, Algebra. III. 
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§ 54 . 


Eine große Klasse von Teilern der Gruppe ß mit endlichena 
Index bilden die sogenannten Kongruenzgruppen, die, wenn 
m irgend eine ganze Zahl ist, durcb die vier Kongruenzen 



charakterisiert sind. Die zu diesen Gruppen gehörigen Modul- 
funktionen heißen Kohgruenzmoduln mtev Stufe. Für m = 2 
ist dies die Gruppe 31 (§ 36). Wir werden von den folgenden 
Scätzen Gebrauch machen: 

1. Der Modul ist nach § 52 eine zu dieser Gruppe ge- 
hörige Modulfunktion; 'da nach § 36 alle diese Transformationen 
aus den beiden 



zusammensetzbar sind, so können wir den Satz aussprechen: 

Jede Modulfunktion, die durch die beiden Ver- 
tauschungen 

(0), « -f 2), 

ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von 

2. Die Funktion gehört zu der aus der ersten und 
zweiten Klasse des § 36 gemeinschaftlich gebildeten Gruppe 5l'. 
Diese Gruppe läßt sich durch Wiederholung der beiden Trans- 
formationen 



ableiten, und wir können daher den Satz aussprechen : 

Jede Modulfunktion, die durch die beiden Ver- 
tauschungen 

( 03 , 0 - 1 - 2 ), 

ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von 
Hieraus folgt noch: 

3. J;ede Modulfunktion, die durch (o3, 0-1-2) ungeändert 

bleibt und durch ihr Zeichen ändert, ist das 

Produkt von — x^) mit einer rationalen Funktion 
von 


§ 54. 
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4. Die Invariante j(co) gehört znr Gruppe S (§53) und 
daher der Satz: 

Jede Modulfunktion, die durch die beiden Yer- 
tauschungen 

(o, 05 -f- 1), (^05, — 


ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion Yonj^co). 
Außer diesen führen wir noch zwei andere Modulfunktionen ein. 
Aus der Definition der Funktionen f(ö5), fi{co)^ [§ 

(1), (10)] ergibt sich, wenn man die beiden Gleichungen § 42, (3) 
miteinander multipliziert : 


Auf Grund von § 46, (15), (16) definieren wir zwei Funk- 
tionen ys{(o): 


w 


= *■(«)- 27.64 = + 


die nach (2) und (3) als eindeutige Funktionen von co folgender- 
maßen darstellbar sind: 


(5) 


r2('») = 


73 (®) = 


/■(C)24 _ 16 
/'(“)“ ’ 

[fjcoy* + 8] [fl (<x>y — ^(to)»] 


wofür man nach den Grundformeln für die /‘-Funktionen [§ 34, 
(11), (12)] auch setzen kann: 

[6) 73 ((») = f{c3y fl (05)8 (c)8 _ (05)8 (o,)8, 

'J) 7a(®) = |[f(a>)« + A(®)8][f(a5)8+f3(c5)8][fi(a5)8- ^3(05)8], 

Es sind also x = die Wurzeln der kubischen 

Gleichung 


(8) x^ — 72^ — 16 = 0, 

und 4y| ist die Diskriminante dieser Gleichung, 


12 * 


ISO 
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Bemerkenswert sind auch die Difierentialgleiclmngen : 

(9) = — dx'2 = [§ 52, (3)], 

( 10 ) 

(11) dfipf = [A(“)' — 

O 

(12) d y, (<o) = — ^ ys (») >7 («)" ^ “ [nach (5) und § 34, (10)], 

(13) dj(m) = —2%iyi{a)^ys((x>)'rj(ayd(D. 

Man erhält sodann für die linearen Fundamentaltransforma- 
tionen aus § 34, (13), (14), (15): 

/ 1 \ 

^3(0 + 1) = e 8 yjji— \ = ^2(03), 

/ 1\ 

y, (03 + 1) = - yg ( 03 ), r3 (- ^) = - (®)’ 

und aus § 40 findet man allgemein: 


^ öco 

a ß CO 


OraC»). 


worin q wie in § 40, (3) die Bedeutung hat: 

— ^LlEi(aY + ßö — uß — a^ßö) 

Q z= e ^ 

Es sind dies also Modulfunttionen , und die Gruppen, zu 
denen sie gehören, sind durch die beiden Kongruenzen charak- 
terisiert : 

— aß^-\- ay -(- ß d — = 0 (mod 3), 

ay ßf ßd =0 (mod 2 ). 

Wir geben hiernach unserem 'Satz 4. die folgende Ergänzung, 
die sich aus den Formeln (14) ergibt. 

5. Eine Modulfunktion, die durch die beiden Sub- 
stitutionen 


(C3, 03 + 1), (o, - 1) 


das Zeichen ändert, ist das Produkt yon ^ 3 ( 03 ) mit einer 
rationalen Funktion yonj/(co). 


§ 55. Darstellung der elliptiscb.en Funktionen durch ü und z®. Igl 

6. Eine Modnlfuilktion, die durch die Substitution 

ungeändert bleibt und durch (g), 0 -f- 1) den 

Faktor e ® annimmt, ist das Produkt von 7^3(03) mit 
einer rationalen Funktion j (to). 

7. Eine Modulfunktion, die durch die Substitutionen 

Zeichen ändert und durch (cd, o -|- 1) den 

ij: -fl 

Faktor — e ^ annimmt, ist das Produkt von ^2 (03)^3(03)'" 
mit einer rationalen Funktion von^‘(<D). 

Eingehender werden wir uns mit den Modulfunktionen im 
zweiten Teil beschäftigen. 


§ 55. Darstellung der elliptischen Funktionen durch v und 

Wenn wir das Umkehrproblem der elliptischen Integrale so 
wie in § 51 als die Aufgabe der Integration der elliptischen 
Differentialgleichungen fassen, so verlangt es die Darstellung 
der drei Funktionen sn-y, cn^?, dny durch die beiden unabhängigen 
Variablen -y, Diese Aufgabe ist durch § 42 gelöst, aber be- 
züglich der Variablen nur implizite. Man kann aber auch 
Darstellungen finden, in denen explizite vorkommt, und zwar 
durch Eeihen, die nach Potenzen von v fortschreiten, deren 
Koeffizienten rationale Funktionen von sind. Die 
Koeffizienten dieser Reihen können freilich • nicht durch ein all- 
gemeines Gesetz dargestellt, sondern nur sukzessive berechnet 
werden. Diese Dai’stellungen verdankt man hauptsächlich Weier- 
strass ’). 

Die 0- Funktionen können, da sie durchaus endliche und 
stetige Funktionen von u sind, in unbedingt konvergente Potenz- 
reihen nach u entwickelt werden, und wenn wir daher die in 
§ 45, (2) vorkommenden 0 - Funktionen in dieser Weise ent- 
wickeln, so bekommen wir eine Lösung unserer Aufgabe. Wir 
setzen daher 

Über die Weier etrass sehe Theorie der elliptischen Funktionen vgl. 
man besonders die von H. A. Schwarz herausgegebenen „Formeln und 
Lehrsätze zum Gebrauch der elliptischen Funktionen“. Über die Reihen- 
entwickelungen vgl. man auchKönigsberger, „Vorlesungen über die Theorie 
der elliptischen Funktionen“, 25. Vorlesung. 


j 
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Fünfter Absclinitt. 


§ 



(f(v^ 2J5r, 2iK') — ^ ^2/j; _j_ i^j’ 

(9oo('2^) 2X, 2iK^) = ^ JBv ^2 I ’ 

( 1 ) V 

^01 (iS 2^, 2iK') = Gv 

(>10 ('i?, 2£i 2iK') = 1^2 '^yj i 

und die Ä, -D. sind die zu bestimmenden Funktionen 
von oder von co. Fassen wir sie zunächst als Funktionen von 


( 2 ) 


( 3 ) 


auf, so ergeben die 

linearen 

TransformatioEen [§ 45, (3)] 

Av ^ 


== 


ä( 


= 

(— ly By{d)^ 

a( 


=r 

(-l)*D.(a>), 

a( 


= 

i-iyCyip). 

3j/2, 

' Av (cd 

+ 

1) = Ay{ca), 

X'2’ 

’Bv (cd 

+ 

1) = Cy{ca)^ 




Cv(<X) 4" 1) = 5r(c?), 
+ 1) = D,(0)> 

-Av (CÖ 4“ 2l) = A.y (jXij , 
JBv{p 4" 2) — jBv»(G)), 

Cv (g) 4" 2) = Ov (o) , 

jDv (cd 4- 2) = (cd). 


Hieraus schließen wir auf die charakteristischen Eigenschaften 
dieser Koeffizienten als Funktionen von Zunächst erhellt aus 
der Bedeutung der Koeffizienten, daß für jeden Wert von mit 
etwaiger Ausnahme von — q, l, co die Koeffizienten Äv{z^\ 
Gv{%% By{%^) endliche und stetige Funktionen von sind. 

Aber auch für _ q bleiben diese Funktionen endlich 
und man kann ihre Werte leicht finden, wenn man in den Dar- 
stellungen des § 37 g[ und mithin in Null übergehen läßt. 
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Man erhält dann aus den Entwickelungen in § 25 mit Rücksicht 
darauf, daß nach § 34 und § 42 für ein verschwindendes q 


V (“) = 


2K = 7t 


al V ^;2 1' 




e«cosü = • 

o,a> ^ ^ (2v)! 

Die Formeln (2) ergeben nun: 

A,{x'^) = (— l)M,(x2), 

C. {x'^) = {-lyDrix^), 

D, (x'a) = (_l)vO.(x2), 

■woraus folgt, daß auch für jc^ = 1 diese Funktionen endlich 
bleiben, nämlich: 

A(l) = (-l)M.CO), 

a(l) = (-1)''D,(0), 

D,(l) = (-l)’'a(0). 

Das System (3) läßt sich ferner so schreiben: 

x'^^Av ( I ') = Av(x^), 






Or(x^), 

B^(x^), 


woraus für ein unendliches x^: 

Av{x^) = x^^A,(0), 
B^{x^ = oc2’'D„(0), 
G,\x^) = x2vjb^(o), 

i)y()C2) = 


Fünfter Abschnitt. 
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§ 56. 


und hißraus tvird gßscMossen, daß die Koeffizienten Äy, J?j, Cr, 
ganze rationale Funktionen Ton jc^ YOm Grade v sind, und 
aus § 54, 2, 3, folgt überdies noch, daß Är, Bv bei geradem v 
rational durch ausgedräckt sind, während sie bei ungeradem 
V gleich dem Produltt von {%'^ — mit einer rationalen Funk- 
tion Yon sind. 

Aus Br findet man Cy mittels der Formel: 

( 10 ) Cr{^^) = %'^'Br(^) 

und By dm-ch Anwendung Yon (6) und (8): 

(11) D, (x^) = (- 1)^ Gy (^'^) = (- !)■' (^) • 

Da man aus (5) die Koeffizienten A(0), jBr(O), 0^(0), Dv{0) 
leicht bestimmen kann, so ergeben sich aus dem hier ent- 
wickelten Formelsystem die Koeffizienten J-v, Cr, Bv ohne 
weitere Eechnung bis v = 3 einschließlich. 

Man findet: 


^0 — 

1 , 

A, = 

0 , 


A, = -|( 1 - 

3C2>c'2), 


1 , 

B, = 

!(.'■- 


*. = ■ ^(i'+ 

2 % 2 h' 2 ), 

ö„ = 

1 , 

Gy = 



e. = !(«'• - 

- 2 k 2 ), 

B, = 

1 , 

By = 

-|(i+ 


Bl — 1(5C^ - 

- 23c'2). 



A 3 = 

-!(«'■ - 





B, = 

5(«- - 

“ (5 — 2 , 




Ga = 


(5 

>.'* -|- 23<2), 



= — 1(1 -I- ;c'2)(5x4 _)_ 2«'2). 

Weitere Koeffizienten lassen sich auf demselben Wege, wenn 
auch weitläufiger berechnen, indem man die Ausdrücke für die 
(5 -Funktionen in § 32 nach Potenzen von g entwickelt und, wie 
hier die niedrigste Potenz von g', so die höheren benutzt. Weier- 
strass bedient sich zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten 
gewisser partieller Differentialgleichungen, ähnlich der, die wir im 
nächsten Paragraphen für die Funktion 6 ableiten werden. 
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§ 56. Potenzreihen für dio Weier strassselieii Punktionen 

p(u),ö(u). 

Die Funktion <j(u)^ als Funktion yon betrachtet, läßt sich, 
wie schon bemerkt, in eine in der ganzen -w-Ebene konvergierende 
Eeihe nach Potenzen von tc entwickeln, und nach § 35, (8), (12) 
hat diese Entwickelung die folgende Form: 

(1) <j(u) = tl -l" CCU^ (Xi «2 + 0^3 -j- . . . 

Die Funktion 

(,,,\ — dno^ßju) _ 6'(toy — ö6"{u) 

läßt sich ebenfalls nach steigenden Potenzen von xh entwickeln, 
aber nicht mehr in eine immer konvergente Eeihe, sondern diese 
Keihe hat einen Konvergenzkreis. Sie hat die Form: 

(3) p 0'^) = ^ + • * • 

und man kann die Koeffizienten a, Ui, ag, ag, ... der Eeihe nach 
aus der Differentialgleichung [§ 46, (18)] 

(4) p'{uy = 4: p (u)3 — p (u) — 

als Funktionen von g^ bestimmen. 

Es ist zunächst 


2 

^^(t(r) = ^ ClyU —j-* 4 Uo --1— “I” ‘**5 


und da kein Glied mit enthält, während in p{uy^' 

das Glied vorkommt, so muß a = 0 sein. Danach er- 

gibt sich : 


1 q 

p {^ty^ = ^4' 4" 3 ^2 4” 3 (as + -f * " 

p(u) — P ■ -f Ol M? + • • • 


Und wenn man dies in die Gleichung (4) einsetzt, so folgt 


( 5 ) 


— El 

— 20 ’ 


«2 = 


El 

28’ 


«3 


1200 
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fünfter Abaohnitt. 


Durch Integration von (2) findet man: 


und aus dieser Gleichung folgt: 

(6) « = 0, «1 = «, 


161 280 ' 


Daß a — 0 ist, folgt auch aus dem in § 35 bewiesenen 
= 0; indessen war dies dort auf ziemlich umständlichem 
Wege bewiesen. Wir haben sonach folgenden Anfang der Ent- 
wickelung von (5(u\ wobei der Übersicht halber die numerischen 
Nenner in ihre Primfaktoren zerlegt sind: 


(7) ö(m) 


^ ^5 ^ ^7 ^JLZ 

2^.8. 5 23.3.5.7 29.32.5.7 


Zur rekurrenten Berechnung der Koeffizienten in der Potenz- 
reihe für 0{u) dient eine partielle Differentialgleichung, die als 
eine Umformung der partiellen Differentialgleichung für die 
-O’-Funktionen betrachtet werden kann. Wir leiten sie auf fol- 
gendem Wege her. 

Die Funktion 0(u) war durch die beiden Periodengleichungen 
§ 35, (9) 

6(u -f- ©i) = — e’7i(2«-i-wi) 

(8) (j (u -j- «a) = — + “fi) 6 (u ) , 

«2 — = 7t i 

bis auf einen von u unabhängigen Faktor bestimmt. Es ergibt 
sich aber durch Differentiation der letzten Gleichung (8): 


■ 


032 Ul 




und wir führen also eine Gi'Öße r ein, die wir so definieren: 

dtji 1 
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Nun weist man durch Differentiation der Periodengleichiingen 
(8) nach, daß die Funktion 

den Periodengleichungen (8) genügt, und also gleich Gö(%t) ist, 
worin C von u unabhängig ist. Die Entwickelung von <5 (ti) nach 
Potenzen von u fängt aber mit an, während (j(ii) mit u an- 
fängt, und folglich muß (7 = 0 sein. 

Nach ( 7 ) beginnt die Entwickelung von ofS/dcoi und 80/80)2 
erst mit und die ersten Glieder von d^dlda^ und sind 

— woraus 4 r = folgt, und demnach erhält 
die Differentialgleichung für 0 die Form: 



Nun sollen in der Differentialgleichung (10) statt der Variablen 
o)i, 0)2 Variablen ^2? 03 eingeführt werden, und wenn wir also 

0 (3 d(5 8^2 I 

8cOi 8^2 0 0^1 ' 0^/s 0COl’ 

0<3 0(3 0^2 I ^ 0 ^ 

dC 02 0^2 0®2 05^S 0(^2 

setzen, so erhält (10) die Form: 






Die Größen durch ^3, ausgedrückt, ergeben sich nun 

aus der Differentialgleichung selbst, wenn man für 6 die Ent- 
wickelung (7) einsetzt. Danach ist bis zur 7 ten Potenz von u: 


L88 


Fünfter Abschnitt. 



b i-' ' : 



§ 56 . 


c-a 



12£/3 




2 *. 3. 5 


3 a u’’ 

8 23 . 3 . 5 . 7 ’ 


d(3 

'0^2 

da 

diJs 


h 

12 





2^ . 3 . 5 


23 . 3 . 5 . 7 ’ 



23 . 3 . 5 . 7 ’ 


und wenn man dies in (12) einsetzt und die Koeffizienten von 
und gleich Null setzt, so ergibt sich: 

^2 = — 12 £^ 3 , h^ = —%(jl, 

und wir erhalten die Differentialgleichung: 


(13) 


02 (5 da 2 ^ da ,^2n^ 

- 12g,— - -^g.;— + 


dit^ 


9^2 


'd^3 


0. 


Setzt man die Reihenentwickelung für a mit unbestimmten 
Koeffizienten an: 

(Ib ^ (^y _j_ 1)1’ 

SO erhält man ans (13) die Kekursionsformel; 


(16) A = 12^3 


3^.-1 , 2 ,dÄy-i (2v—l){2v-2) 




Pi 


di/a 


12 


giJ-v-2 


woraus zu schließen ist, daß die Ä, ganze rationale Funk- 
tionen von g, und g, sind, deren Koeffizienten rationale Zahlen 
sind, die nur Potenzen von 2 und von 3 im Nenner haben können. 
Die Reihe (14) besteht daher aus Gliedern von der Form 

yr + 1 

n (ä ^ 2 )^^ (2 !7s)” ^2 V I TJ] ’ 

und aus der Homogenität der Funktion ö [§ 37, (8), § 46, (13)] 
folgt: 

(16) 2m Sn = V, 

für die Koeffizienten ergibt sich dann aus (15): 

16 

(17) ain,n = 3(w -j- l)a,n + i, n - 1 H- -g- (^^ -f- l)ö^w— 2, m + 1 

— -(2^ Sn -- l)(4m -j- 6 n — l)a,n~i,n, 


worin aoo = 1 und die a, bei denen einer der beiden Indizes 
negativ ist, gleich Null zu setzen sind. 
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Daraus läßt sicli cun,n finden, wenn die früheren. d. h. 

die in dem 2w 3n kleiner als v ist, schon berechnet sind. 

Man sieht daraus, daß die a^n,n nur Potenzen von 3 im 
Nenner enthalten, ln den von H. A. Schwarz herausgegebenen 
„Formeln und Lehrsätzen zum Grebrauch der elliptischen Funk** 
tionen“, nach Vorlesungen von Weierstrass (2. Ausgabe 1893), 
sind die bis zu = 17 berechnet. Es zeigt sich dabei, daß 
diese Koeffizienten nicht nur ganze Zahlen sind, sondern daß sie 
auch mit v wachsende Potenzen von 3 als Faktoren enthalten. 
Einen Beweis hierfür vermag ich nicht zu geben. 



Sechster Abschnitt. 

Multiplikation und Teilung der elliptischen 
Funktionen. 


§ 57. Multiplikation der elliptischerL Funktionen. 

Unter der Multiplikation der elliptischen Funktionen versteht, 
man die Darstellung der Funktionen sunt;, Q,i\nv^ dn^^i; für ein 
ganzzahliges n als rationale Funktionen von sn-z;, cn-ü, änv, eine 
Aufgabe, die, wie aus dem Additionstheorem ersichtlich ist, immer 
gelöst werden kann. 

Die Form der Lösung ergibt sich leicht aus der Betrachtung 
der 'ö’- Funktionen. 

Es sind, wie aus § 21 unmittelbar zu ersehen, die Funktionen 
Funktionen der Ordnung deren Charakteristik 
bei geradem n gleich (0, 0), bei ungeradem n gleich (^i, g^) ist. 
Überdies ist ■9’ii(nw) eine ungerade, ^oo{nu)^ 
sind gerade Funktionen von ii. Es lassen sich also diese Funk- 
tionen rational durch die 0’- Funktionen darstellen und die Sätze 
des § 21 ergeben die Form dieser Ausdrücke. Es wird, wenn wir 
wieder mit F^^^{x^y) eine ganze, rationale, homogene Funktion 
vter Ordnung bezeichnen: 

bei geradem n: 

Ö-Ji (w u) = ^00 (w) '9'oi (w) ^10 (m) ^11 (•») F ^ [■9'f 1 (m), (»)], 

( 1 ) 2 ! 

= F^ [ö'l, (m)], = (10), (01), (00), 

bei ungeradem n: 

— 1 

(2) = K,g.(:^<')F ' [^!i («0^ '»'oi («)]• 


Multiplikation der elliptiscken Funktionen. 
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Wenn wir diese Formeln durch 'ö’oi('ie)”® dividieren, so lassen 
sich die rechten Seiten als ganze rationale Funktionen von den 
elliptischen Funktionen sn^;, cn^, dn^; darstellen (§ 42). Wenn 
wir also 

(3) V = ^nv = cnv = dn^ = 0 

setzen, so können wir die Formeln (1), (2), indem wir einen kon- 
stanten Faktor passend bestimmen, so schreiben: 

1. bei geradem n: 


'^10 


J[(0) = n 


Wß = 

5(0) = 1 

'^oo 

0-oo(«m) _ (J. 

0(0) = F 

^01 

^o.inu) _ 

^01 (M)’*^ 

5(0) = ]. 

11. bei ungeradem n\ 


^00 

'Ö'lO 

_ 

^(0) == 

a-ns 

^ ftl 
^10 

^01 (w)"^ ~ ^ ^ 

5(0) = 1, 

^ 01 
'^00 

'9’oo(»ni) — Cix^') 

0(0) = 1, 

,^n2— : 
^01 

L ^o^inu) _ 

»01 {ur - 

5(0) = 1, 


worin C, D ganze rationale Funktionen von sind, deren 

Grade sich ans den Formeln (1), (2) folgendermaßen ergeben: 
Ä(x^), B{x^), G{x^), I){x^), 

Grad: | _ 2, | ,, gerade, 


— 1 «ä — 1 „2 — 2 — 2 

2 ’ — 2 — ’ — 2 — ’ — 2 — ungerade. 

Aus den Definitionen I., 11. erhält man unmittelbar die Werte 
von A(0), 5(0), (7(0), 5(0), d. h. die von n unabhängigen Glieder, 
wie sie beigefügt sind. 

Mannigfache Beziehungen zwischen diesen Funktionen ergeben 
sich noch auf folgendem Wege: 


1D2 


Sechster Abschnitt. 


§ ’>7. 

Ersetzt mau, um eiu Beispiel hier ausführlicher durchzuführen, 
i) durch V -\- ir, also u durch -j- so gehen x, y, s nach § 44, 
(18) in yjz^ —%'xl 0 , %'jz über, und man erhält nach § 21, (8) 
aus der ersten Formel II für ein ungerades w: 

'®'oo 'h’io(^w) /'9’oi (' w)Y’'‘ , ,■> 2 y 4 fi 

^10 ' v%o{u)) 

Andererseits ist die linke Seite nach der zweiten Gleichung II 
und nach § 42 gleich 

i(3k)'“h(x.), 




und folglich: 


^(“■) = (-^) (f7) 


ti“ — 1 


Setzt man darin a; = 1, y == 0, z = %' oder x = 0, y = l, 
4.' = 1, so folgt: 

Jj(l) = (_l) “ nV^“ , 41(1) = (—1) ' 

Man lainn ein ganzes System solcher Formeln ableiten, indem 
man in I und II folg(3nde Substitutionen macht: 


(U 



M, 



2/> 




, 1 


V 

— %'x 




» + 2’ 



z ’ 

z ’ 



1 ® 

M + —, 



— 

— iy 



' 2 ’ 


%X^ 

%x 

X 



, 1+0? 
u + ^ , 


z 

i 1 

i X 



' 2 



% y 

y 


So (irhält 

man : 








n 

•1)“' 


4t(l): 

= (-i)^ 

n y%' 


KS)=(- 

n 

ly 


^(1) 

n 

= (_ + 

n'^ 




C(x% 

0(1) 

= 

«« 

f#)"‘ 



l)(x% 

D(l) 

=: 

— «« 

y«' , 


n gerade. 


8 67. 
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iii) ^(&) == = (- 1 ) ^ > 


«2 — 1 


n—l 


iw)' 


1^“=)' o{^) 


Vx «)"“-" ^ 


K2a;2 


»(äp) 
«(^) = 


= (-1) 

■J.(X2), 

B{\) = (-1)“ 

« X 

ny^' , 

= 

Dix-i), 

(7(1) = 

n2 — 1 

y«' , 

= 

C{X% 


n2 — 1 

y«' 



n ungerade. 

n 

= (-!)“ 

A{x^), 

n 

A{a>) = {-lf~ 


r= 

B(x2), 

B('x) = 

_-n2 

Vjc , 

^ 1 - 

= 

ö(xä), 

C(^) = 


n 

= (-if 

D(x2), 

n 

!)(«) = (-ly 

■fi , 



n gerade. 

n — 

= (-1) ^ 

1 

i)(x2), 

n — 

J.(oo) = (—1) ^ 

1 „2-1 

= 


= 

«2_i 

yjT , 

= 

B{x% 

(7(0)) = 

„2—1 

n — 

= (-1)“ 

■1 

A(x^), 

J)(^) =(-!)“ 

i ns-l 


n ungerade. 

Hier sind unter ^(co), J5(oo), C(oo), D(qo) jedesmal die 
Koeffizienten der höchsten Potenz von x in diesen Funk- 
tionen zu verstehen. In (7) können die beiden letzten Formeln 
aus der ersten durch Vertauschung von x mit \j%x hergeleitet 
werden. 

Das dritte System von Formeln kann man entweder auf 
demselben Wege oder auch dadurch erhalten, daß man in den 
Formeln (4), (5) x durch Ijy^x ersetzt und (6), (7) anwendet. 

Weber, Algebra. III. 13 
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, — n2 — 4 


— 4 


n2— 1 


«2—1 



= 




-) 

= «|/- 


= (- 

71 

-1)- 




= (-:)4- 

(^) 

1 = 


C{x^), 


:ä) 

= t 


= (- 

71 

-1)^ 



:^) 

== 







n gerad 


| = (- 

n 

-if 

~ 0(«2), 

A 

(ä: 

n — ; 

) = (-1)“ 

/ N 

VjCäj/äy 

) = 


D(a;2), 

b(- 

)= 




— n'^ - 


fl 


f 

= ^(»‘). 

n ungerade. 

Nach diesen Formeln kann man für den Fall eines ungeraden 
n die vier Polynome A{x^)^ G{x^)^ D(x^) auf eines von 

ihnen, z. B. auf Ä(x% zurücldühren. 

Wenn man von den Formeln I, 11 je die drei ersten durch 
die letzte dividiert, so erhält man die Multiplikationsformeln für 
die elliptischen Funktionen (§ 42). 


« 2 _ 


•«2 — 


Bei geradem n: 

IV; Bei ungeradem n: 

mnv 

xy^A{x^) 

~~ D(«2) ’ 

snn-y 

xA{x^)^ 
~ I>{x^) ’ 

PTl 

B{x^) 

PTI /lO 

yB{x'^) 

\jIx fi/ U 

~ bIx^y 

Uli Iv 0 

~ D(«2) ’ 

dn^^'y 

_ 

&iinv 

0C{x^) 

~ Jü\x^y , 

B{x^) 


Die Koeffizienten von Äj JS^ D hängen noch von co oder 
von x2 ah. Über die Art dieser Abhängigkeit gehen die Eekur- 
sionsformeln Aufschluß, die man zur sukzessiven Berechnung von 
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J., JB, (7, D aus dem Additionstheorem folgert. Wenn wir den 
Wert des. Multiplikators zu dem diese Funktionen gehören, 
durch einen Index andeuten, so haben wir zunächst 

(10) A = 1, -Bl = 1, C, = 1, A = 1; 
ferner aus den Additionsformeln [§ 44, (16), für = vy, 

^ 2sn'z; cn-ydn-y 


1 — 

cn^-y - 

K^sn^v ’ 

— sn^'ydn^y 

1 - 

— %^sn^v ’ 

dn^-y 


1 


2, 


1 — 2x^ %^x% 


dn2y == — 

1 

^2) J?2 = 1 — 

Ca = 1 — 2%2^2 ^ %^x\ 

= 1 — %2x\ 

Wenn wir in (11) v durch nv ersetzen, so folgt: 

A 2 n — 2 öfi J)n , 

JB^n = B^Dn — n gerade, 

= n ungerade, 

(13) C^n — GnDl — n gerade, 

= 0 ^GlJDl — %^x^y^AnJB^: n ungerade, 

D^n = Bi — n gerade, 

— Bi — %^x^Ai^ n ungerade, 

und wenn man in den Additionsformeln des § 44 u = nv^ 
V = (n 4“ 1) 'y setzt : 

A2n-\-i^=^y^^^AnBnBn + iGn-\‘i-~\~An-\-iBn-\-iGnBn'i gerade, 

= AnBnjBn+iGn^i-\-y^^^Än^iBn+iGnBn^ u Ungerade, 

(14) J?2n-i-i — BtifiBi^iJ^iBniBy^ji^i x^ Ayi,A<fi j^\G^G<n,^x^ 

G^n-^-l +1 -Bn Bjt X" 

B2«+i = B^D^+i — %'^x^y^z^AlAij,^, 

Aus diesen Formeln schließt man, daß die A^ 0^ B 
ganze rationale Funktionen von sind, und daß die 
Zahlenkoeffizienten ganze rationale Zahlen sind. 

Denn nach (10), (12) hat diese Eigenschaft für ^ = 1, 2 
statt und folglich nach (13), (14) allgemein. 


13 * 


SeciiBter Absclmitt. 






§ 68 . 


Über den Grad in bezug auf läßt sieb noch schließen, 
daß die Koeffizienten jtoh. den Grad v in bezug auf nicht 
übersteigen. Denn ist diese Eegel richtig für n und n -\-l, so 
folgt ihre Kichtigkeit für 2 m und 2n + 1, und für m = 1, m = 2 


trifft sie zu. 

Aus den Grundgleichungen zwischen den drei elKptischen 
Funktionen; 

1 = cnä« -|- snä® = dnä*^; -|- x^an^x 


ergeben sich noch die Relationen; 

jr )2 = iJä _[_ -|- x^x^y^s^A^, n gerade, 

Z)3 = 2/3 _B 2 + x^x^A\ n ungerade, 

mit deren Hilfe man nach (14) Han nnd Ca« durch A„ und D„ 
allein so ausdrücken kann; 


(16) 


Sin 

Gin 


I)i — 2x^y^-0^-AlSl + x^xHy*g^Ai 1 ^ 

D* — 2x^x^y^ z^A%Dl -|- x^x^y^s^At J ’ 

— 2x^A^Bl -f- j 

^ n ungerade. 

: — 2%^x^AlBl + %^x^A^ j 


§ 68. Multiplikation dei' Punktion p (ti). 

Eine sehr elegante Form erhält die Multiplikationstheorie für 
die Weierstrasssche Funktion p(u) mit den beiden Perioden 

Ol, Og. 

Betrachten wir die doppelt periodische Funktion 

(1) p (mm) — p (u), 

worin n eine beliebige positive ganze Zahl sein mag. Diese 
Funktion wird unendlich für ^ = 0, und zwar so, daß 

(2) p(.„)_p(.) + Ü^^ 

für = 0 endlich bleibt. ^. Außerdem wird sie aber unendlich 
für alle Werte von die der Bedingung 

= 0 (mod coi, (Dq) 
genügen, also von der Form sind: 

(3) M^ = 

M 

worin Vi,. beliebige ganze Zahlen bedeuten. Wir erhalten alle 
in (3) enthaltenen inkongruenten Werte, wenn wir und je 
ein Yollständiges Restsystem nach dem Modul n durchlaufen lassen. 


g 58. Multiplikation der Funktion p (u). V 107- 

5 

Die Funktion (1) verschwindet für alle von Null verschiedenen 
Werte von w, die der Bedingung 

+ nuo = (mod coi, ooa) 

genügen, also für 

( 4 ) 

wenn wieder Vi, Vg heliehige ganze Zahlen sind. Die Nullpunkte 
sind von der ersten, die Unendlichkeitspunkte von der zweiten 
Ordnung. 

Wir führen daher jetzt eine Funktion tpniu) ein, die wir 
folgendermaßen erklären : 

. s ^ /vi coi -h VoCOoXI 

(5) n [ (m) — p ( )J^ 

wobei 0 ^ 1 , V 2 je ein vollständiges ßestsystem nach dem Modul 
mit alleinigem Ausschluß des Wertepaares 0,0 durchlaufen, und 
fügen noch die Bestimmung hinzu, daß = 1 sein soll. 

Wenn n ungerade ist, so kommt in dem Produkt (5) jeder 
Linearfaktor zweimal vor, da die beiden inkongruenten Werte 
^ ^ +^ 2^32 

den gleichen Wert von p (u) ergeben. Ist aber n gerade, so 
kommen wieder in (5) alle Linearfaktoren zweimal vor, mit Aus- 
nahme der drei 

p (m) — p (y)> p (m) — p (y)’ P ~ P ^ 

die nur einfach verkommen. Beachtet man nun, daß nach § 41 

^ '(m)2 = 4 [ («)- ^ 1 ^ p (u)- p ^ (M) - p 

ist, so ergibt sieb das Resultat: , 

M ungerade: 

n gerade: = p'(u)P„., 

wenn F„ eine ganze rationale Funktion Ton p (m) bedeutet, 
die bei ungeradem n vom Grade | (w^ — 1) und bei geradem n 
vom Grade | (w® — 4) ist, und in der das Glied höchster Ordnung 
bzw. gleich 


np{u) 2 
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§ 58. 


ist, wodurch zugleich das nach (5) noch unbestimmte Vorzeichen 
bestimmt ist. Bei dieser Bestimmung der Vorzeichen ist das 
Anfangsglied in der Entwickelung von ^n(w) nach steigenden 
Potenzen von in beiden Fällen (§ 56): 

( 7 ) — • 

Erwägt man nun, daß die Unendlichkeitspunkte der Funk- 
tion (1) mit den Nullpunkten von (^) zusammenfallen und die 
Nullpunkte von (1) mit den Nullpunkten von daß also 

eine überall endliche doppelt periodische Funktion und daher 
eine Konstante ist, deren Wert sich aus u = 0 gleich — 1 er- 
gibt, so folgt: 

(9) p{n»)= p (») - 

woraus sich die beiden folgenden Formeln ergeben: 

(10) p (nu) = p(u) — « gerade, 


( 8 ) 




p'(uyF„ + iF„. 

Fl 


n ungerade. 


Wir bestimmen zunächst die Funktion P„ in den ersten 
Fällen « = 1, 2, 3, 4. Dazu bilden wir nach dem Additions- 
tbeorem der ^-Funktion [§ 49, (11)]: 

/ p'(M) — ^'(«) \ 

V^(“) — ^(«^) j’ 

indem wir u = v setzen und den Grenzwert rechts durch Difieren- 
tiation bestimmen : 

\2 


^ [p (“) p i'ö) p «)] 




oder 

(11) p{2u) = p{u) — 
so daß 


p'{u) 
3 p (u) 


wißp 


1 \2 

(«)= - 2^0 


4 P (m)3 — g^p (u) — g^ ■ 


2 ö'a p (w)^ ^9s p (w) — 


ii 

16 


=1) ^2 = 


p'(uy 

p'(u), tp3=:Fs, 
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(12) Pi = 1, Ps - 1, Pa = 3 ^ (M)i -^g^p (uy -3gsp W - ^ 
wird. Wir erhalten ferner aus der Additionsformel (§ 49): 

#-(»+«)- p (»-«) = - 
indem wir v = 2u setzen, nach (9): 

/ 9 »A /„A _ JC''OOf»'(2M) _ p'(uyp’( 2 u) 

^(Bi) p(u)- ^^^(2«)- ^o(«)? “ ’ 

_ 1P2 («) tl’i ( m ) 

~ 1^3 («0^ ’ 


/9.A /„A _ J<?'O0p'(2m) 

^(Bi) p{u)- ^^^(2«)- ^o(«)? 


= p'c«-)^* = — p'(uyp'(2u), 
und wenn man aus (11) den Wert p'(2u) bildet: 

(13) P, = — 2 p (uY' (uy + lO^^a 2? (tt)3 

+ p (m)“ + ■J-5'26'3 P (m) + 9! — yY 

Für größere Werte von n leiten wir Rekursionsformeln ab. 
Zu diesem Zweck wenden wir die Formel (9) auf zwei verschiedene 
Zahlen ^>?, n an und erhalten: 

p(.)-p(„.) =*±ia^=iw, 

woraus zu ersehen ist, daß die rechten Sexten einander gleich 
werden für solche Werte von die von Null verschieden sind 
und der Bedingung genügen 

myP = +nu^ (mod coj, cDg), 

oder 

(m ^n')u^ = () (mod coi, co^); 

für dieselben Werte verschwinden aber auch die Funktionen 

'^vn ±n (^^') } 

SO daß die beiden Funktionen: 

+ 1 (u) (^0 (uy — (u) (^t)2, 

+ n ('^) — n (“^0 ? 

die nach (6) ganze rationale Funktionen von p (u) sind, für die 
nämlichen endlichen Werte von p (u) verschwinden. Sie unter- 
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scheiden sich also nur durch einen konstanten Faktor voneinander, 
der sich aus (7) gleich 1 ergibt. Wir haben daher 

^ = tm + l(u)lpm-l(u)i’n(uy — tn + l(u)lpn-l(u)lpm(uy. 

Diese Formel wenden wir auf zwei spezielle Fälle an, indem 
wir n -\-l, n oder m + 1, w — 1 an Stelle von «?, n setzen, und 
erhalten so: 

■•Pln + liu) = 1pn + 2 (u)i>„{uy — t„ + iiuy 1pn-l(u) 

p'(u)lpo„(u) = — + — Ipn^liu)^ 4’n-^(^o)], 

und daraus erhält man nach (6) die Kekursionsformeln für F„ : 

(15) Psn+i = p'(w)*P„+ 2P5 — P^ + iP„_i, w gerade, 

= Pn+ 2 -P« — ^'(m)*P| + iP„_i, n ungerade. 

(16) P2„ = - P„ (P„+2 Pä_ 1 - P^ + 1 P„_2). 

Da sich die Funktionen P„ alle hiernach aus Pj, Pj, Pg, P^ 
berechnen lassen, so folgt, daß die Koeffizienten von P„ 
rational aus und rationalen Zahlen zusarnmen- 

gesetzt sind. 

Unsere ferneren Betrachtungen über die Teilung knüpfen 
wir aber an die Multiplikationsformeln der Funktionen sn«, cnzg 
dnti, deren Vorzüge erst im vierten Teil vollständig zur Geltung 
kommen werden. 


§ 69. Die Teilung durch. 2. 

Indem wir uns zunächst zur Betrachtung des einfachsten 
Falles wenden, setzen wir in den Gleichungen (5) des § 57 « an 
Stelle von Iv. Dann ist, wenn wir 


(1) 

V 

X = sn~., 

y = 

V 

CB 2, 

setzen : 





snz? 

2xyz 


1 - 

— %'^x^ 

(2) 

qhv 

_ 

— x^z^ 


1 - 



änv 

_ 



“ 1 

— ^^x^ 


Die beiden letzten dieser Gleichungen sind quadratisch in 
bezug auf a;*, sie haben aber nur eine gemeinschaftliche 
"Wurzel, denn die Wurzeln der zweiten der Gleichungen (2) sind 
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sns-, sn2 (^-^ + Z + «Zy, 


und die der dritten 


^“^2 + V 


Man findet nun leicht aus (2): 

II 2 W2 1 I j 

1 + cnu = T 1 + du® 

' 1 ' 


1 — onv 


2x^0^ 

1 — 

clri'y cnv = 


1 — %^x^ 

2 i/2 ^2 

' 1 — %2^4’ 


* 1 /l — onv 1 -| /l — dni; 

^ l' 1 -(- dn y %]/ 1 cn i;’ 

-i/dni; ~(- cni; 1 /dni; + cn-y 

y y 1 4- dni; ’ ^ “ y l cni; ’ 

zwischen den Vorzeichen dieser drei Größen besteht nach der 
ersten Gleichung (2) noch eine Eelation, so daß man nur vier 
verschiedene Wertsysteme erhält, welche folgende Bedeutung haben: 


dni; + cn'y. 
1 4- cni; ’ 


“&)’ Hi)' 

Sn(|-+2Z), cn(|-4-2Z), dn(|- + 2z), 

(|+2i/i'), cn4 + 2eZ'), dn(| + 2iZ'), 

g+2Z+2iZ'j, cn(| + 2Z+2iZ'\ dn(|+2Z+2^Z'' 


Wir führen noch die aus (3) sich ergebenden speziellen 
Fälle an: 


K 

sn-=. 

K 
cn 2 


1 iK' i 

-i-jc'* 2 l/x 


5t l 


iZ' -j/l -|-5t 

■“ \~ir^ 




K+iK' 


. Z iX' , Z+iZ' 

dn 2 dn-^ =^^|l dn ^ 


]/ % ’ 
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§ 60 . 


Hieraus folgt nun, daß man die Teilung durch 2 und mithin 
auch durch jede Potenz Yon 2 durch eine Kette von Quadrat- 
wurzeln ausführen kann. Setzt man daher die Aufgabe der Tei- 
lung durch eine ungerade Zahl als gelöst voraus, so ist die Teilung 
durch eine gerade Zahl auf Quadratwurzeln zurückgeführt. Im 
folgenden beschäftigen wir uns ausschließlich mit der Teilung 
durch ungerade Zahlen. 


§ 60. Die Teilung durch eine ungerade Zahl. 

Setzt man, wenn n eine ungerade Zahl ist, 

(1) X = sn — , y — cn — , .0 = dn-, 

n n’ n 

so erhält man aus den Gleichungen IV, § 57: 

D{x^) sn-y — xÄ(x^) = 0, 

(2) D(x^) cnv — yB(x^) = 0, 

D (x^) dn ^ — 0 G (x^) = 0. 

Die erste dieser Gleichungen ist in bezug auf die Unbekannte 
^ vom Grade durch die zweite und dritte werden y und ^ 
rational durch x (und durch cn^;, dn-y) ausgedrückt. Es ergeben 
sich also Wertsysteme für die drei Unbekannten x, y, deren 
Bedeutung ist: 

= sn (iL + 

\n ' H /' 

(3) 2 /,.,, = cn (1 + , 

\n ' n 

\n ^ n 

worin ft, je ein vollständiges Restsystem (mod n) durchlaufen. 
Die erste Gleichung (2): 

W D(:r2)sn^ — xÄ{x^) = 0, 

vom Grade heißt die allgemeine Teilungsgleichung. Sie 
ist in^ dem Sinne irreducibel, daß sie nicht in Faktoren zerlegbar 
ist, die in bezug auf su'y, cn-y, dnii; rational sind und beliebige 
von V unabhängige Koeffizienten haben. 

^ Denn zunächst sind die Werte Xu^uf alle voneinander ver- 
schieden, und wenn irgend eine rationale Gleichung: 

-F('sn^, sn«;, cn-y, dn«;^ = 0 


Die Teilung durch eine ungerade Zahl. 
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bestellt, so kann darin die Variable v durch v -|- 4:^^iK’ 

ersetzt werden. Wegen der Periodizität von snt’, cn-y, dn-z; folgt 
aber daraus, daß die Gleichung 

F{x^ sn?;, cnv^ dni;) = 0 

für alle Wurzeln der Gleichung (4) erfüllt ist Um ihre Galois- 
sche Gruppe zu ermitteln,, setzen wir zunächst den Rationali- 
tätsbereich fest Er soll folgende Größen umfassen: 

1. rationale Zahlen, 

2. rationale Funktionen von %% 

3. die drei Funktionen sn^;, cn^;, dn^y, 

4. die Größen sn . 

Aus (2) folgt dann, daß auch 


zum Rationalitätsbereich gehören. 

Wir bemerken nun, daß nach dem Additionstheorem jede der 
Größen durch jede andere unter ihnen rational ausdrückbar 
ist. Wenn insbesondere 

{5) jFk,,a^ (^0,o) 

ist, so ist . 

(6) -{-vf — ^ -F!u, ,u'- 1 »') ^ — ■ -Fu -fr' o)* 

Daraus folgt, daß die Galoissche Gruppe unserer Gleichung 
aus den Vertauschungen besteht, die man erhält, wenn 
man in den Wurzeln die Indizes ^i, alle um dasselbe 
Zahlenpaar v, v' vermehrt (wobei jeder Index nach dem Modul n 
zu nehmen ist). 

Denn nach (5) kann jede rationale Funktion der Wurzeln 
Xu,uf rational durch a;o,o in der Form 

^ (Xq, o) 

ausgedrückt werden und geht also nach (6) durch die Substitution 
in über; bleibt sie also durch diese Substitution 

ungeändert, so ist sie rational. Umgekehrt folgt aus der 
Irreduzibihtät, daß jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln, 
da sie in die Form gesetzt werden kann: 

ip{xo^o) = 0 , 


'Ip (Xv^v^) 


und also 
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zur Folge hat, die Substitution gestattet. Die Gruppe 
der ist aber A\regen 

Sv^v' Uj%' ^ (.t' 

eine Abelsche, welche nach der Formel 

Q qv Qr' 

Ov^v' AJQjI 

durch die Basis /Si^o, /So,i darstellbar ist, und also ist die all- 
gemeine Teilungsgleichung eine Abelsche Gleichung und 
mithin algebraisch lösbar (Bd. I, § 1691). 


§ 61. Die Teilung der Perioden. 

Die weiter noch zu lösende Aufgabe besteht nun darin, auf 
algebraischem Wege die GröJßen 

( 1 ) 

zu bestimmen. Man erhält alle Werte dieser Größe, wenn man 
fi, /a', Yoneinander unabhängig, je ein yollständiges Restsystem 
nach dem Modul n durchlaufen läßt. Diese Werte sind aber 
auch alle yoneinander yerschieden, denn sn^; kann nur dann 
= sn^;' sein, wenn v' kongruent v oder kongruent 2K — v 
modulo 4Ar, und beides kann für zwei yerschiedene der 

Argumente yon (1) nicht eintreten. 

Die Größen (1) sind die Wurzeln der Gleichung 

( 2 ) xA(x^) = 0 , 

und nach den Formeln 


( 3 ) 

können auch 


D{x^) 


D(aj2) 

G{x^) 




rational durch ausgedrückt werden, wenn der Rationali- 
tätsbereich aus rationalen Zahlen und rationalen 
Funktionen yon besteht. 

Aus den Wurzeln x^ der Gleichung J. = 0 lassen sich nach 
§ 60, (2) und § 44, (18), (19), (20) die Wurzeln yon JB = 0, 
C = 0, J) = 0 rational ableiten; wenn nämlich x^ eine Wurzel 
yon Ä = 0 ist, so sind 


Die Abel sehen Kelationen. 


1 — 1 — 1 
1 — ^2^1 — ^2y 

die Wurzeln von 5 = 0 , C = 0^ JD = 0. Die Bedeutung dieser 
letzteren Wurzel ist aber 


(4f. + i).g+(4ft^+ 


4ftZ'+ (4f*' + l)iK' 


und hiernach sind durch Auflösung der Gleichung ^ = 0 alle 
Größen von der Form 

_ 4 - 


worin ft, ft' beliebige ganze Zahlen sind, rational bestimmt. 


§ 62 . Die Abelschen Eelationen. 

Für eine nähere Untersuchung der algebraischen Natur der 
Pei’iodenteilungsgleichung ist ein System von Eelationen zwischen 
ihren Wurzeln von großer Wichtigkeit, zu dessen Ableitung wir 
jetzt übergehen 1). 

Wir betrachten die Summe: 



genommen nach v über ein volles Restsystem für den (ungeraden) 
Modul n. V* ist eine beliebige ganze Zahl und eine der 

drei geraden Charakteristiken (0,0), (0,1), (1,0). Diese Summe 
ist unabhängig von dem besonderen Eestsystem, das man für v 
genommen hat. 

Diese Kelationen rühren von Abel her (Oeuvres completes, Bd. I, 
S. 523 j Bd. II, S. 251 der neuen Ausgabe). Der oben gegebene Beweis 
dieser Kelationen schließt sich an Her mite an (Grelles Journal, Bd. 32, 
S. 283). Zu erwähnen ist noch Sy low, Christiania Videnskabsselskabs 
Forhandlinger 1864 und 1871. Kronecker, Berichte der Berliner Akademie, 
19. Juli 1875. Engel, Berichte der Sächsischen Gesellschaft der Wissen- 
schaften, 31. Juli 1884. 
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Der Hauptnenner der in (1) vorkommenden Brüche: 


ist nach den letzten Formeln des § 33, von einem konstanten 
Faktor abgesehen, gleich 

und wenn wir also die Summe (1) gleich 

(2) ^ W 

setzen, so ist eine ganze transzendente Funktion von u. 

Nun ist 

»»„.(• + »„„.(« + +; + * ) 
und V durchläuft gleichzeitig mit v + |(w + 1) ein volles Eest- 
system nach n. Daraus ergibt sich nach (1) und (2) 

(3) 0 — y = — e n 0 (u^ 

und ähnlich 

(4) 0(>it ~|- to) = — + 

Daraus ergibt sich, daß die Funktion 0(u) eine Funktion 
ist mit den Perioden 1/n^ co, die durch die Bedingungen (3), (4) 
bis auf einen von u unabhängigen Faktor bestimmt und durch 
eine ^-Funktion ausdrückbar ist (§ 19). Man sieht leicht, daß 
die Bedingungen (3), (4) durch die Funktion 

— 4^''cö, nco) 

befriedigt sind, so daß sich ergibt: 

cv / I 2i/\ 

^ '^11 ( H 1 

( 5 ) V e « i aU — Gß-i^ivu '»11 (wM — ‘Iv'm, na) 

Die Bestimmung der Konstanten G kann man leicht aus- 
führen, -wenn man rechts und links mit 

u- T • j. in »SliJä ('*'*) 

multipliziert und dann 

u = 0 9s) + (1 — ffi)g> 

2 



Die Abel sehen Relationen. 


setzt. Die Formel (2) des § 21 ergibt dann: 

n f , . (gl + 3 ) (g. + 1) '8'gi, gs, (0, to) (Q^ « g>) 

^ ^ ^ ^g„g^i2v'a},nm) ■9'Ü(0,g)) 

Die Abelschen Eelationen erhält man einfach, indem man 
in (b) nu = 2 v'(d setzt, wodurch die rechte Seite yei’schwindet : 

iv /2v'« + 2v\ 


2 v'g) -|- 2 v 


V QV'fTti 


Wendet man auf die hier yorkommenden '^'-Funktionen eine 
lineare Transformation 


C). 


an, so erhält man nach § 39 die allgemeine Formel: 

^ /2 (va - 1 - v'y) - 1 - 2 -j- v^d) co 

V ^vv'TCi d'. « — ^ ^ ^ — 


2 (va, -j- v^y) 2 (yß v'd) co 


( 8 ) " 


Diese Gleichungen gehen nun, wenn man ^1,^3 = 0,1 setzt 
und die Bezeichnungen des.§A2 einführt, unmittelbar in Eela- 
tionen zwischen den Wurzeln (§ 61) über: 

V Svv'Tti 

(^) ^ + 0, 

und den beiden speziellen Fällen: 

/«, ß\ __ /l, 0\ / 0, 1\ 


y, 8 J VO, V’ 


0 , 1 
- 1 , 0 


entsprechend : 

( 10 ) 


OOff^ yi 0 , 


1 ' Svv'Tti 


» Xv^yf = 0. 


Nach (5), (6) kann man auch den Wert dieser Summen be- 
stimmen, wenn darin die Einheitswurzel 


e 
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durcli eine andere ersetzt wird, indem man in (5) v' durch ein 
anderes Zeichen, ersetzt und dann mt = 2v'g) setzt. Be- 
schränken wir uns auf den Fall ( 9 ^ 11 ^ 2 ) = (0,1) und multipliziert 
(5) noch mit so folgt: 


( 12 ) 


V BmvTti 


/fl — j — iTtimv^Oi) 

( — 1 ) ^ ne ^ 


^00 '^01 ( 0 , n co) 'ö’ii [2 (v' — ni) co, n co] 

'^lo '^11 '^01 ( 2 G 5 , n cö) 'Ö’oi ( 2 V* co.^nco) ’ 


wo die linke Seite dann, aber auch nur dann verschwindet, 
wenn m = (mod n) ist. 


§ 63. Die G-aloissche Gruppe der Teilungsgleichung. 

Im dreizehnten Abschnitt des ersten Bandes ist gezeigt, wie 
die algebraische Natur einer Gleichung ihren einfachsten Aus- 
druck in der Galoisschen Gruppe der Gleichung findet. 

Es sei hier kurz an die Definition der Galoisschen Gruppe 
erinnert. 

Nachdem der Kationalitätsbereich ^ festgesetzt war, ist die 
Galoissche Gruppe einer Gleichung F(x) — 0, von der nur 
vorausgesetzt wird, daß sie keine gleichen Wurzeln habe, definiert 
als die, Gruppe G der Permutationen unter den Wurzeln dieser 
Gleichung, der die doppelte Eigenschaft zukommt: 

a) Jede rationale Gleichung in ß, die zwischen den Wurzeln 
von F{x) besteht, bleibt richtig, wenn die Wurzeln irgend 
einer Permutation dieser Gruppe unterworfen werden. 

b) Jede rationale Funktion in von den Wurzeln von F(x\ 
die sämtliche Permutationen der Gruppe gestattet, ist in 

enthalten. 

Indem wir nun die Gruppe G der Teilungsgleichung zu be- 
stimmen suchen, setzen wir als Kationalitätsbereich zunächst den 
Inbegriff aller rationalen Zahlen und rationalen Funk- 
tionen von voraus. 

Nach dem Additions- und Multiplikationstheorein (ygl, § 57, 
61) ist, wenn f und rationale Funktionen bedeuten, die von 

V, v' unabhängig sind, 


(1) r, ,a' + 1 -' 

(2) w,a' 


§ Go. Die Galois solle Gruppe der Teilungsgleichung. 209 

Ist nun 8 irgend eine Substitution der Gruppe durch die, 
■wenn c^d ganze Zahlen bedeuten, die nach dem Modul n 
genommen sind, 

^ 1 , 09 ^0, 1 in — CI ^ — i},a 

•übergeht, so können wir S auf jede der Formeln (1), (2) an- 
wenden. Es ist aber nach (2): 

^«,0 9^a (ß^l, 0)) 

woraus zu schließen, daß durch die Substitution S 
Xa^O in 95,«(irö,-c) = X^u,-^ca 
übergeht. Ebenso findet man, daß durch S 

Xq^ u' in Cptj,>(x — &, a) X — Zju', a,«' 

Übergeht. 

Wenden wir dies auf die aus (1) hervorgehende Gleichung 

Xu,uf ~ — f(Xu^Q'i ‘'^0, u') 

an, so folgt, daß durch 8 

(ö ) Xu^ i^r in X-^ u — 6 u', — fl .tt -}- a u' 

übergeht. 

Hieraus schließen wir zunächst, daß die Zahlen a, &, c, d so 
beschaffen sein müssen, daß ihre Determinante 
(4) m = ad — hc 

mit n keinen Teiler gemein hat. Denn wäre ein solcher Teiler 
vorhanden, so würden ft, ft', ohne daß beide durch n teilbar sind, 
so bestimmt werden können, daß 

dft — = 0, — cft a^' = 0 (mod ^^), 

uiid es würden mehrere voneinander verschiedene Wurzeln Xu^uf 
durch 8 in ein und dieselbe Wurzel übergehen, was unmöglich 
ist. Denn zunächst können weder a und h noch c und d einen 
Teiler mit n gemein haben, weil sonst, wenn /;ft' oder Cft, 0ft 
dnrch n teilbar genommen werden, alle Xa\Q oder alle Xq^^ in 
Xo^o Übergehen würden. Setzt man dann = n{]ia li'b)^ 
mu' = n{hc 7i'0), und bestimmt h und h' so, daß ha Wh 
keine Teiler mit n gemein hat, so brauchen, wenn n und m einen 
gemeinsamen Teiler haben, |W, ft' nicht beide durch n teilbar zu sein, 
und es geht nicht nur .»0,0 7 sondern auch x^^u' nach (3) in ^0,0 über. 
Bezeichnen wir abgekürzt die Vertauschung (3) mit 

SO ist 

v' = — c ft -f- a ft 



Weber, Algebra. III, 


14 
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iiBcI daraus, durch Auflösung, mit Benutzung der Bezeichnung 
§ 28, (4): 

(ö) »«(ft) ft') = 0 ) 

Es ist daher 

® ^ C; l) 

ein zweckmäßiges Zeichen für die Vertauschung S, und aus (5) 
ersieht man, daß sich zwei solche Vertauschungen: 

genau nach der in § 28 gegebenen Regel: 

(7) SS' = s" = + 1 “J! j; 

^ ^ \ca^ + öc, c(/ -|- 08/ 

ziisammensetzen, so daß die Vertauschung S" der Wurzeln ent- 
steht, wenn zuerst die Vertauschung S, sodann die Vertauschung 
aS' unter den Wurzeln der Teilungsgleichung Yorgenommen wird. 
Zu beachten ist aber immer, daß Mer nur die nach dem Modul 
n genommenen Reste der Zahlen a, 0, c, 8 in Betracht kommen, 
so daß die Anzahl der Vertauschungen S stets endlich ist 1 ). 


Der Inbegriff aller Substitutionen 


bildet 


eine Gruppe, die wir mit 21 bezeichnen, und in ihr ist, 
wie wir bewiesen haben, die Gruppe @ der Teilungs- 
gleichung enthalten. 

In 21 ist als Teiler eine Gruppe 25 enthalten, die aus allen 
Substitutionen (5) 

® ■ ' ^=C:*) 

besteht, die der Bedingung 

(y) otd — ßy = l (mod n) 

genügen. 


’•) Wollte man, was auf den ersten Blick näher zu liegen scheint, die 
Bezeichnung 8 = würde die Komposition nach der 

Formel S' 8 = fS", also umgekehrt wie bei der üblichen Komposition der 
Fermentationen, zu bezeichnen sein. 


Die Gal ois solle Gruppe der Teilungs^leichung. 
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Jede Substitution S läßt sieb durch Zusammensetzung von 

/■m, 0\ 


mit einer Substitution T herleiten; man hat, damit 

o _ 0\ ^ 


sei, «, /3, y, 8 einfach aus den Kongruenzen 

a = am, ^ b = ßm, c ~ d = 8 (mod n) 
zu bestimmen. 

Wir betrachten nun 

/ 2^ H- 

(101 « + « 
( 10 ) 

n 


als Funktionen von ai, und wenden darauf eine lineare Trans- 
formation 

Q ö i) 


an, indem wir o? durch 

(11) 

^ a ßco 

ersetzen; dann ergibt sich nach den Formeln (3), (5) und (6), 
§ 39, daß 

^,«5 ii» in Xu f.1 y ß 6 jx' 

übergeht, d. h. es erleiden die eine Substitution, die nach 
(3), (6) mit 

ZU bezeichnen ist, während ungeändert bleibt. 

Auf diese Weise kann auch umgekehrt jede der Substitutionen 
T entstehen; denn wenn irgend eine Substitution T gegeben ist, 
so kann man durch Hinzufügen passender Vielfachen der (un- 
geraden) Zahl n zu den Zahlen a, ß, y, 8 den Bedingungen 
«=1, d=l, /3 = 0, y = 0 (mod 8) 
immer genügen. 


14 ^“ 
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Irgend eine rationale Grleichung zwischen den Wurzeln 
und geht, auch wenn beliebige konstante, d. h. von q unab- 
hängige Zahlenkoeffizienten darin Vorkommen, durch (10) in eine 
Identität über, und man kann daher für co 

y d CD 
« - f - /?£0 

substituieren, d. h. man kann jede Substitution T auf die rationale 
Gleichung zwischen den anwenden. Daraus folgt, daß die 
ganze Gruppe S in ® enthalten ist (Bd. I, § 156) und sogar 
in der Gruppe die aus der Gruppe ® der Teilungs- 
gleichung durch Adjunktion beliebiger Zahlen entsteht. 

Wenn wir den Rationalitätsbereich der rationalen Zahlen 
durch Adjunktion von nten Einheitswurzeln erweitern, so gehören 
zu den rationalen Gleichungen auch die Abelschen Relationen 
des vorigen Paragraphen. Auf diese Relationen, etwa auf 

Bw' Tti 

• -ZJe ” Xvy = 0 
ist aber keine der Substitutionen 



in der m von 1 verschwindet, anwendbar; denn durch diese Sub- 
stitution geht, wenn mm' = 1 (mod n) ist, 

Sv'v'Tti Bvm'v'Tti 

y V 

A? 6 in A 6 

über, was nach (12), § 62 von Null verschieden ist, wenn nicht 
m' und also auch m (mod n) ist. Daraus folgt der Satz : 

2. Nach Adjunktion der nten Einheitswurzeln (und 
beliebiger anderer Konstanten) ist 93 die Galoissche Gruppe 
der Teilungsgleichung. Es wird 91 auch die Monodromie- 
gruppe der Teilungsgleichung genannt. 

3. Wir beweisen jetzt noch, daß in dem ursprünglichen 
Eationalitätsbereich,' also ohne Adjunktion der >^ten Einheits- 
wurzeln oder anderer irrationaler Zahlen, die Gruppe der 
Teilungsgleichung mit der Gruppe 91 identisch ist. 

Es ist in Bd. I, § 174 gezeigt, daß die primitiven nten Ein- 
heitswurzeln Q Wurzeln einer irreduziblen Gleichung 

( 12 ) 0 ( 4 )) = 0 
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sind, und diese Gleichnng kann auch nicht zerfallen, wenn der 
unabhängigen Veränderlichen durch Adjunktion der Eationalitäts- 
bereich der rationalen Zahlen erweitert wird. 

Der Grad dieser Gleichung ist q) (w), d. h. gleich der Anzahl 
der Modulo n inkongruenten Zahlen die relativ prim zu n sind. 
Es sei nun 


(13) F(r) = 0 

eine Galoissche Kesolvente vom Grade ft der Teilungsgleichung 
im ursprünglichen Eationalitätsbereich (so daÜ alle Wurzeln 
rational durch r darstellbar sind, Bd. I, § 152). Diese Gleichung 
muß nach Adjunktion einer Wurzel von (12) zerfallen; denn 
wäre dies nicht, so würde jede rationale Eelation 

(14) ^|J(r,Q) = 0 

für alle Wurzeln von (13) befriedigt sein, und wäre durch 

F(f) (für ein variables t) teilbar. Es würde also (14) noch be- 
stehen bleiben, wenn q durch eine andere Wurzel von (12) 
ersetzt wird. Dies ist aber nach § 62, (12) nicht zutreffend, wenn 
man an Stelle von (14) eine der Abelschen Eelationen setzt. 

Es sei nun nach Adjunktion von q 

(15) F{r,Q) = ö 

die Galoissche Eesolvente vom Grade v der Teilungsgleichung, 
so daß V nach 2.- gleich dem Grade der Gruppe S ist. Es ist 
dann F(t) durch F(t^Q) algebraisch teilbar und also wegen der 
Irreduzibilität von (12) auch durch jede der Funktionen F(t^Q^^^), 
Da die Funktionen F{t^Q^^) irreduzibel sind, so können nur dann 
zwei von ihnen einen gemeinsamen Teiler haben, wenn sie ganz 
identisch sind. Wenn aber 

F{t,Q) = F(^,r) 

wäre, dann würde aus jeder Gleichung der Form (14) folgen, daß 
(^, p) durch F q) = F (^, teilbar wäre , und es würde 
folgen, daß in (14) die Vertauschung (p, p"^) gestattet ist, was 
wieder bei den Abelschen Eelationen nicht zutrifft. Mithin sind 
die '(p(n) Funktionen jF(^, p’^) alle voneinander verschieden, und 
F(t) ist durch ihr Produkt teilbar. Der Grad ft von F{t') ist 
:üso wenigstens = v q) (n). Er kann aber auch nicht höher als 
vq)(n) sein, da vq)(n) der Grad der Gruppe ist, und die 
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Gruppe © vom Grade ft gewiß in ® enthalten ist. Es ergibt 
sich hieraus 

(16) ft = vg)(n) 

und zugleich die Identität von © mit 31. 

Daraus folgt aber auch, daß F{t) dem Produkt der sämtlichen 
Faktoren gleich ist, also 

m 

( 17 ) F(t) = nF(t, r), 

und da F{t) ~ 0 keine gleichen Wurzeln hat, daß zwar jF(r, p), 
aber keiner von den andei'en Faktoren F{r^ verschwindet. 
Die Gleichungen 

(18) JP(r,0 = 0, 0(t) = 0 

haben daher nur die eine Wurzel t = Q miteinander gemein, 
und durch Aufsuchen ihres größten gemeinschaftlichen Teilers 
findet man p rational ausgedriickt durch r, d. h. durch 
die Wurzeln der Teilungsgleichung. 

Diese Ausdrücke für q ändern ihren Wert nicht, wenn auf r 
eine Substitution der Gruppe S angewandt wird, während [nach 
(12)] Q durch eine Substitution der Gruppe 31 in eine Potenz 
von p übergeht. 

Die Abel sehen Relationen zeigen, daß durch die in St ent- 
haltene Substitution 



p in p’" übergeht; denn setzen wir 

87X1 

e = p^-, 

so lautet eine der Ab e Ischen Relationen 

( 20 ) = 0 , 

worauf, wenn für p der Ausdruck durch r gesetzt wird, alle 
Substitutionen von 31, also auch (19), anwendbar sind. Nach § 62, 
(12) bleibt aber (20) bei dieser Substitution nur richtig, wenn 
p in p’^*' übergeht. 

Da p durch die Substitutionen in 33 nicht geändert wird, 
und da die Gruppe 31 aus 33 durch Zusammensetzung mit (19) 
entsteht, so folgt, daß durch irgend eine Substitution in 31 
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Q in p’”" übergeMj wenn m der Determinante (ad — ic) nach 
dem Modul n kongruent ist. 

4. Wir wollen schließlich noch die Zahl r, d. h. den Grad 
der Gruppe 33 bestimmen. 

(p(n) hat, wie bekannt, den Ausdruck (Bd. I, § 140) 

( 21 ) (p{n) — nn(l — jy 

wenn das Produktzeichen iT sich auf alle in n aiifgehenden, von- 
einander verschiedenen Primzahlen p erstreckt. 

Die Zahl v ist gleich der Anzahl der nach n inkongruenten 
Zahlensysteme os, y, d, die der Bedingung 

[22) «d — ßy = 1 (mod n) 

genügen. Wir fragen zunächst nach der Anzahl der Paare 
:lie mit n keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und bezeichnen 
liese mit z(n). 

Ist n = n' n'' und n' relativ pxim zu so kann man aus 
eder Ivombination eines zu n' gehörigen Zahlenpaares cc\ ß^ mit 
nnem zu gehörigen Zahlenpaar ß'^ ein zu n gehöriges 

a = n” od -(- n' ü!( ß = n" ß' -f- n' ß'^ 

lerleiten, und man erhält auf diese Weise alle Zahlenpaare ß 
ind jedes nur einmal. Daraus folgt: 

23) x(n) = %(#')ZK)- 

Es ist also noch d. h. %(n) für eine Priinzahlpotenz 

I = zu. bestimmen. 

Setzen wir zunächst für «, ß alle modulo p^ verschiedenen 
'ahlen, so ist diese Anzahl p^^. Hiervon sind aber alle die 
^aare wegzulassen, bei denen «und ß durch p teilbar sind, 
eren Anzahl p^^-^ beträgt, so daß 

JC - p^ ^ 

nd folglich nach (23) allgemein 

24) = ,^si7(l-l) 

)lgt, wenn p die in n auf gehenden Primzahlen durchläuft. 

Jedes Zahlenpaar «, ß läßt sich durch Vermehrung um Viel- 
bche von n in ein solches verwandeln, deren Zahlen unter sich 
ilativ prim sind, und dann läßt sich d so bestimmen, daß 

ad — /3 y = 1 
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§ 

wird, darin kann d durch y ]ia^ d h ß ersetzt werde: 
lind indem man li ein volles Eestsystem modulo n durchlaufe 
läßt, erkennt man, daß zu jedem Zahlenpaar ß n der Bedingim 
(23) genügende Zahlenpaare y^ d gehören. Demnach ist die Orc 
niing der Gruppe S: 

V = «3 77(^1 

oder, wenn wir noch die numerische Funktion 

(25) = wi7 -f- 
einführen : 

(26) V =: ng) (n) (n) 

und die Ordnung der Gruppe ''ä: 

(27) iji = n (p {ny if) (n), 

§ 64. Die irreduzibeln Faktoren der Teilungsgleichung. 
Ist 

V — 0 ^ — bp.' 

v' = — -j- api' 

und ad — hc relativ prim zu so ist der größte gemeinschaff 
liehe Teiler von ft', n zugleich der größte gemeinschaftlich 
Teiler von x;, v\ n. Die Wurzeln der Teilungsgleichuni 
zerfallen also nach dem größten gemeinschaftlichen Teiler voi 
P, fd, n in Systeme, die durch die Substitutionen der Gruppe ? 
immer nur ineinander übergehen, d. h. die Gruppe @ ist in 
transitiv, und die Systeme der Intransitivität sind dii 
Systeme in denen ft, ft', n einen und denselben größtei 

gemeinschaftlichen Teiler haben. Die Teilungsgleichung ist als( 
rediizibel (außer wenn n eine Primzahl ist) und die Wurzeli 
eines dieser Systeme der Imprimitivität genügen einer rationalei 
Gleichung (Bd. I, § 157). 

Nach dem vorhergehenden Paragraphen gibt es q) (n) 'ijj (n 
Zahlenpaare ft, ft', deren größter gemeinschaftlicher Teiler mit 
gleich 1 ist, und die diesen Zahlenpaaren entsj)rechenden Wurzelr 
Xy,, genügen daher einer rationalen Gleichung des Grades 
Diese Gleichung nennen wir die eigentliche Teilungsgleichung 
für den Divisor n, weil nur dann, wenn ft, ft', n ohne gemein- 
samen leiler sind, nicht zugleich Wurzel einer Teilungs- 
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gleicliiing für einen kleineren Divisor ist. Im Gegensatz hierzu 
nennen wir die Gleichung, deren Wiii-zeln die sämtichen 
sind, die allgemeine Teilungsgleichung für den Divisor n. 
Durch irgend eine Substitution der Gruppe 21 



geht (1,0), (0, 1) in (9, — ( — &, a) über, und wenn also S nicht 
die identische Substitution ist, so wird gewiß wenigstens eine der 
beiden Wurzeln Xi^o^ Xo^i durch S verändert. Daraus ergibt sich, 
daß die Galoissche Gruppe der eigentlichen Teilungs- 
gleichung genau dieselbe ist, wie die der allgemeinen, 
nur angewandt auf den Fall, daß ft', n keinen gemeinsamen 
Teiler haben, nämlich, je nachdem die ^^ten Einheitswurzeln 
adjungiert sind oder nicht, ^ oder 2(. 

Daraus folgt noch, daß die eigentliche Teilungs- 
gleichung irreduzibel ist, selbst nach Adjunktion be- 
liebiger Konstanten. 

Denn sind y, d irgend zwei Zahlen ohne gemeinsamen Teiler 
mit so kann man «, ß der Kongruenz 

öcd — ßy = 1 (mod n) 

gemäß bestimmen und die in 23 enthaltene Substitution 



auf jede rationale Gleichung zwischen den Wurzeln anwenden. 
Wenn also Xi^q einer rationalen Gleichung (mit beliebigen kon- 
stanten Koeffizienten) 

^{Xi^o) = 0 

genügt, so genügt derselben Gleichung jede andere Wurzel 
der eigentlichen Teilungsgleichung, woraus die Irreduzibilität der 
letzteren' folgt. 


§ 65. Zurückführung der Teilungsgleichung 
auf Transformationsgleichungen. 


Die Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung lassen sich 
in folgender Weise in Reihen anordnen. Man wähle nach Be- 
lieben eine der Wurzeln: 
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Unter den Wurzeln der Teilungsgleichung kommen auch die 
(p(u) Größen 

(iii) sn h Sli 

vor, die, wenn h ein vollständiges System inkongruenter zu 
n teilerfremder Zahlen durchläuft, alle voneinander verschieden 
sind. Das System (jK^) wollen wir die erste Eeihe der Wurzeln 
nennen. 

Ist nun sn .^2 in {E^) nicht enthaltene Wurzel, so bilden 
die 9 >(n) Größen 
(J?2) 

die sowohl untereinander als von den W^urzeln (E^) verschieden 
sind, eine zweite Reihe; und auf diese Weise kann man fortfahren, 
bis sämtliche 9 (n)-?/^(n) Wurzeln der eigentlichen Teilungsgleichung 
in 1 /^( 9 ?) Reihen von je (p{n) Gliedern verteilt sind. 

Nach dem Multiplikationstheorem läßt sich durch eine Wurzel 
jede andere Wurzel derselben Reihe rational ausdrücken in der 
Form; 

(1) mhSl = /i,(snu<i), 

worin eine nur von dem Multiplikator Ä, nicht von der Wahl 
von Sl abhängige rationale Funktion ist. 

Wenn die beiden Wurzeln ccv^v^ in dieselbe Reihe ge- 
hören, so muß sich die Zahl h so bestimmen lassen, daß 

(2) = V, li^x! = v' (mod 99 .), 

und umgekehrt, wenn dies der Fall ist, so gehören die beiden 
Wurzeln in dieselbe Reihe. Aus (2) aber folgt die Kongruenz 
(^) — v^' ~ 0 (mod n), 

und aus dieser lassen sich auch umgekehrt die Kongruenzen (2) 
wieder heiieiten. 

Denn da n relativ prim sind, so kann man die Zahlen 
«, ß so bestimmen, daß 

— ß^' = 1 (mod n) 
wird, und daraus folgt mittels (3): 

V = (atf — ßv*)ii^ v' = (av — ßv')^' (mod n), 
also, wenn av — ßv' — h gesetzt wird, die Kongruenzen (2). 

Die Kongruenz (3) ist also die notwendige und hin- 
reichende Bedingung dafür, daß die beiden Wurzeln der 
eigentlichen Teilungsgleichung derselben Reihe 

angehören. 
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Hieraus folgt, daß die Einteilung in Eeihen gänzlich unab- 
hängig ist von der Willkürlichkeit in der Annahme über die 
Wurzeln ••• 

Es folgt aber noch weiter daraus, .daß durch die Sub- 
stitutionen der Gruppe die Reihen nicht auseinander- 
gerissen, sondern nur untereinander vertauscht werden. 
Die Gruppe der Teilungsgleichung ist. also imprimitiv, und die 
einzelnen Reihen sind die Systeme der Imprimitivität (Bd.I, § 158). 

Denn wendet man auf (ft, ft') und (v, v') gleichzeitig die 
Substitution 

/«, i\ 

\C, d) 

an, so bleibt die Kongruenz (3) erhalten. 

Sucht man unter den Substitutionen der Gruppe ^ die Sub- 
stitutionen aus, welche die Wurzeln einer Reihe nur untereinander 
vertauschen, so erhält man eine Gruppe, und zwar einen Teiler 
von 91. Zu jeder Reihe gehört also ein solcher Teiler von 91. 
Bezeichnen wir mit die Reihe, in der die Wurzel vor- 
kommt, und mit den zu dieser Reihe gehörigen Divisor von 91, 
so sind nach (3) [vgl. § 63, (3)] die Substitutionen 

/CL l\ 


Ton 91,«,^/ durch die Kongruenz 

(4) (0fi — 6 ft') /a' ~|~ ((? ft — aft')ft = 0 (mod n) 
charakterisiert. 

Ebenso erhält man eine Gruppe wenn man die Sub- 

stitutionen in S3 auf sucht, die die Wurzeln der Reihe Ea,.a' nur 
unter sich vertauschen, deren Substitutionen: 

ß\ 

Vr, sj 

durch die beiden Kongruenzen: 

( 5 ) (ßfi — — = 0 , ^ , 

ad — ßy 1 ^ ^ 

charakterisiert sind. 

Beispielsweise bestehen die Gruppen 9li,o, 23i,o aus den Sub- 
stitutionen 


«, ß\ 
. 0 , öj' 


1 (mod n). 
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Die Gruppen sind konjugierte Divisoren von 9t 

(Bd. II, § 3), denn wenn durch S in also Bi^o in 
übergeht, so werden durch die Gruppe 

die Wurzeln von nur unter sich vertauscht, und es ist also 

( 6 ) 

Ebenso ist, wenn T eine Substitution in 93 ist, durch die 
Xi^o in Xu„a/ übergeht: 

(7) 93.a„a^ 

Der größte gemeinschaftliche Teiler 9(o aller Gruppen 9l,u,.a' 
wird nach (4) bestimmt durch 

& = 0, c = 0, a = d (mod n) 
und besteht also aus den Substitutionen: 


/a, 0\ 

VO, a)^ 

worin a eine beliebige, zu n teilerfremde Zahl ist. 3fo ist identisch 
mit dem größten gemeinschaftlichen Teiler dreier der Gruppen 
die verschiedenen Reihen angehören. Denn 9Io ist dann 
der größte gemeinschaftliche Teiler von 9.(^u/, wenn 

die drei Kongruenzen 

— (0 — = 0 

Qy 2 — (^0 — a)vv' — = 0 (mod n) 

cq2 — ^0 — a)() q’ — b = 0 

nur unter der Voraussetzung 


0 = a, & = 0, c = 0 (mod n) 
erfüllt sind. Dies findet statt, wenn die Determinante 


^'2 
nf2 


V V 


= — {vq' — Qv'){Qik' — — Vft') 


() 2 , qq', q'-. 
relativ prim zu n ist. 

Ebenso ist nach (5) der größte gemeinschaftliche Teiler 9So 
aller 93^«,«/ der Inbegriff der Substitutionen: 


( 8 ) 

mit der Bedingung: 

(9) 



«2 = 1 (mod n). 
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Die Kongruenz (9) besitzt, wenn Ic die Anzah.1 der in n auf- 
gebenden, voneinander verschiedenen Primzahlen ist, 2^* inkon- 
gruente Lösungen, und dies ist also der Grad der Gruppe So ^)- 

Eine rationale Funktion ^ der Wurzeln einer Reihe, etwa 

der Reihe läßt sich nach (1) rational durch eine dieser 

Wurzeln darstellen. Wenn diese Funktion die Eigenschaft hat, 
ungeändert zu bleiben, falls diese eine Wurzel durch eine andere 
derselben Reihe ersetzt wird, wenn also beispielsweise | eine 
symmetrische Funktion der Wurzeln einer Reihe ist, dann 
erhält ^ durch Anwendung der Substitutionen von 5t (oder auch 
von 93) nur 

( 10 ) V — 'ip[n) 

verschiedene Werte 

(11) ti? §27 • • *7 §17 

und wenn diese Werte alle voneinander verschieden 
sind, so gehört ^ zu der Gruppe 9ti,o und alle anderen 
symmetrischen Funktionen der Wurzeln von sind 

rational durch | darstellbar (Bd. I, § 162). 

Die V Größen (11) sind die Wurzeln einer irreduzibeln ratio- 
nalen Gleichung rten Grades, die wir eine Transformations- 
gleichung nennen. 

Die Transformationsgleichung hat, wenn in § nur rationale 
Zahlkoeffizienten Vorkommen, selbst rationale Zahlkoeffizienten. 
Sie bleibt aber irreduzibel, wenn auch nte Einheits- 
wurzeln oder überhaupt irgend welche Konstanten ad- 
jun giert werden, wie sich daraus ergibt, daß durch Substitu- 
tionen der Gruppe 93 jede Wurzel der Teilungsgleichung in jede 
andere, also auch jede Reihe in jede andere Reihe übergeführt 
werden kann. 

Durch die Adjunktion einer Wurzel | der Transformations- 
.gleichung, etwa der zur Gruppe 9li,o gehörigen, reduziert sich die 
Gruppe der Teilungsgleichung auf die letztere Gruppe ist 

aber nicht mehr transitiv, sondern vertauscht die (p{n) Wurzeln 
a ‘;,,0 7 worin /^ ein vollständiges System inkongruenter, zu n teiler- 
fremder Zahlen durchläuft, untereinander. Die Teilungsgleichung 
wird also reduzibel und hat einen Faktor cp (n) ten Grades, 


§ 37 . 


Ygl. Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4:. Auü,, 
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dessen Wurzeln die sind. Der Einfluß einer Substitution 
der Gruj)pe 9(i,o 



auf besteht darin, daß Xn^o in übergeht, und die Gruppe 
dieser Gleichung 9 ?(i^)ten Grades besteht daher aus den Ver- 
tauschungen 

0 » /i, o ) ) 

worin d jede beliebige zu n teilerfremde Zahl sein kann. Diese 
Gruppe ist eine Abelsche und daher sind die Wurzeln Xh^c 
nach Adjunktion Yon | algebraisch durch Radikale zr 
bestimmen. 

Wenn wir aber nicht nur eine, sondern sämtliche W^irzeln i 
der Transformationsgleichung adjungieren, oder, was auf dasselb( 
hinauskommt, die drei zu jRo,i, gehörigen, so reduzier' 
sich die Gruppe der Teilungsgleichung auf 3Io, und wenn wi: 
noch «te Einheitswurzeln adjungieren, auf So. Die Gruppe 33 
ist eine Abelsche vom Grade die nur solche Elemente ent 
hält, deren Grad = 2 ist. Infolgedessen ist die Teilungs 
gleichung durch Quadratwurzeln lösbar. 

Um die Form dieser Lösung zu finden, setze man 

n = 

worin p, p', ... voneinander verschiedene Primzahlen, jr, 7 c\ .. 
positive Exponenten sind. Man bestimme die Zahlen c, c', ... au 
den Kongruenzen 

c = — 1 (mod p^), c' = — 1 (mod p'^') . . . 

c = ~\- 1 (mod c' = -j- 1 (mod ... 

dann erhält man jede Lösung ot der Kongimenz 

= l (mod n), 

und jede nur einmal, in der Form 

cc = ... (mod n)^ 

wenn s, b\ ... die Werte 0, 1 annehmen. 

Ist nun Sl irgend einer der Werte 


n 
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also irgend eine Wurzel der eigentlichen Teilungsgleichung, 
so hat die auf alle a auszudehnende Summe 

(13) -S'(±l)"(±l)'' •*. snoci^ = 

worin die h Vorzeichen Yon + 1 beliebig gewählt werden können, 
die Eigenschaft, daß für jedes nach (12) bestimmte a 

(14) == {+ 1)^ (± 1)^^ 

ist, und das Quadrat von bleibt durch die Substitutionen der 
Gruppe 93o ungeändert, ist also durch ^^te Einheitswurzeln und 
die Wurzeln einer Transformationsgleichung rational ausdrückbar. 

ist also die Quadratwurzel aus einem solchen Aus- 
druck J-. Die Anzahl der Ausdrücke (13) beträgt aber 2^S und 
es ergibt sich durch Addition aller so gebildeter Gleichungen 

(15) 2?^sn^2 = ZyA 

Es ist noch zu bemerken, daß von den Größen also auch 
von den J., die Hälfte verschwindet. Denn es ist 

— 1 = cc' ... (mod n), 

und wenn man also in (14) os = — 1 setzt, so folgt: 

'iIj ( — Sl) = (±1) (±1) ... ; 

andererseits ist aber 

und folglich verschwindet immer dann, wenn unter den in 

(14) vorkommenden h Größen +1 eine gerade Anzahl von nega- 
tiven Einheiten enthalten ist. 

Die Wurzeln können also linear durch 2^“^ Quadrat- 
wurzeln ausgedrückt werden. 

Wenn n eine Primzahl oder eine Potenz einer Prim- 
zahl ist, so sind die Quadrate der Wurzeln der Teilungs- 
gleichung rational durch die Wurzeln der Transforma- 
tionsgleichung ausdrückbar Q. 

Ist n eine zusammengesetzte Zahl, so läßt sich die Einteilung 
der Wurzeln in Reihen noch weiter treiben. Ist p eine in 


Vgl. über diesen Satz Kronecker, Monatsbericiit der Berliner 
Akademie, 19. Juli 1875. Kronecker macht dort auf ein Versehen auf- 
merksam , das sich in einer diesen G-egenstand betreffenden Abhandlung 
von Jaoobi (Grelle, Bd. 47 und Bd. 50) findet. 
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n aiifgehencle Primzahl, so nehme man zwei Wurzeln 
in dieselbe oder in verschiedene Eeihen auf, je nachdem 

= 0 (mod p) 

oder nicht; gehören hiernach und in eine Eeihe mit 

Xu^u>^ so gehören sie auch untereinander in dieselbe Eeihe. Die 
Anzahl der so gebildeten Eeihen ist, wie leicht nachzuweiseu, 
p 1 und man erhält auf diese Weise als erste Eesolvente der 
Teilungsgleichung eine zum Divisor p gehörige Transformations- 
gleichung. Wir werden später auf anderem Wege zeigen, wie die 
Transformationsgleichungen für zusammengesetzte Divisoren auf 
solche für Primzahldivisoren zurückgeführt werden können. 
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Theorie der Transformationsgleiclmngen. 


§ 66. Bildung vön Transformationsgleicliungen. 

Nachdem nun die Teilungsgleichungen auf Transformations- 
gleichungen zurückgefiihrt sind, gehen wir an ein genaueres 
Studium dieser letzteren Gleichungen. 

Wir nehmen n ungerade an, verstehen unter p die in n auf- 
gehenden Primzahlen, setzen 

(1) V = ‘tjj (n) = wiT (^1 4- 

und bezeichnen die v Reihen der Wurzeln der Teilungsgleichung 
mit JRi, •••! 


( 2 ) 


Aus jeder dieser Reihen nehmen wir für 


S^i 




n 


einen Repräsentanten ..., 

Wurzeln einer Reihe, wenn wir in 

mmSl 


Slp und erhalten die <p(n) 


m ein vollständiges System inkongruenter zu n teilerfremder Zahlen 
durchlaufen lassen. 

Die einfachsten Ausdrücke, die als Wurzeln von Transforma- 
tionsgleichungen eingeführt werden können, sind die Produkte 


(3) n 0(snÄi2), 

], n — l 

wenn 0 eine beliebige rationale Funktion ist, und h die Reihe 
der Zahlen 1, 2, ..., n — 1 durchläuft. 

Jede solche Funktion ist rational ausdrückbar durch sn 
und bleibt offenbar ungeändert, wenn durch irgend ein m 

Weber, Algebra. III. 15 


cs 


i 


Siebeuter Abschnitt. 
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§ tiß- 


ersetzt wird; man hat also nur noch dafür zu sorgen, daß die 
V Werte von (3), die den v Keihen entsprechen, voneinander 
verschieden sind, um (3) zur Wurzel einer (irreduzibeln) 
Transformationsgleichung zu machen i). 

Wir nehmen an, die Funktion 0(x) sei entweder eine 
gerade oder eine ungerade Funktion von und machen 
danach folgende Unterscheidung. 

Ist eine gerade Funktion , so sind unter den Faktoren 
des Produktes (3) je zwei, nämlich 

(4) ^ (sn hSi), 0 [sn {n — h) iß] 
einander gleich. Setzen wir also 

(5) JT(ß) = n 0{snhSi), 

2 

SO ist, wenn m eine beliebige zu n teilerfremde Zahl ist, 

(6) IZ(mß) = JT(ß) 

[weil unter den \{n — 1) Zahlen hm nicht zwei eine durch n 
teilbare Summe oder Diferenz haben, also, vom Vorzeichen ab- 
gesehen, die sn/^ß dieselben sind, wie die snAmß]. Es ist also 
JI(ß) die Wurzel einer Transformationsgleichung. Diese Klasse von 
Transfox'mationsgleichungen nennen wir Modulargleichungen. 

Ist 0 (x) eine ungerade Funktion, so sind die beiden Größen 
(4) entgegengesetzt und (6) ist nicht mehr allgemein richtig, 
sondern es ist 


(7) n{msi) = ±n{siy 

Daher ist, wenigstens im allgemeinen, nicht mehr IT(ß), 
sondern erst JI(ß)2 Wurzel einer Transformationsgleichung. Diese 
Art von Transformationsgleichungen nennen wir Multi'plikator- 
gleichungen. Um die Fälle kennen zu lernen, in denen 71 (ß) 
selbst Wurzel einer Transformation ist, muß das Vorzeichen in 
(7) bestimmt werden. . . 

Dies gelingt auf Grund eines Satzes der Zahlentheorie, der 
im Bd. I, § 145 abgeleitet ist. 

Der Satz lautet: 


Ausdrücke wie (3) sind aucli dann noch Wurzeln von Transformations- 
gleichungen, wenn h nur zu n teilerfremde Werte annimmt. Solche Trans- 
fonnationsgleichung hat man bisher noch wenig benutzt. Wir werden 
weitea^hin ein Beispiel kennen lernen. 
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Sind n irgend zwei teilerfremde Zahlen, letztere ungerade, 
Dedeutet ferner ft die Anzahl derjenigen unter den Zahlen 

^ ^ n — 1 

m, 2 m, om • • • — 

A 

ieren absolut kleinste Eeste (mod n) negativ sind, so ist 




vorin j das Legendre- Jacobische Symbol aus der Theorie 
ier quadratischen Reste ist^). 

Dieser Satz führt nun unmittelbar zur Bestimmung des "Vor- 
seichens in (7). Denn wenn in (5) die Funktion ^{x) ungerade 
.st, so ändern beim Übergang von ^ zu genau ^ Faktoren 
Lii (5) ihr Vorzeichen und wir schließen 

;9) J7(mß) = JT(ß). 

Ist n keine Quadratzahl, so kann man m immer so annehmen, 
laß = — 1 ist. Ist nämlich n = X ungerade, n' nicht 

iurch p teilbar, ß ein quadratischer Nichtrest von y?, so braucht 
[nan m nur aus den Kongruenzen 

on = ß (mod m ^ 1 (mod n') 

5 u bestimmen, um eine solche Zahl m zu finden. Und dann ist 
— — n{Sl) und nicht sondern erst n(Siy Wurzel 

finer Transformationsgleichung. Ist aber n eine Quadratzahl, so 
,st n(m^) = für jedes m und folglich 11(61) selbst Wurzel 

3 iner Transformationsgleichung. Es folgt also der Satz: 

Bei ungerader Funktion 0 ist und nur 

wenn n eine Quadratzahl ist, n(Sl) selbst, Wurzel 
einer Transformationsgleichung Ü- 


0 über diesen Sat?: Scliering und Kronecker im Monats- 

bericht der Berliner Akademie vom 22. Juni 1876. Schering, Acta mathe- 
natica I. 

®) Diese Vereinfachung der Multiplikatorgleichung in dem Fall, wo 
hn Quadrat ist, hat Joubert entdeckt, aber auf einem von dem unserigen 
yanz verschiedenen Wege nachgewiesen. „Sur^ les equations, qui se ren- 
iontrent dans la theorie do la transformation des fonctions elliptiques.“ 
Paris 1876- 


15 * 
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§ 67. Besondere Transformation sgleichungen. 

Es sollen min die Wurzeln der Transformationsgleichungen 
durch '^-Funktionen dargestellt werden. Wir setzen zu diesem 
Zweck: 

si = ix' = Ko}, 

( 1 ) 


n 




■und betrachten die Produkte 


J7 Ö'oo(2/J®), n ^01 (2 /m), n '9'io(2/i®), JT Ö'n(2 7t®). 

t 1 w — 1 n — l 

’ 2 ’ 2 ’ 2 

Es empfiehlt ^sich folgende Bezeichnung: 


n — 1 

-pQofi’oo 6 


TTt «2 — 1 


n fi’oo (2 7m), 


n—l 


(2) 


n — l 
lO'^lO = ^ 


jri . - n2 — 1‘ 

fxf (U-^ fl' (ü) 


n O'jo( 2 ;i®), 


1, 


n — l 


■Poi«-oi =e“ ” JT -9'oi(2^®). 

Es ist jetzt die Formel § 39,' (9) anzuwenden, die man aber 
für den gegenwärtigen Zweck etwas anders darstellt. 

Setzt man in § 39, (8) v' = 2ä/w, v = 2A(a -f ßm)ln 
und nimmt abermals das Produkt über ä = 1, 2, ... (w — 1)/ 2, 
so folgt mit Anwendung Ton § 32, (24): 


= (- 1 ) 


n2 — 1 jti n2 — 1 

8 /, 1 ;r”^Ca-}-/?üj) 


n—l n—l n — l 
2 'Ö’.n 2 d'Q~ 1). 


Demnach erhält man durch Multiplikation der drei Glei- 
chungen (2): ■ 

^5 (- = 1. 

dieser^ Fnrl Auflage ist die betreffende Formel gleioi in 

W.blSÄi'“ "—ehe,, 



Besondere Transformationsgleiclmiigen. 


Außerdem setzen wir noch: 

(4) -Pii^(ß5) ^ = ö ö « i3 


n — 1 


Diese Größen P lassen sich durch die Wurzeln der Teilungs- 
gleichung ausdrücken, wenn man unter Anwendung von (3) die 
Quotienten 

-Ik. _5lo_ P?. 

-^OlPlO -Poi-Poo^ -Pio-^oo’ PoQpOl-PlO 

bildet und vermittelst der Formeln des § 42 elliptische Funk- 
tionen einführt. 

Man erhält so 


n'^—l n — 1 

(-1) 8 2 ^ P,j> 


^ ivL^hSi, 
n — 1 cnhSl ’ 


tlzzl h r*n2 7?^ 

2 

»±zl üri Ä 1 

(-1) • 2 > i>;, = B — ' 


1 cnAiidn/^jß’ 


1) 8 p. = 2 n - jy , ^ . 

^ ^ cuÄißdnÄiö 


Diese Ausdrücke zeigen nun, daß Pf^o, P^^^ die Wurzeln 
von Transformationsgleichungen (Modulargleichungen) sind. 
P^^ ist die Wurzel einer Multiplikatorgleichung, und wenn n 
eine Quadratzahl ist, so ist auch Pf^ die Wurzel einer Multi- 
plikatorgleichung. 

Man kann in mannigfaltiger Weise die Funktionen P mit- 
einander kombiniere:gi, um neue Transformationsgleichungen zu 
erhalten. Wir führen folgende an: 

Pio CU hSl 

Poo ~ w-idn/z^ß’ 


n-x dnhU^ 
^’“T" 



230 


Siebenter Abscbnitt. 


§ (37. 


(- 1 ) 


2 3 p. 


( 8 ) 


(-!)■ 




tl — l 

.n— 1 


ooJTn jL mJiSlänJiS^ 

n-i cnhSl ’ 


~ ^ ^ -Pl'o-Pll _ JJ 


suhSlcxihSl 


9 3 P2 p 

(-1) * w 


/i 

n 


dnkSl 

mhSl 


w-i cnÄißdn/ii^i 
__ 

Ein wichtiges Eesnltat ergibt sich aber noch durch An- 
wendung des Multiplikationstheorems. "Wenn man in der letzten 
Formel II des § 57 w = 2 /mjJ setzt, so findet man 




(9) = 

worin, wie wir uns erinnern, D eine ganze rationale Funktion ist, 
deren Koeffizienten rational aus x“ und ganzen Zahlen gebildet sind. 
Nehmen wir das Produkt aus diesen Ausdrücken, für 
2 

1,2,..., — 2 — , so folgt aus der letzten Gleichung (2) 
n{n^ — 1)\ 

■” 2i 


k 


(■ 


weil bekanntlich 


(10) 


rin® 


1 


h 

JLi D(sji^h£l) 


Wir schließen hieraus, daß auch P^ die Wurzel einer Trans- 
formationsgleichung ist. Dies ist nichts Neues, wenn n durch 3 

teilbar ist, wohl aber, wenn n nicht durch 3, also 1 durch 

3 teilbar ist. Wir erhalten dann nämlich aus (10) mit Be- 
nutzung von (5), (7), (8): 

n®— 1 n®—! 

Po, = 2 ~”6" n ^ (änhSi)~ 

j I)(3n^hSl) 

’ 2 , ' 

R. = 9 ^ •’ ^ (cnÄß) « (dnÄß)-T- 

J.X r\ /■ Trt — — . 


( 11 ) 


1 — 1 


D(sn^hSi) 


PjQ — 2 


(n^l)(n®— ]) 


JT ^ (dnAil^) 

j nzil D(m^hSi,) 

’ 0 
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(-1) » 2 » P,, 


^ n-l 2na+l iÜ±I * 

1, 3 (clnAi^) 3 

Soll als Rationalitätsbereich der der rationalen Zahlen und 
rationalen Funktionen von aufrecht erhalten werden, so schreibt 
man die letzte Gleichung besser in der Form [vgl. § 54, (4)]: 

« — 1 1 _ (ng— 4)(n — 1) _ » — 1 „ _ 1 

® = ( 1) ® 2 3 a ("l %i')c'2y 2 

(13) yt snh£lD(sn.^hSiy 

n — l 2n^ + l 2n*^ + l ^ 

(cnÄii^) 3 (dnÄiß^) 3 
und scUieiit daraus auf den folgenden Satz: 

Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, so sind Poo, Po,, 
Pio) Pi‘Z 2 (“)"“b und wenn n ein Quadrat ist, auch 

n—l 

Pn? 2 ((^) ^ Wurzeln von Transforinationsgleichungen. 

§ 68. Zweite Darstellung der Wurzeln der Transformations- 

gleichungen. 

Wenn wir zunächst eine der Reihen ins Auge fassen, nämlich 
die, zu der die Wurzel Xi^o gehört, also /a = 1, = 0 setzen, 

so können wir auf (2), (3) des vorigen Paragraphen die Formeln 
(20), (21), (10), § 34 anwenden. Setzt man dort, wenn v un- 
gerade ist, n — 0 / an Stelle von v und benutzt die Formel 

dann kommen in diesen Formeln nur die geraden v vor, und 
wenn man also v ^ 2h setzt, so kann man die dortigen Formeln 
(20), (21) auch so schreiben: 

__ n— 8 h /2h\ 

■^nri (nco)i^(co) 2 = j, 

f{nco)ri{p)-r = f((a) n^»oo(^y 

n — l h /9,7i\ 

f, {n m) 7} («)— = f, ((o) 

fi (” ®) V (®)~ = (I) fi (®) (^), 


2S2 
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( 9. \ — 1 

= ( — 1) 8 , und wenn wir also die dem Falle 

^ = 1, iu,' = 0 entsprechenden Funktionen P mit po bezeichnen, 
80 folgt aus § 67, (2) und (4) mit Rücksicht auf § 34, (10): 



= 

f{nco) 
fiaaf ’ 

0 ) 

■Po“i = 

fi{nco) 


po 

1 fi{nco) 

' A'(®)» ’ 

(2) 

TI = iTi 

tl{n(o) 

71 (a) 


Um durch solche Formeln die sämtlichen Wurzeln der Trans- 
formationsgleichungen darzustellen, bestimmen wir eine lineare 
Transformation folgendermaßen : 


(3) 


C j) = Q. ?) 

0) a = jU, ß = (mod n), 

und ersetzen DJ in (1), (2) durch 

auf die linke Seite lassen sich dann die Formeln (3) bis (6) 
§ 39 und (19), § 38 anwenden und ergeben: 

p _ /(«ö') 

““ “ 7(^’ 

Un<o') 

Uoy'Y ’ 

Mn ca') 

p„ = .— 

worin « die in § 33, (15), (18) genau definierte 24ste Einheits- 
Wurzel ist 

Nun lassen sich zwei Transformationen 


(6) 




p — 
-*^10 — 
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7011 denen die erste linear, die andere von der wten Ordnung ist, 
30 bestimmen, daß 


'j) 


/«', ß'\ fa, 0\ _ /I, 0\ /«, ß\ 
\y', Ö7 \c, d) VO, n) Vy, d) ■ 


Denn schreiben wir die Relation (7) so: 


/ /l, 0\ _ /a,0\/ 8,-ß 

V—/, ay \0, nj \c, 0A— Ci. 

30 leitet man daraus einfach her: 


ö'=::ad, = dy — cö\ 

^ ^ dß' = /?, na' z=: da — c/?, aa' — a — cß'. 

Hierdurch ist zunächst d bestimmt als der größte gemein- 
schaftliche Teiler von ß und oi oder [wegen (4)] von ft' und n. 
Denn wäre d nicht der größte gemeinschaftliche Teiler von 
n = da und ß = d ß\ so müßten a und ß' einen gemeinsamen 
Teiler haben und folglich auch ß und a = aa' cß^ was nicht 
sein kann. Dadurch ist zugleich a = njd bestimmt, und c muß 
der Kongruenz 


(9) da — cß = 0 (mod n) 

genügen, wodurch jedoch c nicht absolut, sondern nur nach dem 
Modul a bestimmt ist. Man kann also c z. B. noch an die Be- 
dingung knüpfen, daß es durch irgend eine Potenz von 2, oder 
wenn a nicht durch 3 teilbar ist, durch irgend eine Potenz von 3 
teilbar sein soll, was wir später bisweilen tun werden. 

Die drei Zahlen a, 0, c können keinen gemeinsamen Teiler 
haben, denn ein solcher wäre [nach (8)] auch Teiler von a und ß, 
was unmöglich ist. Bezeichnen wir also den größten gemeinsamen 
Teiler von a und 0 mit so muß c relativ prim zu e sein. 

Die ^hlen a, 0, e, letztere modulo a, sind wegen (4) und (8) 
durch die beiden Zahlen ft, ft' völlig bestimmt und ändern sich 
nicht, wenn ft, ft' mit einem gemeinsamen, zu n teilerfremden 
Faktor multipliziert, d.h. durch ein anderes Paar derselben Reihe 
ersetzt werden. Zerlegt man n irgendwie in zwei Faktoren tf, 0, 
so kann man für c noch 

• ^ f \ 


nach dem Modul a verschiedene zu c teilerfremde Werte an- 
nehmen. Jede dieser Annahmen führt zu einem Zahlenpaar fi, ^i' 
durch die Kongruenzen 


Siebenter Absobnitt. 
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§ 08 . 


( 10 ) 


^ = w = aa' 
ii' = ß^ dß' 


(mod n), 


worin ß' eine beliebige, zu a teilerfremde Zahl bedeutet und cc' 
so bestimmt wird, daß ' oc, ß relatiY prim werden, und es ist auch 
leicht [nach § 65, (3)] einzusehen, daß, so lange a, d, c dieselben 
bleiben, die nach (10) bestimmten Zahlenpaare |x, derselben 
Reihe angehören. 

Wir nennen die Zahlen a, c, 0 (wie in § 27) die Trans- 
fonnationszahlen und n den Transformationsgrad. 

Das Zahlensystem «, (?, 0 ist also vollständig charakte- 
ristisch für eine Reihe, und die Anzahl der Reihen ist gleich 
der Anzahl dieser Zahlensysteme, woraus für die Zahl ij(n\ 
(§ 63) folgt: 


(11) ^(n) = Sjq>(e), 

wenn die Sumn^e auf alle Divisoren a von n erstreckt wird. 

Es ist von Interesse, diese Relation auch direkt zu beweisen, 
wobei die Beschränkung auf ein ungerades n wegfallen kann. 
Betrachten wir t/?(n) jetzt als Zeichen für die Summe (11), so 
ergibt sich, wenn n\ relativ prim sind, zunächst 


(n^) (^^'^) — 

und es bleibt also nur übrig, die Summe ^(w) für den Fall zu 
bestimmen, daß n — eine PrimzaHpotenz ist. In diesem 
Falle ist nun e gleich dem kleineren der beiden Divisoren a, 0, 
und wenn a = 0 ist, e — a. Wenn wir also das erste und 
letzte Glied der Summe absondern, so erhalten wir 


= i + 2Jcp{ai^i:^<p(d)r 

l<a^,yn £ 

'Vn<a<n 


Es ist aber 


also 


cp(a) = at^, 9(8) = 8^-^, ’ 

9(i>*) = 1 4- IZZl Sa 

P l<a<n 

l+i>*4'(jP — »*-2) = prif 14-r.\ 

\ P/ 
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woraus sich für der Ausdruck 

ip{n) = nn(l-\-- 


ergiht, wie in § 63 1). 

Nach (7) ist nun in den Formeln (6) für na' zu setzen: 


c,' ß' 

a 

und es lassen sicli die linearen Transformationen der /'-Funk- 
tionen [§ 40, (4), (8), (11)] anwenden. Wir nekmen dabei 

(12) G = 0 (mod 16), 
so daß nach (3) und (8): 

= (t S 

Bezeiclinen wir mit q die dritte Einheitswurzel 

— — C«(y— I?)— CaS__i)^Jj 

(13) Q = e ^ e , 

so erhalten wir 


f(' 


C-|~ 9 03' 


- 00 




(14) 


(15) 



gibt nach § 54, (3), wenn man 

— Yh 

setzt, die Größen 


1) Vgl. Dedekind: Über die elliptisobeü Modulfunktionen. Journal 
f. Mathematik, Bd. 83. 
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„(i^) 

Vd) 

" (ö)’’' 


( 16 ) 

als Wurzeln einer Modulargleichung, und dies ist die Jaco bische 
Modulargleichung i). 

Ist n nicht durch 3 teilbar, so nehmen wir 
(17) c = 0 (mod 3) 

an, wodurch q den Wert 1 erhält. 

In gleicher Weise kann man die Transformation der -J^-Funk- 
tion [§ 38, (15), (18), (19)] auf die letzte der Gleichungen (6) 
anwenden und erhält: 

fc dco\ 

(wobei es scion genügen würde, wenn c durch 8 teilbar ist). 
Ist n durch 3 nicht teilbar und c durch 3 teilbar, so ist auch 
hierin ^ = 1 zu setzen. 

Die Bestimmung des Vorzeichens in (18) hat für uns nur 
in dem Falle Interesse, wo n ein Quadrat ist. Es ist aber 
[nach (8)] 

[letzteres nach dem Reziprozitätsgesetz der quadratischen Reste^ 
weil 05 = 1 (mod 4)]. Wenn nun n ein Quadrat ist, so sind 
auch a:e^ d:e Quadrate und es ergibt sich: 

(f)(9 = (^)=(^). 

also wird in diesem Falle 

/ c -)- 8(o \ 
a ) 


^/c\ 




n{p) 


Die zur Charakterisierung einer Beihe aufgestellten Formeln 
(IO) sind ein spezieller Fall eines allgemeineren Systems, das 
man erhalt, indem man auf ß' in (10) eine lineare Trans- 
formation anwendet. Man erhält dann folgendes: 


') Ist M der Jacob iscbe Multiplikator, so ist 

‘ — 1 n — 1 

(JÄO 3 -8~ 

V =4 
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Die Invariantengleichung. 


Sind a, c, 9 vier der Bedingung: 

(id — hc ~ n 


genügende ganze Zahlen ohne gemeinsamen Teiler, so erhält man 
die einer Reihe entsprechenden Zahlenpaare g-, wenn man in 


(19) 


ft 

ft' 


acc 


ba' + 0/3' (“““l ”) 


ß' alle und nur solche Werte durchlaufen läßt, bei denen 
fl, /i' ohne gemeinsamen Teiler mit n sind. 

Daß zwei den Kongruenzen (19) entsprechende Wertpaare 
/a, fj,' wirklich derselben Reihe angehören, ergibt sich unmittelbar 
aus § 65 (3), und ebenso ist selbstverständlich, daß alle Zahlen- 
paare einer Reihe in dieser Form enthalten sind, da man ß' 
durch ha', hß' ersetzen kann, wenn h relativ prim zu n ist. Daß 
man sämtliche Reihen auf diesem Wege bekommt, zeigen 
die Formeln (10). 


§ 69. Die Invariantengleiohung. 

Unter den Transformationsgleichungen verdient eine ein be- 
sonderes Interesse, nämlich die, deren Wurzeln die ^(w) Größen 



oder nach der Bestimmung (19), § 68 die damit identischen 
Größen 



sind, wenn j (co) die in § 46 definierte Invariante ist. 

Diese Gleichung heißt die Invariantengleichung. 

Die F’unktion j (co) läßt sich nach § 54 rational durch /'(o})^* 
darstellen, nämlich . 


( 3 ) 


,•{„) = - 16 ]- 

so daß also nach den Eesultaten des vorigen Paragraphen die 
Größen (1) die Wurzeln einer Gleichung sind, deren Koeffizienten 
rationale Funktionen von sind. ‘ 

Setzt man aber für f{co) in (3) eine der früher gefundenen 
Entwickelungen, z. B. § 24, (11): 
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§ 


so erkennt man, daß j(co) sich in eine nach Potenzen von 
fortschreitende Reihe entwickeln läßt, welche die Form hat 
(4) j{p) = 4 “ + ^20.^ 4 " + ■"’ 

worin die aj, ^a, ganze rationale Zahlen sind, die sich 

successive berechnen lassen (es ergibt sich z. B. % = 744, 
«2 = 196 884). Die Entwickelungen der Größen (1) beginnen 
also mit 

2 nie 2 7t {"d 

(o) e ^ e ^ 

und sind daher alle voneinander verschieden. Die 
Invariantengleichung ist also nach § 65 irreducibel. 

Es gibt aber einen zweiten Weg, um zu dieser wie überhaujot 
zu den Transformationsgleichungen zu gelangen, den wir jetzt 
zunächst bei der Invariantengleichung kennen lernen wollen. 
Diese Ableitung stützt sich auf die Sätze des § 54 über Modul- 
fiinktionen und gilt auch für ein gerades n. Hier ist es der 
Satz 4, § 54, der zur Anwendung kommt: 

1. Jede Modulfunktion, die durch die beiden Trans- 
formationen • 


( 6 ) 



ungeändert bleibt, ist eine rationale Funktion von 

Wir weisen zunächst nach, daß durch Anwendung der Sub- 
stitutionen (6), (7) die v Größen (1) untereinander vertauscht 
werden. Wir haben die Zusammensetzung 


( 8 ) 

wenn 


/a, 0\ /l, 0\ _ /l, 0\ /a, 0\ 

Vc, 0 A 1 , 1/ “ U yW 8/’ 


(9) 


Ci — c 4" d — "ko, 


gesetzt wird, und es geht durch die Transformation (6), da i{p) 
durch jede lineare Transformation ungeändert bleibt, 


über. 




Ferner bestimmen wir a. 


'25 ^ 2 ? ^25 sö daß 
’a, ß 

.r, 

: 1 . 


CCÖ — ßy 


/^2) Ö\ 
7 W 82/’ 
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Dazu ist erforderlich 

cc ” 4 ~ ß C 2 0 

y ^2 ~h ^ = — 0, 

ßd^ = a 
* Ä 02 = C» 

Es ist also 02 bestimmt als der größte gemeinschaftliche 
Teiler von a und c, und damit zugleich, wegen «2 02 = w, auch « 2 * 
Nach den beiden Gleichungen (12) kennt man jetzt /3, Ö 


( 11 ) 

( 12 ) 


als relative Pidmzahlen und kann 
Gleichung 


y aus der diophantischen 


bestimmen. Ist dies 
Gleichungen (11) 

(13) 


aö — ßy z=z I 

geschehen , so 


folgt aus den beiden 


«2 =9/5, 

=z — 0«, 

wodurch auch Cq bestimmt ist, und es zeigt sich zugleich, daß 0 
der größte gemeinschaftliche Teiler von « 2 , ^2 ist. Ersetzt man 
y durch eine andere Lösung a hß^ y hd, so ändert sich 
nur C 2 um ein 'Vielfaches von 

Durch die Transformation (7) geht also 

c -j- 0 (n <^2 H"“ 92<n ^ 




Über. 

Bilden wir nun eine symmetrische Funktion der sämtlichen 
Größen (1), etwa für ein unbestimmtes x das Produkt 

. /c -4- 0 0) ' 

A- 


n 




”)]■ 


so ändert sich diese Funktion nicht durch die Transformationen 
(6), (7) und ist also nach dem oben erwähnten Satz eine ratio- 
nale Funktion von j{ooi)- Außerdem ist sie eine ganze ratio- 
nale Funktion vten Grades von x mit dem Anfangsglied x'’, und 
wir bezeichnen sie mit F„[x,j{c3)]. Die Gleichung 
(14) F„[xj(co)] = 0 

/q _L- 0O'' 

hat die Größen 

\ ^ ' . • -U 

riantengleichung, deren wichtigste Eigenschaften wir nun ab- 
leiten wollen. 

1. Die Invariantengleichung ist irreducibel, wenn als 
Rationalitätsbereich der Inbegriff aller rationalen Funktionen von 


0 


zu Wurzeln und ist die Inva- 
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j(o) mit 'belieMgen Zahlenkoeffizienten betraclitet wird. Denn 
bestellt irgend eine rationale Gleichung 
(15) • i(ro)] = 0, 

SO darf darauf jede beliebige lineare Transformation 


/«, ß\ 


/«, ß\ 

f< ß'\ 

\y, s)' 

V, S'J 


angewandt werden, und nach § 29, (5) lassen sich, wenn 

/a, b\ 

eine beliebige Transformation nter Ordnung ist, die linearen 
Transformationen 


immer so bestimmen, daß 

(-) 0^)0 -CM- 

Daraus folgt aber, daß die Gleichung (9) durch jede der 
Größen 

■ / c + 8 

\ C(i — |— h CO J 

und mithin auch durch jede der Größen (1) befriedigt ist, woraus 
[wegen der Verschiedenheit der Größen (1)] die Irreducibilität 
von (14) folgt 

2. Die Tunktion 

(17) F,[x, j(co)] = n[x -j (^^)] 

hat für jeden endlichen Wert von o mit positiv imaginärem Be- 
standteil, also auch für jeden endlichen Wert von j{co)^ einen 
endlichen Wert und ist sonach eine ganze rationale Funktion 
von 

Suchen wm ferner nach (3) das Anfangsglied der Entwicke- 
lung der Funktion (17) nach Potenzen von g, so ergibt sich 

(—lye e « = 

wenn 0 eine endliche Konstante ist. Es ist daher 
j (ra) F„ \pß^j (ß))] 

för ein unendliches j{ca) endlich, d. h. der Grad von FJx,j(a)'] 
in bezug auf ^(o) ist ebenfalls der vte. «- ./wj 


I)i6 Invarianteugleicliuiig. 
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§ 09- 

3. Es ist 

Fn[3{n(o\ j{c6)'\ = 0 

uüd wenn wir nco durch c? ersetzen: 



Da nun j gleichfalls eine Wurzel der Invarianten- 
gleichung ist, so folgt, daß die beiden Gleichungen vim Grades 

= 0, E;[i(®),*] = 0 

eine Wurzel gemeinsam haben, und folglich, wegen der Irre- 
ducihilität der ersteren und der Gleichheit des Grades, alle. Es 
ist daher 

F„{x^ y) — OF„(y, x) 

für unbestimmte Werte der Variablen x, y und ein konstantes C. 
Daher auch, durch Vertauschung von x mit y: 

(2/1 2/), 

also = 1 oder 

F„ix, y) — ±Fn{y, x). 

Wenn wir nun x = y setzen, so folgt; 

F»{y, y) = ±F„(y, y), 
also, wenn das untere Zeichen gilt, 

Fn (?/, y) — 0 . 

Dies ist aber nur möglich, wenn n = l ist [wo F^{x, y) 
— X — y wird], da sonst %j) durch x — y teilbar sein 

müßte, was der Irreducibilität widerspricht. Daher ist immer, 
sobald n >> 1 ist : 

(18) Fn{x, y) = F„{y, x). 

4. Es sei 

n = n'n'\ v' = ip(n'), v" = 

und n', n" ohne gemeinsamen Teiler, und Xi, x^, ... x^ir seien 
die Wurzeln der Gleichung 

(19) ji(ra)] = 0. 

Das Produkt 

(20) F„-(x, Xi) I'’„»(a?, X,) ... F„i(x, Xvir), 
dessen Grad in bezug auf x gleich 

V = il)(n) = iji (n') (n") 

ist, hängt als symmetrische Funktion der Wurzeln von (19), 
rational von j (co) ab und verschwindet für 


Wßbor, Algebra. III. 
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d. L für eine Wurzel der Gleicliung = 0. Wegen 

der Irredncibilität der letzteren Gleicbung, der Gleichheit des 
Grades und des Koeffizienten 7 on x'’ ist also 

(21 ) J?„ [X, j (ra)] = (X, X^) Fnf {X, Xq) ••• Fnf (X, Xyfi). 

5. Ist n = eine Prinazahlpotenz, so ist der Grad der 
Funktion Fn[x^j{c3)] gleich -|- 1), und die Gleichung 

( 22 ) F^^-i[xjIcd)] = 0 

ist Yom Grade 

y r= + 1)' 

Wir bezeichnen ihre Wurzeln mit Xi^ /Tg, ... x^u 
Das Produkt 

P = Fjp (x^ x^) Fp (x^ ^ 2 ) • • * Fp (x^ X, /) 
ist in bezug auf x vom Grade v' (p -f- 1) = + 1)^; es 

hängt symmetrisch von den Wurzeln von (22), also rational von 
j(G)) ab und verschwindet für 

./ G) 

X = il — 

Daher ist P durch [ii*, j (ra)] teilbar. 

Aber der Grad von P ist höher als der von Nehmen wir 

/pn—2 ^ 


/ p^-H + 

V ) ' 


wo c jeden der Werte 0, 1, 2, — 1 haben kann, so ver- 
schwindet Fp (a?, x{) für 

» = 

d. h. es haben von den Faktoren von P einen bestimmten 
Faktor mit [«, j (co)] gemein; daraus folgt, daJ3 P durch 

teilbar ist, und mithin, wie die Vergleichung der Grade und 
höchsten Glieder lehrt: 

(23) Fp4x,j(ci>)] = ^i)F^(x, x,) ... Fp(x, x,,) 

Diese Formel ist einer Ausnahme unterworfen für w = 2, 
weil in diesem Falle der Grad der Funktion auf der rechten 
Seite noch zu hoch ist. Für diesen Fall hat aber jeder der 
p + 1 Faktoren des Produktes P den Teiler a: — j((o), weil eben 
jedes Wurzel der Gleichung Fp[x,j{oo)] ist, und es tritt an 
Stelle von (23) die Formel 

(24) Fj. /(..)-] — ^i) Fp (x, X,)... Fp (x, Xp ^ ,) 

b — i(ra)]P + i 



Die Invarianteugleiehung. 
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Hierdurch ist die Lösung der Invariantengleicliung Fn = 0 
auf die successive Lösung solcher Fälle zurückgeführt, in denen 
n eine Primzahfc ist. 

6. Während hei der Ableitung der Transformationsgleichungen 
aus den Teiliingsgleichungen von Haus aus feststeht, daß die 
numerischen Koeffizienten in diesen Gleichungen rationale Zahlen 
sind, so lehrt uns die zweite Ableitung zunächst nichts über die 
Zahlenkoeilizieiiten. Wir können aber nachträglich beweisen, daß 
diese Koeffizienten nicht nur rationale, ’ sondern auch ganze 
Zahlen sind und gelangen zugleich zu einem wichtigen Satz über 
die Teilbarkeit dieser Koeffizienten. 

Wenn wir beweisen können, daß, wenn p eine Primzahl ist, 
die Koeffizienten in Fp(x^y) ganze Zahlen sind, so folgt das 
Gleiche aus 4. und 5. für jedes zusammengesetzte n. 

Nach (4) ist j^co) in eine Reihe von der Form entwickelbar 

(25) j{(^) = (T^ i 

^ ^ 0,oo 


deren Koeffizienten au ganze Zahlen sind, und zwar ao == 1. 

Bilden wir hiervon, wenn p eine Primzahl ist, die jpte Potenz, 
und beachten den für jede ganze Zahl gültigen Ferm ätschen Satz: 

= a (mod p\ 

so folgt 

^ h h 

(26) j(coy = A: 

^ ^ 0,00 0 ,co 

worin ebenfalls ganze Zahlen sind. Andererseits ist, wenn man 
in (25) m durch jpco ersetzt: 

(27) i(jpß) 
und daraus, wenn man 

= M, i(jpcD) = V 

setzt; 

ul’ — V — E 

O/Oo 

wofür wir auoli schreiben können: 


a]iq^’‘P 

0,oo 


(uP _ »)(w _ VP) — pq-^(p‘+P-^'> E Cng 


ßh 


0,oo 


(28) 

wenn Ch ein drittes System ganzer Zahlen bedeutet. 

Nun kommen in Fpix, y) die in bezug auf x, y höchsten 
Glieder + i 4- i/r+i vor, und wir setzen demnach 

' h,Tt 

(29) Fp (x, y) == {xP — y) {x — yP) — 

16 * 
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T\’oriii die zu bestimmenden Koeffizienten sind, die nach 8. 
der Bedingung 

Cji.Tc = 

genügen. Um sie zu bestimmen, setzen wir in (29) 
a? = u, y = V, 

wodurch. Fp verschwindet, und erhalten 

7i,fc 

( 30 ) { 2 iP — v)(u — v^) = E 
Hieraus folgt zunächst, daß 

Cp^p = 0 

sein muß, da nach (28) bei der Entwickelung (der linken Seite) 
nach Potenzen von q die Potenz g“~ 2 (i) 2 +^) xiichi Vorkommen kann, 
und wir können (29) jetzt in die Form setzen: . 

7i 7c 

(31) (m? — v)(u — vP) = £ 2 Cu,-k{v!'' 

0,p 0,Jt~l 

h 

0,p —1 

Hierin sind die aus (25) und (27) sich ergehenden Ent- 
"ndckelungen tou 

-j- u^v\ 

nach Potenzen von q einzusetzen, deren Anfangsglieder 

q—2(hp-\-Tc)^ g^2h(^-\-l) 

die Koeffizienten 1 haben. 

Auf der rechten Seite von (31) kommen nicht zwei Glieder vor, 
deren Entwickelung mit derselben Potenz von q beginnt, denn aus 
hp -}-k =z Wp -|- y 

folgt li = y (mod p) und mithin, da 7c und 7c' < p sind, 7c = y 
h = h\ ’ 

Ordnet man daher die Reihen, welche die beiden Seiten von 
(31) darstellen, nach aufsteigenden Potenzen von g, und setzt 
ann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen einander gleich, so 
erhalt man eine Reihe linearer Oleichungen für die Unbekannten 
c;,., von denen jede folgende nur eine neue Unbekannte enthält, 
und diese mit dem Koeffizienten 1. Die aus der linken Seite sich 
ergebenden bekannten Glieder dieser Gleichungen sind nach (28) 
lauter durch j, teilbare ganze Zahlen, und es ergehen sich 


y) 


hh 

0 ,^ 
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-worin an,h ganze Zahlen sind, die den Bedingungen 


genügen. 




§ 70. TransformationsgleichurLgen erster Stufe. 

Die Invariantengleichung ist von großer theoretischer Wichtig- 
keit teils wegen ihrer iillgemeinen Gültigkeit (auch für gerade n), 
teils wegen der Leichtigkeit, mit der die linearen Transformationen 
auf j (o) angewandt werden können. Die wirkliche Berechnung 
dieser Gleichung aber zeigt sich so kompliziert, und die Zahlen- 
koeffizienten sind so groß, daß die Berechnung bis jetzt nur in 
dem einfachsten Falle %> — % durchgeführt ist. Dagegen Vann 
man, indem man andere Modulfunktionen benutzt, weit einfachere 
Transformationsgleichungen erhalten. 

Über das hierbei anzu wendende Prinzip bemerken wir folgendes: 

Wenn irgend ein System von v Funktionen von ra vqrüegt, 
entsprechend den v Systemen von Transformationszahlen a, c, 0, 
die wir mit 


( 1 ) . 

bezeichnen wollen und die isomorph mit den Funktionen 

durch die Substitutionen 

CD, 


( 3 ) 




(ta, cj -)- 1) 


untereinander permutiert -werden, so ist (1) rational durch (2) 
und durch j (cd) ausdriiekbar, denn die Funktion 


(4) 






W[x,y{p)] 


bleibt durch die Substitutionen (3) ungeändert, und ist daher 
(für ein unbestimmtes x) eine rationale Funktion Ton i(o5) 
und überdies eine ganze rationale Funktion Yon er, höchstens vom 
Grade v — dieselbe Bedeutung, wie in (17)* 

des vorigen Faragraiüien , und v = ^{n) ist der Grad dieser 
Funktion in bezug auf x* Aus (4) aber erhält man, indem man 


setzt : 
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( 5 ) 


^a, c, ö — 


'^[i( 



F' 




Es gehört also 
den rationalen Funktionen Ton j 


dem algebraischen Körper an, der aus 
c -{-d CO 


und j (g?) besteht, und 


w können die Sätze von Bd.I, § 151 anwenden. Aus diesen folgt, 
daß die Größen die Wurzeln einer Gleichung 'i>ten Grades 
sind, deren Koeffizienten rational von j(co) abhängen. Wenn die 
V Größen voneinander verschieden sind, so ist diese Gleichung 
irreducibel. Eine solche Gleichung nennen wir eine zumTrans- 
formationsgrad n gehörige Transformationsgleichung 
erster Stufet). Jede andere Größe des Körpers kann durch ein 
solches und durch j (co) rational ausgedriickt werden. 

Haben die Funktionen Qa, c, a die Eigenschaft, für jeden endlichen 
Wert von a mit positivem, imaginärem Teil, also für jedes endliche 
j(G)) endlich zu bleiben, so ist die Funktion ^ [a;, ^(cö)] in (4) auch 
in bezug auf j((o) eine ganze Funktion. Die Formel (5) könnte 
daher nur für solche besondere Werte von o versagen, für die 
zwei Wurzeln der Invarianten gleichung einander gleich werden. 

Wenn die v Größen ^«, 0,0 nicht alle voneinander verschieden 
sind, so zerfallen sie in Reihen von gleich vielen untereinander 
gleichen, und die aus (5) abzuleitende Gleichung i/ten Grades ist 
eine Potenz einer irreducibeln Gleichung, die wir gelegentlich 
wohl auch als Transformationsgleichung bezeichnen werden (Bd I 
§ 151 , 2 ). ' ' ’ 

Sind die Größen so gewählt, daß sie für kein endliches 
m mit positiv imaginärem Bestandteil unendlich werden, so bleiben 
sie für jedes endliche ^(od) endlich, woraus folgt, daß die Koeffi- 
zienten 'in der Funktion des rten Grades 

ganze rationale Funktionen von j(a) sind, d. L die 0a c i 
sind ganze alge braische Funktionen von j^ca). ’ ’ 

der ersten Auflage habe ich diese Gleichungen „invariante 
genannt. Dieser Ausdruck ist von Klein 
t ^ (Vorlesungen Über ausgewählte Kapitel der Zahlen- 

Vorscw’ Heft- Göttingen 1897). Ich schließe mich Kleins 

Voischlag an, indem ich diese Gleichungen jetzt „Transformations- 

dieses Zdrucke's efnzugehen.“ Heg-'üudung 
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Riclitet man die Funktionen etwa durch geeignete 

Bestimmung von Konstanten, die darin noch verfügbar sind, so 
ein, daß sie auch für ein unendliches imaginäres ca-, d. h. für 
^ rrr 0 endlich bleiben, so sind diese Funktionen auch für ein 
unendliches j((o) endlich, und die Koeffizienten in (6) sind kon- 
stant. Dies ist aber nur dadurch möglich, daß die ü,lle 

einer und derselben Konstanten 0 gleich sind. Kennt 
man 9;ls rationale Funktion einer anderen Größe 

so ist ^rt,e,'ö = entweder eine Identität oder eine Trans- 
formationsgleichung für Wa-cü- * 


§ 71. Die Transformationsgleicliungen für 73 . 

Transformationsgleichungen erster Stufe erhält man zunächst 
aus der Betrachtung der Funktionen § 54, (4), (5): 

7/2(03) = t/Jc®). ysH = Vi(®) — 

Wenn n nicht durch 3 teilbar ist, so können wir die Zahlen 
a, c, 0 so wählen, daß immer c durch 3 teilbar wird. 

Nun übt nach § 54, (15) eine lineare Transformation 
auf die Funktion yaC®) clen Einfluß: 


In den Zusammensetzungen (8), (10) des § 69 wird 
^ = n, ö = 0 (mod 3), 

und dann kann man cc noch so bestimmen, daß auch « und 
folglich Cg durch 3 teilbar werden. 

Daraus ergibt sich, daß durch die beiden Substitutionen 


(o), ta 4” 1)? 


die V Funktionen 



nur untereinander vertauscht werden und also die Wuizeln einer 
Transformationsgleichung erster Stufe sind. 

Ist zweitens w eine ungerade Zahl, so nehme man c 

gerade an. 
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Für die Funktion ^3(0?) ist [nacli § 54, (15)]. 


y: 


/ y g 0 \ _ 
’ \<% 4- ßcoj 


-j- ßcjy 

und in den Zusammensetzungen (8), ( 10 ), § 69 ist 
A = l, a = ö = 0 (mod 2 ). 

Die V Größen 


-'j n (®) 


(2) Ys 

yertaiisclieiL sich daher untereinander und sind also gleichfalls 
die "Wurzelu einer Transformationsgleichung erster Stufe; 

Um fiir den einfachsten Fall n = 2 die erstere dieser 
Gleichungen zu bilden, beachte man die Eelation [§ 54, (5)]. 

, ■ — 16 /' i ( co )^*+16 + 16 

(3) r.(®) = “7(^)3— - f,(coy - ’ 


folgt: 


(i) 


A (2 ra )/2(“) = P 


[§ 34, (16)] 


72(2 ca) 


72 


Y CO 


l- 


r2 


'ö -f- 3\ 2^^ 

“^■2 


fl (“)“ 

fpp 


fi<^y 


[§ 34, (13)] 


Bezeichnen wir diese drei Größen mit x, Xo, x^i so ergibt 
sich aus den Eelationen (6), (8), § 54: 

a; 4 - + -^i = 72(0)^ 

xXq -f- a:a:i -j- *0*1 = 495^2(03) 

xXgXi = — J (cj) 2 't . 3® . 5 s, 

so daß a;, iSo, x^ die Wurzeln der Gleichung sind 

(5) a;s — y^(c3yx‘ 4“ 5 . 9 . 11 .72(co)a: 4'i(®) — 2-^. 33.58 = 0. 

Die Gleichung, deren Wurzeln die Kuben der Wurzeln von 
(5) sind, ist die Invariantengleichung für w = 2, und läßt sich 
daraus ohne Schwierigkeit berechnen. 


. § 72. Multiplikatorgleichungen erster Stufe. 

Unter den Multiplikatorgleichungen sollen hier die betrachtet 
werden, deren Wurzeln die verschiedenen Potenzen von sind, 
multipliziert mit Potenzen von ysC®)) deren Koeffizienten 
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rational von j{a>) abhängen. Diese Gleichungen nennen 
Multiplikatorgleichungen erster Stufe i). 

Wir betrachten die Größen [§ 68, (16)]: 

f c -(-0 co\ 

(1) p, 


und den Einfluß, den die Transformationen 

A. 'A f 0, 1\ 


auf sie ausüben. Dieser Einfluß bestimmt sich nach den Formeln 
(8) bis (13), § 69, wonach [weil Cj = c (mod e)] 

durch (o, ro + 1) in e 

(2) durch 

in l/— — J 5 ; ß C2 -j- 02 ta N. „ 

übergeht, worin E die in § 38, (15) angegebene Bedeutung hat. 
Es ist aber [§ 69, (11), (12)] 


fd 1/« + /^ 


Co + 00 03 


V02®) 


und mithin, wenn wir 

E(^' ß + 82 03 


setzen. 


y, d’ «2 


ßJ 


eine 24ste Einheitswurzel, und durch die "Vertauschung 

/ 1\ 


, a gg 

in rj “ 




Dioso Glciiohungert sind besonders eingehend von Kiepert unter- 
sucht worden, zuerst in mehreren Abhandlungen in Grelles Journal, Bd. 87, 
88, 95, am ausführlichsten in den Abhandlungen in den Mathematischen 
Annalen, Bd. 26, HH, Vgl. auch F. Klein, Mathematische Annalen, Bd. 14, 15 
und die oben erwähnten autographierten Vorlesungen. 
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Daraus ergibt sich wie oben der Schluß: 

L Für jedes .beliebige n sind die Größen 




die Wurzeln einer Transformationsgleichung. 

Ist n durch 3 nicht teilbar, so kann man die c, ^ 2 , Ci durch 
3 teilbar Toraussetzen. Dann wird 

A = oc = 0, d = 0 (mod 3). 

Es ist also, wie aus § 38, (15) hervorgebt, r eine achte 
Einheitswurzel, beachtet man daher noch 


2 Tti 


y2(— = raC®), [§ 54, (14)] 


so haben wir den Satz: 

2. Ist n nicht durch 3 teilbar und c durch 3 teilbar, 
so sind die Größen 

Wurzeln einer Transformationsgleichung. 

Um die Anwendung auf den einfachsten Fall n — 2 zu 
machen, setzen wir 

-|- 3\8 


16 


U 0 


’(!)■ 




(3) X “0 ri{coy ^ ' j;(®)8 ■ 

und dann sind x, a^o, Xi nichts anderes als unsere Funktionen 

fi{coy, —f{coy. [§34,(9)] 

Diese sind, -wie wir schon früher gesehen haben [§ 54, (8)], die 
Wurzeln der kubischen Gleichung 

(^) +16 — 0. 

Der Umstand, daß fl, fl, —fs seihst Wurzeln einer Trans- 
formationsgleichung für den Transformationsgrad 2 sind, erklärt 
die Erscheinung, daß bei Adjunktion dieser Größen, also auch 
bei Adjunktion Yon Jt®, die zu einem geraden n gehörigen Trans- 
formationsgleichungen reducibel werden. 

Wenn n eine ungerade Zahl ist, so nehme man c durch 4 
teilbar an, dann ist [§ 69, (9), (11), (12)] 

= n (mod 4), - 

« = 0, d = 0, ß ~ adj, y = — (mod 4), 
also ergibt sich 

tA «-1 O-Os 

(_ 1 ) 2 


r6 
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und daraus folgt mit Rücksicht auf 


?:i (« + 1) 


■yaC«), y-i 


•rsC«): [§ 54, (14)] 


b. Ist 11 ungerade, c durch 4 teilbar, so sind die 
Größen 

i',a l'3(cö) 

Wurzeln einer Multiplikatorgleichung. Ist n = 1 (mod4), 
so gilt dasselbe von P*8,„. 

Als Beispiel -wählen wir w = 3 und setzen 

. = Kt)]“ 

, v,wb *•- [liwr 

„.-(HipL.i’i«)' 

\ j \ Yl{p) j 

Die Koeffiiiienten der Gleichung, die diese Größen zu Wurzeln 
hat, sind rationale Funktionen von y 3 (co), und da keine der 
Größen (5) für einen endlichen Wert von unendlich wird, so 
sind es ganze Funktionen von Nach 3. können wir diese 
Gleichung also in der Form ansetzen: 

4 “ Äiy^x^ 4 ” 4 “ -^3 2^3 ^ 4 “ -^4 = 0 , 

worin ganze rationale Funktionen von j(a)) sind. 

Zunächst erhält man als das Produkt welches für 

keinen Wert von jim) verschwinden kann und daher konstant 
sein muß. Aus den Anfängen der Entwickelung [§ 24] 
ir = 27g.,., 


= — e ^ q ^ 

n = «““’ • • • 

findet man daher 

A, = -~-27. 

Es ist ferner 

— Aiy^ — X Xq Xx x^* 

Da die rechte Seite für ein unendliches ys, d. h. für g = 0, 
nicht einmal in der ersten Ordnung unendlich wird, so muß A^ 
verschwinden. 





I 
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Aus 

— ^3^3 = (:r + ~ 

\ tA/ iXQ tX/2/ 

ergibt sich nach (6) für ALg der konstante Wert 1. Um aber 
zu bestimmen, müssen wir in der Entwickelung noch um ein 
Glied weiter gehen. Wir setzen in 

^0 + r3^o — 27 = —.42^0^ 
für .^0 die Entwickelung 

Xq — — q 3 0^3 _j_ 

und finden J-s = 18, so daß also die gesuchte Gleichung lautet: 
(7) x^ + 18^2 ^ _ 27 = 0. 

Ist n ungerade und nicht durch 3 teilbar, so nehme man c 
durch 12 teilbar an. 

Es ist alsdann 


l = « = 0, d 1 = 0, = a 025 7 = — da .2 (mod 12) 

und es wird 

i' ^~~ 1 n — 1 a ~ a' 

rs = (— 1) 2 ^ 2 (_l)~ 

also der Satz 

4. Ist n relativ prim zu 6, c durch 12 teilbar, so sind 
die Größen 


-P|».ara(ra)"-V3(®) ^ 

Wurzeln einer Multiplikatorgleiohung erster Stufe. 

Da die Funktionen für keinen endlichen Wert von j((o) 
unendlich oder Null werden, so schließen wir, daß die Koeffizienten 
der Gleichung, deren Wurzeln die F^ sind, ganze rationale 
Funktionen- von sind und daß der letzte Koeffizient 
eine Konstante ist. 

Ist n eine Primzahl p, so sind die Wurzeln dieser Gleichung 




r-i 

2 


co\Y 

V i_ 

2j(a)) 


:0,l,...,p— 1 


und die Anfangsglieder der Entwickelungen sind folgende: 

■Szii r— 1 p—i 

X pg 6 ...j Xjt — ( — 1) 2 g j) g, 


wodm-ch sich für den letzten Koeffizienten der Wert (— 
ergibt. Daraus, daß das erste Glied in der Entwickelung von 


l 

I 


I 
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j(co) nach Potenzen von g den Koeffizienten 1 hat, schließt man 
leicht, daß die numerischen Koeffizienten in diesen Gleichungen 
rationale ganze Zahlen sind. 

Für == 5 hat die fragliche Gleichung die Form: 

"4" b := 0, 

worin die A^ A ganze rationale Funktionen Yonj{co) 

und, wie leicht zu sehen, Konstante sind. 

Aus den Anfangsgliedern ergibt sich sofort 


— 0, A 2 — 0, A^ — ■ 1. 

Um aber A^ zu l)estimmen, geht man in der Entwickelung 
Yon jTo bis zum nächstfolgenden Gliede: 

woraus man Ja = 10 erhält; also lautet für « = ö die Multi- 
plikatorgleichung 

^3^ x” --j- 10 — YaX 6 — 0. 

In gleicher Weise berechnet man die Gleichungen für j) = 7, 
j) = 11, indem man die Entwickelungen von no benutzt: 

_£/ 9 i ± - \ 

p = 7: Xa = —<L ’ — 2g:’ — g’ + 2 .../, 

j) = 11: a’o = — g~88(i_2g“ — g“ +2g“ +ä“ + 22“ + '--A 
während von ^ 2 ( 0 ), ya(®) immer nur die ersten Glieder gebraucht 
werden. So findet sich 

(9) jp = 7 ; 7 7 7 fs^ 7 = 0, 

(10) p = 11: a;“ -- ll.OOajo _J- U.iOyja:* + ll-lö^sn« 

-|- 11.2y/a:2 _j_ — 11 = 0. 

Wenn n eine ungerade Quadratzahl ist, so nehmen wir c 
durch 8 teilbar an. Es sind daun a:e und d:e ebenfalls 



Quadratzahlen. Es ist ferner 

( 11 ) « ^ d = 0 (mod 8), A 

a = ßd.„ «2 = ß^, “ 

C = d02, Ca = — «8, »a 


1 (mod 8) 

8 =] ß = i] (jnod 8). 

02^C2=1|^ 


Die Einheitswurzel r in (2) erhält den Wert 




l-fi irti rff» + <!)-(<**-l)«y 
* “ e äj 8 



(13) 
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Es ist aber nach (12) ß sowobl durcli e als auch durch 
teilbar und ßee^ ein Quadrat; also 

f- 

\eeo. 


© 

ferner ist nach. (12) 


um VyJuaju.JLcnu 3 ctj-uv 

(wegen «5 = 1 mod e); 


und 



A\ ^ A\ 


) = (©> (^)(©) = 

\ej \e/ 

\ es y 

also 

(?) 

‘ (3(1) 


l-ß 

1 - ec 2 a—a^ e— 


i 2 

= i ^ : i ^ := i ^ ^ 


(- 1 ) 


(e + l)(ea-l) 
4 


Durch die Vertauschungen (2) geht also 

%7ti ^ — 1 ^7ti ß{<x-\-d) — (ß'i — l)«y 

(14) in e 8 s und in e * s 

Über. 

Ist n noch durch 3 unteilbar, so nehme man c durch B 
teilbar an, wodurch 

^=1, a = d = 0 (mod 3) 

werden und die in (14) vorkommenden dritten Einheitswurzeln den 
Wert 1 erhalten. 

Hieraus ergeben sich die Sätze:' 

5. Ist n eine ungerade Quadratzahl, c durch 8 teilbar, 
so sind die Größen 

ps 

und ist n eine durch 3 nicht teilbare ungerade Quadrat- 
zahl, c durch 24 teilbar, so sind die Größen 

■Pc, ('j a 

Wurzeln von Multiplikatorgleichungen erster Stufe. 

Die ersten Beispiele sind n = 9, n = 25. 

Zur Bildung dieser Gleichungen kann man auf verschiedene 
Arten gelangen. Wir wollen hier [nach Kieperti)] den Weg 
gehen, daß wir nach § 69 die Wurzeln einer zum Grade p ge- 

Funktionen. CreUee 



g 72 . Multiplikatorgleicliuiigen erster Stufe. 255 

liörenden Transformationsgleichung durch die für den G-rad jp® 
rational ausdrücken und diesen Ausdi-uck in die zu j) gehörige 
Transformationsgleichung einsetzen. 

Nach 3., Formel (7) wird die Gleichung 
(15) -|- 18 + 73 — 27 = 0 

Ton den beiden Funktionen 



befriedigt. Bezeichnen wir den ersten dieser Werte mit a;, so 

\ 27 

0 ?, — j in über, 

und folglich wird durch x auch die Gleichung 

(17) 27'* -|- ^8 . 27 — ys — a;* = 0 

befriedigt. Setzen wir nun 

(18) y = 

so geht X durch die Substitution in ^ über, so daß man 

auch die Gleichung erhält: 

( 19 ) 1 /* + — 27 »^ = 0 , 

aus (17) und (19) erhält man 

nach Weghebung des Faktors -{■ 27 

(20) a;* — ISx^y^ — y^{y^ — 27«/^ + 27^) = 0. 

Löst man diese ([uadratische Gleichung nach auf, so folgt; 

(21) a:** = 2/^ + 9 1/2 + 27 1/ = (y + 3)8 — 27, 

wo über das Zeichen durch Einsetzen der Anfangsglieder der 
Entwickelungen entschieden wird, am einfachsten wohl, da diese. 
Gleichung (nach § 69) auch für, ■ , 



erfüllt wird, indem man 

a: = 27 ^ -j- ■■■' i/ = 27 _|- ... 


und durch Elimination von fg 



setzt. 
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73. 


SoEdeit man in (16) dia erste Potenz von * * ^ «§ **“ 
ins Quadrat, so erhält man durch Emsetsen ron (21) die gosnolite 
iM^atorgleichuns Br den 9ten Transformaimnsgrad. Sr. 
erhält eine einfachere Gestalt, wenn man 

(22) 4- 3)® = 

setzt : 

(23) [i(<n) - 27 . 64] (f - 27) = (i^ - 36 « + 27 . 8)^ 

oder 

(24) ■ — 27) = t{t — 24)s. 

Ganz ähnlich kann man heim 25sten Transformationsgrad 

Terfaliren. 

Wenn wir 


(25) 


X = 



7] 


nip))' 


y 




n{^) 


setzen, so haben wir zunächst nach 4. (8). 
(26) — y^(g))x + ö 

woraus, wie oben, die beiden Gleichungen 


0 , 


55 4- 

^12 4 - 10 — y% 


4 - 5 iT« = 0 , 


und durch Elimination von 



x& — lQx^y^{6 4“ iß) ;= 'ißiy^ + 5 2/® 4" 5^2/^ + 4» 5^* 

Diese Gleichung nach x^ aufgelöst, ergibt: 

(27) x^ '= ”4 15 4* 25 4“ 20 2/, 

und wenn wir zur Abkürzung die rechte Seite dieser Gleiclning 
mit x(y) bezeichnen, nach (26) 

( 28 ) j{(^)%{y) = [%{yY. + ^^xiy) + 5 ]^. 

Dies ist die gesuchte Gleichung SOsten^ Grades für y. 


§ 73. Die Schlaefli sehen Modulargleichungen. 

Zu einfacheren Transformationsgleiohungen gelangt man, wenn 
man dem Eationalitätsbereich, der bis jetzt aus den rationalen 
Funktionen von j (cd) bestand, die Größe adjungiert. Diesem 


,i 


i 


1.' 

I 

r 
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Ratioiialitii.tshereich gehörea die Funktionen von co an, die durch 
die h.eiden Sul)stitutioneu 

(Ij (^Wi — (ö), ra -f- 2) 


ungefuidort bleihcii 54, 2). Wenn also ein System yon v 
Funktionen diircli die Substitutionen (1) nur unter sieb 

permutiert wird, so sind diese Funktionen die Wurzeln einer 
Trausformationsgleichung, deren Koeffizienten rational von f(co)^i 
abhäiigen. Hierzu gehören (wie wir früher schon auf anderem 
Wege naebgewiesen haben) für ein ungerades n, das wir jetzt 
immer voraussetzeu, gewisse Potenzen der Größen 



worin, -wie (‘in- für allemal bemerkt sei, c durch 10, und wenn n 
nicht durch ö teilbar ist, durch 48 teilbar angenommen wird. 

Die etwas erweiterten Grundsätze des § 70 führen yerhältnis- 
mäßig (niifach zur Berechnung dieser Gleichungen. 

Eiiui Erweiterung ist aber notwendig aus folgendem Grunde : 

Bei den l)isherigen Betrachtungen konnten wir den Schluß 
machen: mmu eine rationale Funktion yon j{o) für jedes end- 
lichci ca mit positiv imaginärem Teil endlich bleibt, so ist sie 
ein(3 ganze Funktion vony(ca), weil zu jedem endlichen ^(g)) 
auch ein endliches, nicht reelles co gehört (§ 52). Bei den ratio- 
nalen Funktionen von f(co) können wir aber aus der Endlichkeit 
für jedes endliche imaginäre co nur schließen, daß sie ganze 
Funktionen von f(oo) und l-f{co) sind, weil nur zu jedem end- 
lichen /’(ca) mit Ausnahme von fQo) — 0 ein endliches imaginäres 
co gehört. 

Es entspricht aber der Substitution 


( 2 ) 

die Vertauschung 



[§ 34, (18)] 


und ■wenn also die Funktionen 0a,e,a so gewählt sind, daß sie 
auch durch die Substitution (2) nur untereinander permutiert 
werden, so werden die Koeffizienten der Gleichung, deren Wurzeln 


sie sind, rational von 


Welicr, Alj^übru. HL 


17 
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fX^) + 


f{CD) 


abhängen. Sie ,siüd ganze Funktionen dieser Verbindungen^ 
wenn die 0a , für jedes endliche, nicht reelle co endlich bleiben^ 
und sie sind konstant, wenn alle 0a,c,-is ^tich für g = 0, d. h. 
für /'(cd) = 0 und f(co) — oo, endlich bleiben. In diesem Falle 
sind sämtliche 0a , einer und derselben Konstanten 
gleich (§ 70). 

Daraus ergibt sich der Satz: 

Bildet man ganze rationale Funktionen 0a , aus 



welche die Eigenschaft haben: 

1. durch die Substitutionen 


1 



nur untereinander yertauscht zu werden, 

2. für q = 0 nicht unendlich zu werden, so ist 

0a,c,ii = coustans 

eine Transformationsgleichung. 

Um diese Bedingungen ,zu befriedigen, ist zunächst der Ein- 
fluß der Substitutionen (1) auf die Funktionen f zu untersuchen. 
Dieser ergibt sich aus den Zusammensetzungen § 69, (8) bis (13) 
und aus den Transformationsformeln für die /'-Funktionen § 40. 
Zur Abkürzung führen wir die Bezeichnung ein: 





Es ergeben sich dann folgende zusammengehörige Ände- 
rungen, wenn in der Bezeichnung auf die Verwandlung der 
Zahlen u, c, d in a, c oder wie sie eben durch die 

angeführten Formeln des § 69 charakterisiert ist, keine Rücksicht 
genommen wird: 
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-]- 1 , e Mj 




W + 


CO -j-’ 2, 


6 0 V, 


(j^e ^ 


ö e 12 ^ 


ö^e « ^ 


9 \ 


• + («“-«/■' '>J 


zwei dritte Eiiilieitswurzeln sind, die, falls n nicht dnrch 3 teilbar 
ist, den Wert 1 haben. 

Um ferner die Wirkung der Substitution (2), die aus der 
Transformation zweiten Grades 

:) 

heiwftrgeht, auf die Funktionen u, v zu ermitteln, müssen wir die 
Transformationen erster und nter Ordnung 


'.y, SJ' \c\ d'. 


so bestimmen, daß 

/r,\ i 


wird. Dieser Ansatz führt zu den Gleichungen 

a = a'(a — /?) + c'{a -]r ß), « = 5'(« + ß)i 

w ß — g _ — g'j _j_ -|- ö), c d — 8'(y + d)- 

Hiermit ist zunächst, da a-|-/5 und y + d zufolge ad ßy 
= 1 relativ prim sind, d' bestimmt als der größte gemeinschaft- 
liche Teiler von a und c -f- 8, und aus n = fl' 8' ergibt sich a'. 
Dann ist nach dtm Gleicliungen (6): 

. a a .. I X _ ® 


CC -"l”" ß 


y ^ (J 


17 ^ 
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tmd d und ß lassen sich so bestimmen, daß 

(7) ß) -- ß{'y d) = ad — ßy — l. 

Aus den Gleichungen (6) für a und c — d findet sich dann 

(8) c' + a'= ad — (c-^d)ß. 

ö und ß können, da « + /3 und ^ -f- ^ beide ungerade sind, 
nach (7) nicht beide ungerade sein; folglich fällt c' nach (8) 
gerade aus. Ersetzt man, was nach (7) gestattet ist, d, ß durch 
§ ]i (y ß fl ('c« -j- jd), für ein beliebiges 7i, so ändert 
sich c' nach (6) und (8) um 2 ha\ und über ä kann so verfügt 
werden, daß c' durch 16 oder 48 teilbar wird. 

Es ist dann nach (6) + — 8 gerade und daher 

die Formel (12), § 40 anzuwenden. Darin ist nun zu berück- 
sichtigen 

a'(a — ß) = a, d(Dc~-ß) = d' , , ,,, 

d'(a -j- ß) = a, ‘ — 8) ^—d 

woraus folgt: 

7l(oC — ß'^(^cc -l- ß -j- y 0^2 ^üiod 16), 


\a — ß 
und 




-) (1) (1 

a) W/ \u/ \0' 


2 TCi 

^ [aCy—j^) — («2— !)/?()] 


Ist n nicht durch 3 teilbar, so ist 

2« = a{a! -j- 0Q, 2 5' = 0(a' _|_ 

2ß = a(0' _ «0, 2y = 0(0' - «') 3)’ 

also entweder cc. und d oder ß und y durch 3 teilbar und also 

e = 1. 

Hieraus erpben sich folgende zusammengehörige Vertau- 
schungen (wobei die Änderung Ton a, c, 0 in e', 0' durch fei 
bestimmt ist): ^ '' 


03 - 4 - 1 ’ 


W’ ^ 


2\p 


FunttioLITtf^’^ Vertauschungen (4), (5), (9) auf folgende 
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+©' 


(10) 

/ 0\r + /f ns 

. 


jB — {iioy 

+ {n) {uvy ’ 



worin s zwei ganze Zahlen sind, die den Bedingungen 
(11) (n — l)r = 0, (w -|- l)s — 0 (mod 12) 

genügen, die also, wenn n durch 3 teilbar ist, beide durch 3 
teilbar sind und 



«2 I 
8 


ist. 


Es ergeben sieb dann folgende 
tauschuiigen : 


i 

^0 ’ 


Ä, 

Ä, 


( 12 ) 


CO — 1 
(0 ■+ 1 ’ 



zusammengebörige V er- 

B, 

■B, 


(n + l)s 

(-1) B, 



Bilden wir nun aus B eine ganze rationale Funktion mit 
numeriseben Koeffizienten 


(13) 

worin, falls in (12) Vorzcicbenänderungen auftreten, die Expo- 
nenten Ä, k so einzuriebten sind, daß in allen Gliedern von (13) 
die gleichen Vorzeichenveränderungen stattfinden, so wird das 
Funktion ensystem oder wenigstens der Forderung 1. 

des oben aufgestellten Satzes genügen und wir haben, um auch 
die Forderung 2. zu befriedigen und so eine Transformations- 
gleicbung zu erhalten, die Koeffizienten M]^ji so zu bestimmen, 
daß die sämtlichen v Werte von für g; =: 0 endlich bleiben. 
Diese Aufgabe vereinfacht sich wesentlich, wenn n keinen quadra- 
tischen Teiler hat, und noch mehr, wenn n eine Primzahl ist. 

Hat nämlich n keinen quadratischen Teiler, so kann man aus 
^a,o,’o die sämtlichen Werte herleiten, durch Vermehrung 

von CO um gewisse ganze Zahlen; wenn also, was unsere Forde- 
rung ist, in der Entwickelung von steigenden Potenzen 

von q keine negativen Potenzen Vorkommen, so gilt das Gleiche 
von sämtlichen 
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Ist aber n eine Primzalil, so genügt der Nachweis, daß 
keine negaÜTen Potenzen Yon q enthält, da das Gleiche durch 
Vertauschung Yon co mit w:n für folgt. 

Der konstante Wert, den die Funktion erhält, bestimmt 
sich aus einem Gliede der Entwickelung. 

Bei der Ausführung dieser Kechnungen dienen die Ent- 


wickelungen § 24, (11), 

h 

A = q n 
1,00 


/I 4“ 


(14) 


n — 1 7i 

-^q^^ " n \ 
1,00 

/ 1 _|_ Y 

\l + g”(2R-iY 

« + 1 h 


B = q 24 ^ JI (1 _|_ g2h-iy (1 _j_ qn(iii-i)y 
1,00 




r + « + , 

q 2 ^ 


li 

2" n 

1,00 


(1 Y - (1 4 - 


Die Formeln werden nicht immer am einfachsten, wenn r, s 
möglichst klein angenommen werden, sondern es erweist sich am 
zweckmäßigsten, noch die Bedingung 


/I eN 0^ — 1)^ "H“ 1)^ /■ ;i nN 

(15) 12 — 12 

hinzuzufügen. 

Wir erhalten so für die sieben ersten ungeraden Primzahlen 
folgende Bestimmung Yon Ä und B: 


n = 

3, 

Ä = 

/u 

V7 

)■+©•. 

B = 

= (uvy 

— 

8 

{uvy 

n = 

5, 

A = 

\v 

)'+©■ 

B = 

= {uvy 

— 

4 

(uvy 

n — 

7, 

Ä = 

/u 

\v 

)‘+©‘ 

B = 

= {uvy 

+ 

8 

(uvy. 

n = 

11, 

Ä = 

(~ 

y («y 

B = 

= uv 


2 




\v 

/ \uj’ 




vu' 

n = 

13, 

Ä = 

u 

V 

+ h 

B = 

= {uvy 

— 

64 

(uvy 

n = 

17, 

Ä = 

/u 

\v 

)■+©■ 

B = 

= {uvy 

4- 

16 

(uvy 

n = 

19, 

Ä = 

/u 

\v 

)+©■ 

B = 

= (uvy 

— 

8 

(uvy 


f 


I, 


Die Schlaollischen Müdulargieicliungeü. 
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§ ' 3 - 

Die Kutwic.kelungeii nach Totenzeii von g für A und er- 
geben sich ans (14), soweit sie zur Rechnung gebraucht werden, 
folgendcrmafjüTi : 

n = 3, A — q ^ (1 — 5 (/ . . .), 

11 — q “(1— 5^y...), 

- Jl 

n = 6, A — q - (1 ~ 2q ...), 

B ^ q~^il ~ 2q...), 
n = 7, A. — (1 - 4ry ...), 

B = r/-i (1 + 3(/ ...), 

r» 

«= 11, - 6«-f21r/...), 

B=--f^{l - q-^ 2q^...), 

1 

w = 13, A. — q “ (1 4- 2^/— 2ff ...), 

7 

ii r- g" a (1 4- 6 ^ 4- lö cf 4- 26 q» . . .), 
n = 17, A — (/~“(1 — 3(/“[-6(/2 — 13r/8 4- 25g'<‘ — 39g»-)-76g6..4 
B r/-;!(l44.^/4-6r/-'-f 8r/-f 17r/+2825-f-54g«...), 

__ iL 

n = 19, A — q “ (1 — 274''‘*7^ — — l^f‘-\-2iq^ 

-28ä’...), 

B = f/ “ (1 4' 3 f/ 4" •"> 2“ 4" ^ 7“ ■“!" 3 d* 4 g® -j- 39 

-27 gr...), 

und daraus erhält rnnn durch Elüninatioii der negativen Potenzen 
die gesuchten Ghdchungen zwischen A und B: 

I. H == ;■!, A — ii = 0, 

n = b, ^ — jB = 0, 

n = 7, J, — -h 7 = 0, 

H = 11, /t - ii'- -f Jis 4 2 iS = 0, 

« = 13, A’>-{-iSA’'-\-A^ — 2QA — B — Q, 
n = 17, Aß ~B^ + nAB— diA^ + 34:b + 116^ 

-f 440 = 0, 

n = 19, Aß— B^ 4- VI AB^ —95^=5 4- 109 
4 128J3 — 128J. = 01). 

') Diese Gleichungen sind zuerst von Schlaefli auf gestellt (Journal für 
Mathematik, Bd. 72). 
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§ 78 . 


Aus diesem System yon Gleiduiugen leitet man ein zweites 
und drittes her für die Funktionen mdem man cd durch 

o 1 und darauf cd durch — 1 ; cd ersetzt. Diese beiden Systeme 
haben die gleiche Form, nur ist das eine Mal 


«1 = A(®)i = 

das andere Mal 


Wi 




c d CO 

a 

/"c d CO 


setzen. Aus den Vertauschungen (4) ergibt sich so: 


JBi = (MiVi)» + 


zu 

IL n = 3, 

-j- Si = 0, 

g J Y — 

n , 1 

+ = 0 , 


Bl — (UiViY -|- 




{UiViY^ 


„= 7, = + ^ , Bi={UiViy-^ 




Äi — Bl — 7 = 0, 


n = 11, Äi = 


Bl = tiiVi 


Ul Vi 


Äi + B^ + B! - 2Bi = 0, 


w=.13, 


Vi Ul' * - — ^ ■ (MjIIj)«’ 

Al — 6 + Al 4- 20 Ml + = 0, 


H = 17, Al = 


+ LYY. A=(«r«i> + 


16 


Al — Bl — llAiBi — 34M= — 34 J?i + 116 Mi 

+ 440 = 0, 


W = 19, M; 


^•‘■V C.,V « 


Ml" 4- Bl - 19 Al Bl + 95M=5i — 109 M'' 
— 1~ 128 J?! — 128^4.5^ 








§ 74. Die Form der Schlaeflisohen Modulargleicliungen 
für einen Primzahlgrad. 

Die Form, die wir im vorigen Paragraphen für die zwischen 



bestehenden Kelationen gefunden haben, läßt sich, wenigstens 
wenn der Transformationsgrad eine Primzahl p ist, leicht unter 
ein allgemeines (Jesetz bringen. Da für die Folge viel auf diese 
Form ankommt, gehen wir hier noch etwas genauer darauf ein. 

Die Bestimmung der Zahlen r, s nach (11) und (15) des 
vorigen Paragraphen hängt von dem Verhalten von p gegen den 
Modul 24 ab, und da wir den Fall = 3 ausschließen können, 
so haben wir folgende Fälle: 

p = l (mod 24) r = 1 s == 12 

r=3 s=2 

2 ) = 1 r — 4: s=3 

p — 11 r=6 5—1 

(2) j>~U r= l s= 6 

= r = 3 s= 4 

r= 2 s= 3 

2 ) == 23 r = 12 s— 1, 

80 dali r 4" '''' stets ungerade ist und f + 1 durch 2 r, f — 1 
durch 2 s teilbar ist. Hiernach wird 

= ©'+ ej. 

Nun wissen wir, daß die j) + 1 GrÖßeii ^ die Wurzeln einer 
irreducibeln Transfonnationsgleichung 


(4) u) = + •" ^+1 — 

sind, in der die Koeffizienten U, .... U^+i rationale Funktionen 

von tt sind. 

Wir schließen sofort, daß es ganze rationale Funktionen 
von it sind. Denn erstens werden für w = co die sämtlichen 
Wurzeln von (4j unendlich, wie man erkennt, wenn man co = ico, 
also (I — 0 werden läßt. Zweitens geht nach (9) des vorigen 
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Siebenter Abscbnitt. 



§ 74 , 


Paragraplien durcli 
der Wurzeln v in 


die Vertauscliung 



die Gesamtheit 



p 

V 


über. Hieraus folgt, daß für u = 0 die sämtlichen Wurzeln v 
in Null übergehen, also keine von ihnen unendlich wird, woraus 
zu schließen ist, daß nicht nur die C/ 2 , . . . Up.\.i ganze 
Funktionen von ii sind, sondern daß auch jede Yon ihnen den 
Faktor ti enthalten muß. 

Wir schließen mm zunächst, genau wie bei der Invarianten- 
gleichung (§ 69, 2., 3. und 6.), daß 

(5) 0j,{v, u) = v), 

und daß 

h,7c 

(6) 0p {v^ ti) = (yi> — u){v — p U 

■wom C},,-k = Ck,h ganze Zahlen sind. 

Wir ■wollen diese Funktion in der "Weise darstellen 


(7) m) = t>r+i _|- «D+i _|- '2 

i,p 

worin also aj,,k = ebenfalls ganze Zahlen sind, auf deren 
Teilbarkeit durch p es nun weiter nicht ankommt, und es ist 
insbesondere = — 1. Wenn wir in der Gleichung 

/■(«)] = 0' 

o durch ra -|- 2 ersetzen, so ergibt sich wegen der Irreducibilität 
auf Grund der Relation 

/(£D,+ 2) = 

daß in (7) nicht alle Glieder, sondern nur solche Vorkommen, 
in denen die Exponenten h, h der Kongruenz 

Äp -(- fe s -[- 1 (mod 24) 

genügen. 

Nun kennen wir noch eine weitere Eigenschaft der Funk- 
tionen m), clie sich aus der schon benutzten Vertauschung 
(9) des vorigen Paragraphen ergibt, wo p = 1 zu setzen ist, und 
die, wenn wir zur Abkürzung 


/2\ 

(?) = (-»• 


s 
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setzen, so dargcstellt werden kann: 




^f2 p' 


Hieraus schließt man auf die Eelationeii 

h !- — 1 

(10) ^ — /<, (^Ji,k = Ö^?c,7i‘ 

Wenn wir also in (7) die Glieder mit gleichen Koeffizienten 
aupi zusammenfasseu, so können wir uns auf die Annahme be- 
schränken, daß h ^ Ä, k k p l sei, und es ergibt sich 
von den hciiden Gliedern + \ ttr+i abgesehen, als ein Aggregat 
von Gliedern von den folgenden beiden Formen (wenn noch be- 
rücksiclitigt wird, daß wegen (B) ist): 

h f k — p “ 1 

(11) («J' + l— + 1— + l — + Ji) 

• h~-k Ä-;ri r ... . )n-7c-p-i-i 


p±} 

(uv) ^ 


1\ 4- 

,uj 


+ yJt O 2 

(uv) “ 




= » (u v) 2 H • 

(uv) 2 _ 

Die Koeffizienten dieser Glieder in sind ganze Zahlen. 
Nun ergibt sich aus (8): 

Qc - A-) - (h - l)(p + 1) 24), 

h 4 A- — jf) — 1 = —h(p — 1) '• 

und daher ist h — k durch 2 r, A + /c — i) — 1 (worin h auch 
= h sein kann) durch 2.s' teilbar [§ 74, (2)]. 

Kotzen wir daher 

h — Ic • 4' A — — 1 „ o 


so sind « und ß positive ganze Zahlen, die zwischen den Grenzen 


0 ^ “ <4^’ 




liegen, und überdies ergibt die aus (8) folgende Kongruenz 
— h('p - 1) = 2h ß (mod 24), daß wenigstens in den Fällen, 
wo s = — 1 ist, h^ß (mod 2) [§ 74, (2)], also stets s'* = e« 
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Siebenter Absobnitt. 


§ 74. 


Demnach wird (11) 


und (12) 

(uv) ^ 

Xun gelten die bekannten Formeln, wenn y beliebige 
Größen sind und 




gesetzt wird, 


+ ^ = ä'“ - 2?', + ^ = 2/3 — 5yj/, ..., 

+ S (» + B + Sti' + >■(*—.+ gS). 

woraus man durch den Schluß yon n auf n -f- 1 erkennt, daß 

/v;n 

^ 

sich für jedes beliebige n als ganze rationale Funktion nten 
Grades von y darstellen läßt, die, wenn y eine ganze Zahl ist, 
ganzzahlige Koeffizienten hat, deren höchster = 1 ist. 

Die beiden Größen 

(vJ"+(?)" + 

können also in dieser Weise als ganze rationale Funktionen von 
A und B der Grade « und ß dargestellt werden, und wir finden, 

wenn wir noch das dem Werte ß = entsprechende Glied, 

das den Koeffizienten — 1 bat, absondern und mit Ca,ß ganzzahlige 
Koeffizienten bezeichnen : 


(14) 


v) 

p±i 

(uv) 2 

worin « und ß an die Grenzen 


2rzl aj 

A^r 


Q^aci±l, 


2r 


2s 


gebunden sind Dies ist die Form, die wir im vorigen Paragraphen 
den Modulargleichungen bis ^ = 19 gegeben haben. 
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§ 75. ii'rationiileii B orinen der Modulaz’gleicliungeii. 

Es ist noch zu erwähnen, daß die in § 69, 4., 5. für die 
Invariantengleichung bei zusammengesetztem Transformationsgrade 
durcligoführte Betrachtung unverändert auch für die Schlaefli- 
sehen Modulargleiclmngen gilt, woraus wir schließen können, daß 
alle diese Grleichungen rationale Zahlenkoeffizienten haben. 


§ 75. Die irrationalen, Formen der Modulargleioliungen. 

Den Transforniationsgleichuiigen lassen sich durch Anwen- 
dung desselben Verfahrens weit einfachere Formen geben. Die 
Gleichungsformen, mit denen wir uns jetzt beschäftigen werden, 
enthalten die drei Funktionen f, /j, zugleich; da man aber 
nach ^ .-14, (11), (12) zwei dieser Funktionen durch die dritte 
ausdrücken kann, so lassen sich zwei von ihnen eliminieren, und 
man kann so zu den Gleichungen des vorigen Paragraphen ge- 
langen. Wenn man für /j, die Ausdrücke durch f, oder für 
die drei Funktionen f, /) die Ausdrücke durch /cs einsetzt, 
so kommen Wurzelzeichen vor, woraus sich der Name dieser 
Gleichungen erklärt. 

Wir setzen wie oben 


( 1 ) 



— fl % 

= y2, 



und erlmlten folgende zusammengehörige Yertauschungen: 



CD, 


UVj 

M, Vi, 


(2) - 

1 


QUV^ 

QU^Vi, 





(n -l - Drei 

(»+ 1)Ä< 

(»+ 1) 7t i 


~f" 1, 

e 

(JUiVi, e 

ÖUV^ 


worin 

Q, a 

die 

oben [§ 73, (4)] 

definierten 

dritten Einheits- 


wurzeln sind. 

Wir unterscheiden drei yerschiedene Fälle nach dem Yer- 
halten von n zum Modul 8. 

L n 4“ 1 = 0? (mod 8). 
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75 . 


Wir setzen 


n + l 


2Ä = UV ( 1) ® (u^V^ -j- U2'i^2)^ 

n + 1 

(3) jB — uvtii'V^ -f- UVU 2 V 2 + (^ 1) ® U 1 V 1 U 2 V 2 

O O 1 0 

8 ± 

Ull\ ^U2V.2 UV 

SO daß sich die zusammengehörigen Vertauschungen ergeben 






(4) 

1 

G) ’ 

QÄ, 





7ti(n 4- 1) 


CD -f- Ij 

ß 0 

e 


Ein Produkt von der Form nimmt also durch die 

beiden Vertauschungen 

r 


die Faktoren an 


+ 1) 




(/j-fc) 


[n 4- 


12 

die = 1 sind, wenn n -f- 1 durcli 3 teilbai- ist. Wir bilden also 
jetzt mit numeriscben Koeffizienten Funktionen der Form 

( 5 )' = 

worin, wenn w = 0 oder = 1 (mod 3) ist, h und Ic nur solche 
(ganzzahlige) Werte annehmen dürfen, deren Differenzen li — & 

bei der Teilung mit 3 denselben Rest lassen, wenn aber n~ 1 

(mod 3) dieser Beschränkung nicht unterworfen sind. Eine solche 
Funktion selbst, oder wenigstens ihre dritte Potenz genügt also 
einer Transformationsgleichung erster Stufe. Sie bleibt aufier- 
dem für alle endhchen Werte Ton j{(a) endlich und ist folglich 
eine ganze algebraische Funktion Ton j(c3). [Die Transformation 

zweiter Ordnung ^ braucht hier nicht zugezogen zu werden, 

da der Inbegriff der schon bei der Substitution (®, m -f 1), 
nicht erst bei (®, £d -f 2) ungeändert bleibt. Vgl. die Bemerkung 
am Anfang des § 73.] ° 

• j die Konstanten in 9a,c,t, so bestimmen, daß 

in den Entwickelungen dieser Funktionen keine negativen Potenzen 
von q Vorkommen, so müssen die sämtüchen einer und 

derselben Konstanten gleich sein. 



Die iiTatioiiiilcu Fonuon clor Modulargleicliuiigea. 
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§ 75- 

Zur Erreicliioig dieses Zieles genügt es auch hier, wenn n 
keinen quadratischen 'l'eiler hat, daß o^a, und wenn n eine 
Primzahl ist, wcain für (j — 0 endlich bleibt. 

Bei diesen Bechuungen machen wir Gebrauch von den Ent- 
wickelungen: 

n +*_! 

f ^7(1 -f f/>(2Ä + l))(l 

n -P 1 

w, = ([ -■* //(l '‘ + 1)^(1 + 

ti,r, ^ 2 II (1 + r/'*), 

woraus durch Entwickelung nach Potenzen q: 

_n4 1 

it nzz-. q -■* (1 -f- q -|- 2 ” “I“ (/''“h 2 '' "H 9’ H“ ^ 2 ® . . .), 

_ ” + 1 

(7) «j B, =-T q ( 1 — 2 ~ c/» -f qi — gs + 2" - 9' + 2 2“ • • ■), 

ti^ B,j = 2 q ( 1 -f- 2“ + 9'* + 2 2“ H~ 2 2® H )• 

Die letzteren Formeln sind richtig für « > 7 (für w = 3, 5, 7 
sind die Glieder Yon q'\ q\ 2’’ zu modifizieren). Für n = 7, 

w = 23 zeigen diese Ausdrücke, daß A selbst für 2 = 0 endlich 

bleibt, woraus für dies(! Fälle die Gleichungen folgen: 

■»= 7, A=0, 
n = 23, A— 1. 

Durch einfache Kechnung findet man ferner noch: 

n = 31, (.# — By — A = 0, 

(9) n — 47. A“ — J. — J5 = 2, 

n =: 71, AL* — 4 A^ 2 A — J3 = 1. 

Nicht ganz so einfach gestaltet sich die Rechnung für ein 
zusammengesetztes n, So muß man z. B. für n = 15 die Be- 
dingung der Endlichkeit für 2 = 0 nicht nur für 0i,o,i6, sondern 
auch für berücksichtigen. Diese beiden aber genügen. 

Man erhält so: 

(10) n = 15, A* — AS -j- 1 = 0. 

2. Ist n = 3 (mod 8), so sind dieselben Schlüsse zu ziehen,, 
wenn wir setzen: 

4 A = — Wi — «2 

B — u^vHi^v^ 4 - 
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75. 


für die 

man aus (2) die zusammengehörigen Vertauschungen 

erhält: 





G3, 

A 


(12) 

1 

Cö’ 


qB, 




(n + l)yti 


0} --1- 1 » ^ 

ß (52 aL, e 

0B, 

und hieraus leitet man in 

der gleichen Weise die Gleichungen ab: 


n = 3, 

A = 0, 


(13) 

n = 11, 

A = l, 



n = 19, 

A& — 7A^ - 

- J5 = 0. 

3. 

Ist n = 1 (mod 4), so kann man ebenso verfahren mit 

den Funktionen 



(14) 

8^ = 
B = u^v^u^t 

4: '^2 '^2 

- u^v.f 

für die 

man die zusammengehörigen Vertauschungen erh<ält: 


(0, 

A 

B, 

( 19 ) 

1 

?A, 

q^-b, 


(n + l)77:i 



CO — |— 1 , 6 

® öA, e 

» ö^B. 


Nur der erste Fall n = 5 führt hier zu einem einfachen 
Resultat : 

(16) « = 5, J. = 1. 

Für w = 5 läßt sich noch eine einfachere Form der Trans- 
formationsgleichung gewinnen. 

Wenn. wir nämlich auf die drei Funktionen 


(17) w . 




uv 


Wi 


_ |;|m2 „2^2 _ 

— , tt), = -i 1— 

. «2 «^2 


die Substitutionen ^03, — (cj, o _j_ 1) anwenden, so ergeben 

sich unter der Voraussetzung n = 5 (mod 8) die zusammen- 
gehörigen Vertauschungen: 


M), 

M, 

Tti 

"u(n~5) 


«1, 

W2, 


«21 


Wi, e gT2(»-6) 


Wn 


® + 1, 



273 


§ 75. irrationalen formen der Modulargleiolimigen. 


Setzt man also 


A 

Jj — 4“ + '1(^1 

C = wwitv^^ 

so erhält man 


Oh 

A, 

B, 

C, 

1 

J., 


c, 

or 

05 4" 

Jti 

rri 

C, 


so daß zwei dieser Funktionen ebenso wie oben A und B benutzt 
werden können. Für n = o zeigt sich aber, daß in den Ent- 
wickelungen von Wi^ w< 2 , nach Potenzen von g keine negativen 
Potenzen verkommen und daß also J., Ji, G und mithin auch 
selbst konstant sind. 

Es läßt sich also die Modulargleichung für n = 5 in jeder 
der dr(‘i Formen aufstellen: 


u'l t’l ^ ^ 

(18) 

^2 — 2 ^^2 Vfi, 

Diese (Deichungeri lassen sich auch aus der von Jacobi 
(Fund, art 30, gesammelte Werke, Bd. 1, S. 123) gegebenen her- 
leiten. 

Wir schließen diese Betrachtungen, indem wir in den ein- 
fachsten Fällen die Jacobischen Modulargleichungen aus 
diesen irrationalen Formen ableiten. 

Wir setzen [ vgl. § 54, (3)]: 




Hl = iC' = 
u ^ 


und eliminieren mittels der Relationen 


(19) 


V2 

+ = = ^ 
, yä 

yH_|_ys=:l, 1/2/' = -^ 


die Größen u und r. 

Weber, Algebra, lU. 


18 
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§ 76. 


Für w — 3 erhält man aus (13): 

( 20 ) 

eine Form der Modulargleichung, die von Legendre herruhrt. 
Daraus, indem man für x\ y' aus (19) die Werte setzt, 

a;s _j_ j;a — ix^y^ — Qx^y^ + ix^y^, 

(x* — y^Y 4: {xy — x^y^y 

und indem man hieraus die Wurzel zieht und das Vorzeichen 
durcli g = 0 bestimmt, findet man: 

(^21) (w = 3), 

was, abgeselien von dem dort nicbt naher erMäi'ten Yorzeichen 
Yon 1^, mit § 10, (12) übereinstimmt. 

Für n = 5 folgt ans der zweiten Gleichung (18): 

— — 4:Xyx'Hß, 


und daraus durch Quadrieren 

ifY = lßx^y^^(l ~- 

was leicht in die Form gebracht wird 

(^2 _ ißY[{x^ — ifY + 8xHfY = l6xHß(l — 

Zieht man hieraus die Wurzel, so folgt, wie oben: 

(22) — yr> — 4:xy(l — x^y^) + 5 (^^ _ ^ 2 ) = o (n = 5). 
Für n — 7 erhält man, ohne Wurzelziehen, aus (8): 

(23) xy + x'y' — l, 
und daraus: 

(24) ajs ß- if — Sxy(l ß- x^ 2/0 + ^8 x^y^ (1 + xHß) 

— bßx^y^{l 4” ^^2/0 + lOx^y^ = 0 (n z=z 7). 


§ 76. Zusanamengesetzte Transformationsgrade. . 

Ist der Transformationsgrad eine zusammengesetzte Zahl, so 
kann man noch einfachere Transformationsgleicbungen aufstellen 
als die, die man auf dem Wege des vorigen Paragraphen gewinnt. 

Wir führen diese Betrachtungen hier nur in den einfachsten 
Fällen durch. 

Der ungerade Transformationsgrad n sei in zwei Faktoren 
zerlegt 

(1) n = n' 

die zueinander relativ prim sind. 
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Es lassen sich dann jeder Transformation Mten Grades Ton 
der Form 



je eine und nur eine Transformation der Grade n', n": 


( 3 ) 






Vö', 

d'j' 

\c!\ 

d"J 


zuordnen, die durch folgende Bedingungen bestimmt sind: 


a — a'a'\ 0 = 0 ' 9 ", 

^ ^ 0"c' = ('■ (inod tt'), 8'c" = c (mod a”), 

und umgekehrt folgt aus jedem Paar Transformationen von der 
Form (3) nach (4) eine und nur eine Transformation (2), Nach 
(4) sind nämlich zunächst ?)', 0" bestimmt als die größten gemein- 
scliaftlichen Teiler von 0 mit n' und und darauf -wird d nach 
dem Modul w', d' nach dem Modul a" bestimmt aus den beiden 
letzten Kongruenzen (4). 

Es kommt nun vor allem darauf an, zu zeigen, daß die 
Kongruenzen (4) erhalten bleiben, wenn die Transformationen (2) 
und (3) nach (ü), (8) bis (12) durch die beiden linearen Trans- 
formationen 

(m, w 1), ^co, — 

umgeformt werden. 

Wir setzen nach den erwähnten Formeln: 




((>) 


0, 0. /l, 0\ 

c, 'ä) Vl, V 

(a", 0 \ /l, 0 

Vc", d") Vl, 1 

/«, U\ V 0, 1\ 

Vc, 0A--1, o; 

/«', OW 0, 1\ 

Vr/, d'j V-i, oy 
/«", 0 \ / 0, 1\ 
Vc", 'ö") V-1, o; 


/l, 0\ / a, 0\ 

V, V Vc„ 9/ 


__ /l, 0\ M 0\ 
“ \V, l) Vci, 07 



ß'i /®2, 0 \ 

Vr, Vc« 02 / 

__ /«', ß'\ 0 \ 

~ V/, S'J V4 d'J 

__ /«", ß"\ fal 0 \ 
~\f",S"J \di, d’ij 


18 » 
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Siebenter Abschnitt. 


§ 76. 

Es folgt zunäctst aus § 69, (9): 

(*1 = c + 0 (mod a), c\ = d-\- 0 ' (mod a'), Ci = c" + 0 " (mod a"), 
woraus, nach. (4) 

0 "ci = 0 ''c' + 0 = (mod a') 

= + d = c^ (mod a") 

in Übereinstimmung mit den Kongruenzen (4). 

Für die Zusammensetzung ( 6 ) ergibt sich nach § 69, ( 12 ), 
dah 02 , 02 , 02 die größten gemeinschaftlichen Teiler von a, c; 
a', d\ af\ e" sind; Aveil aber 0" relativ prim zu a', und 0 "c' ,= c 
(mod a') ist, so ist auch 02 der größte gemeinschaftliche Teiler 
von a' und c und aus den gleichen Gründen 02 der größte gemein- 
schaftliche Teiler von a" und c, woraus man schließt, da a\ a" 
relativ prim sind: 

02 rr= 02 02 , Ü 2 ^2 ^2' 

Ferner ist nach § 69, ( 11 ), ( 12 ), (13): 

= cc c — y a, C 2 = — 0 

0^ = al d — y' a', C 2 = — 0' 

also nach (4): 

02 02 — ^2 02 = w«'( 0 c' — co') = ^ (mod n'), 
folglich auch 

02 4 — 02 = 0 (mod c^), 
in Übereinstimmung mit (4), und ebenso folgt: 

0 U 2 — C 2 = 0 (mod a^'), 

wodurch also der Beweis geführt ist, daß die durch (4) aus- 
gedrückte Zusammengehörigkeit der Transformationen 
/a, 0 \ M 0 \ /a", 0 \ 

Vc, \d, y-p \d\ W) 

durch Anwendung irgend einer linearen Transformation auf m 
nicht gestört wird. Da wir hier n als ungerade voraussetzen, so 
können wir immer c, c', c" durch 16 teilbar annehmen; und wenn n 
und folglich auch n\ vi* durch 3 unteilbar sind, so können c, c\ d' 
auch durch 3 teilbar angenommen werden. Ist aber n durch 3 
teilbar, so wird von den beiden Faktoren n\ ti" der eine, etwa 
duich 3 teilbar sein, der andere, nicht. Es kann dann d 
noch^ durch 3 teilbar vorausgesetzt werden, nicht aber c und d\ 
In diesem Falle soll die Abhängigkeit des c" von c noch näher 
bestimmt werden durch die Kongruenz 
(V 0' c" = c (mod 3 
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Eine Lösung dieser Kongruenz kann man immer aus einer 
Lösung der K(.)nginienz (4j o' c" = c (mod «") Verleiten, indem 
man zu e" ein Vielfaches von «" hinzufügt. 

Die Kongruenz (7j hat dann nach § 69, (9) bis (13) zur 
Folge: 

(8) ^ ^ (mod 3), 

« = ß = ß"u'd’, , , 

W y-3y"a'rl,, Ö~d"d'd', ^)' 

Es mögen nun r', u'i, ?;i; v", v\', v'i dieselbe Bedeutung für 
die Zahlen n\ n" haben, welche den v, w,, in § 73, (3) für die 
Zahl n gegeben war, nämlich: 

Wir wumden die Vertauschungstabelle (4), § 73 auf diese 
Funktionen an. Da n' unter allen Umständen durch 3 unteilbar 
ist, so sind die kubischen Kinheitswurzeln q\ ö' == 1 zu setzen, 
während infolge der Kongruenzen (8), (9): 

(11) q " = e«', 6 " = ö”' 

wird. Wir erhalten hiernach folgende zusammengehörige Ver- 
tauschungen: 


( 12 ) 


w, 



'Ü2, 

1 



, 


>1 \ 




n'ai 

n' Tti 

n' Tt i 

0) I } 

0 =*< r;, 

(i ?/, 

e « 2 , 





v'i', 

1 

i 

()"' v", 



07 

7t i 

n^'rti 

n" 7t i 

£i3 4*“ 

Qn> f ~-ni, 

d«'e” v", 



die zusammen mit den Vertauschungen (4), § 73 gelten. 
Wir unterscheiden jetzt zwei Fälle. 

1. Wenn 

(13) (a' - 1 - 1 ) (n" -}- 1 ) = 8ft = ü (mod 8) 
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§ 7G, 


ist, so setzen wir 

(14) TI = Ul — %liViV[Vi^ t4 

2-4= Cr+(_l>“(l7i + ü,), 

(15) B = t7Z7i + C7 ü, + (- 1>“ L\ V,, 




Aus (12) und § 73, (4) erhalten wir dann folgende zusammen- 
gehörige Vertauschungen: 

Ä, B, 


a, 


(16) — — , ^"'+1^1, + 

%[ini 2 fl Tti 

W -)- 1, + ^ 2 B. 


"Wir wenden unser Prinzip zur Herleitung von Modular- 
gleicliungen auf diese Funktionen an und bemerken dazu noch 
folgendes : 

Die in (16) vorkommenden dritten Einbeitswurzeln sind = 1, 
wenn entweder n durch 3 unteilbar und ^ durch 3 teilbar ist, 
oder durch 3 teilbar ist und n' den Eest 2 läßt. In diesen 
Fällen ist jede rationale Funktion von A und B Wurzel einer 
Transformationsgleichung, ln den anderen Fällen kommt diese 
Eigenschaft dem Kubus einer solchen rationalen Funktion von Ä 
und B zu, bei denen die Differenzen der Exponenten sämtlicher 
Glieder einander nach dem Modul 3 kongruent sind. 

Sind diese rationalen Funktionen ganze Funktionen und 
sind außerdem ihre sämtlichen Werte für = 0 endlich, so 
müssen sie einer Konstanten gleich sein, und dadurch gewinnen 
wir Transformationsgleichungen. 

Sind n', Primzahlen, so genügt es auch hier (vgl. § 72), 
wenn die negativen Potenzen von q in der Entwickelung einer 
solchen Funktion nach steigenden Potenzen von q in dem einen 
Hauptfall wegfallen, nämlich in dem, wo 


gleich sind 


/a, 0\ fa\0\ /a", 0\ 

\c,dp \c\dO^ 

,0\ /l, 0\ /l, 0\ 

V’ \o, ny' \0, 


JJ = f{co)f (n' cd) f (n" cd) f{n' os) ; 


also 
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denn aus der Entwickelung für diesen einen Fall kann man die 
Entwickelungen für die übrigen Fälle herleiten, indem man m 
ersetzt durch 

05 <a o 
n- ' n' ' w" 


und dann noch 05 ttm ganze Zahlen vermehrt, wodurch keine 
negativen rotenz(!U von q neu eingeführt werden können. 

Für die DuiT.hführung der Itechnung bedient man sich der 
Entwickelungen 

(H' + n(n» + l) 

IJ — q X 

n{l + 0 /'— 1)(1 + + g(2'‘-i)"")(l -f 

(n’ + l)(B» + l) 

Ih = <1 “‘X 

• (18) 17(1— r/'‘-’)(l— (/P'— — — 

= 4 (2 X 

JJ(1 4- g“'*) (1 -f (1 + (1 + g*“''")) 

die in den einzelnen Fällen die Potenzentwickelungen von Ä, B 
hefern, woraus die negativen Potenzen von q zu eliminieren sind. 
Man berechnet auf diese Weise sehr einfach die folgenden 
Gleichungen: 

n =:: 15, A= 1, 

51 — 21 , (Ä^ — By — A = 0, 

( 19 ) n = 33, A^ — B — A — 4, 
jj = '35, A^ — B — A—2, 
n = 55, A^ — JB — 4iL^ — A i = 0. 


2. Wenn 
(«' 

so setzen wir 

JL 

( 20 ) 


_ i)(„» — 1 ) = 8g = 0 (mod 8), 

_ j_ 4- 


B 


!!:^:4.(_iyY^ + MY 

%{,'Q ' ^ \Mi®l UiV^/ 


UV ‘ ' ' \Wi®l ' M2V2, 

und erhalten nach (12) die zusammengehörigen Vertauschungen: 

05 , A, 

1 


( 21 ) 


m 


q^-”'A, 


q”’-^B, 


(J5-"’ e 3 ö»'-! e 3 B. 


f 
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§ 77. 

Wir können daher dasselbe Verfahren anwenden wie oben, wenn 
wir noch die Beschränkung liinzufügen, daß nur symmetrische 
Funktionen von Ä und d. h. rationale Funktionen von ÄJ5, 
A B benutzt werden, weil nur unter dieser Voraussetzung 
aus einem der Werte einer solchen Funktion durch die Ver- 
tauschungen (17) alle übrigen folgen. Man berechnet leicht die 
folgenden Beispiele: 

n = 15, AB -j- 1 = 0, 

( 22 ) n = 35, 2{A^B) — AB = 5 

n = 39, 2(i-f5) — = 3. 

Die Rechnung bietet auch in noch komi3lizierteren Fällen 
keine unüberwindlichen Schwierigkeiten. So habe ich in der Ab- 
handlung Acta mathematica Bd, II, S. 359 für den Fall n = 105 
folgende Formel mitgeteilt: 

. _ V /(s (O)f{hco) f{l o)/'(105 o) 

^ ^ /■(ca)/'(15co)/'(21(»)/-(35ca)’ 

7? — .V' 

^ /(3 ct>)/’(5 CO) f{l £ö)/‘( 105 o)’ 

J.2 ^ IQAB{A 4- B) 

^ (A *4 By -j- lOAJS “1" M(A -|-“ -40 = 0 , 

wenn sich die Summen S m A und B auf “die drei Funktionen 
f’i /i? /2 beziehen. 

§ 77. Geometrisohe Deutung der irrationalen Modular- 
gleichungen als Modularkorrespondenzen. 

Den Inhalt der iiTationalen Formen der Modulargleichungen 
machen wir durch eine geometrische Deutung anschaulicher. ‘Be- 
trachten wir zunächst den Fall ^ _ 1 (mod 8 ) und setzen 

( 1 ) 0 ? = f{co), y = f, (co), ^ =: f,(co), 

so wird hierdurch, wenn wir z als Cartesische Koordinaten 
eines Punktes P ansehen, eine Raumkurve dargestellt, die wir 
auch durch die beiden Gleichungen: 

(2) — 2/® — _ 0 

xy z = 

ausdrücken können, und die wir die Grundkurve nennen wollen. 
Diese Kurve ist also von der 24. Ordnung. Man kann sie auf 
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eine ebene Kurve 3. Ordnung abbilden, wenn man a;® = X, 


f 


Y setzt: 


(3) xr(x-r) = i6. 

Setzen wir |S 75, (1)] 

+ \ /’c + 9 ^ /'2\ ^ 


SO genüge die Gi-öße ■>;, S el)enfalls den Gleichungen (2), da 
^ rrr -|- 1 ist, und der Punkt 71, dessen Koordi- 
naten I, r), t sind, liegt also auch auf der Grundkurve. 

Eine Gleichung 

(»', y, 12, S) = 0 


bedeutet, wenn der Punkt P festgehalteu wird, eine Fläche, auf 
der II liegen soll, und der Schnittpunkt dieser Fläche mit der 
Gruudkurvo gibt eine gewisse Anzahl von Punkten JI, die dem 
Punkt P entsprechen. Flbonso entspricht einem festen Punkt II 
eine gewisse Anzahl von Punkten P, und diese Zuordnung heißt 
eine Korres))ondeuz auf der Grundkurve. Fällt der Punkt P 
mit einem der ihm entsprechenden Punkte 11 zusammen, so er- 
halten wir einen Doppelpunkt oder Koinzidenz der Korre- 
spondenz. . rr • 1 

Wenn die Gloicliung (5) bei Vertauschung von P mit il sich 

nicht ändert, so ist die Korrespondenz eine wechselseitige. 
Solche Korrespondenzen sind durch die Gleichungen (8), (9), 
(10), § 75 gegeben. 

Es ist dann nach S 75, (3) 


,,, 2A rrr X I 1) « (»/ r) + 0t) 

(5) « + i 

B = x^yri ^ x^0t-{-i—'^) ® ynH 

zu setzen. A ist vom ersten, B vom zweiten Grad in bezug auf 
die Koordinaten eines jeden der beiden Punkte P und TT. 

Wir wollen den Grad von diesen Korrespondenzen, d. h. die 
Anzahl der einem Punkte P entsprechenden Punkte JT, fest- 
steilen. Dabei haben wir den Grad der Gleichung ® — 0 m 
bezug auf 12, t mit dem Grad der Grundkurve, d. h. mit 24, 
zu multiplizieren und es ergibt sich: 
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§ 77 . 


für n = 7, 

m = 24, 

j) n = 23, 

m = 24, 

J5 =: 31, 

m = 96, 

11 

m — 48, 

,, 71 — 71, 

m =72, 

„ w = 15, 

m = 72. 

lu den Fällen 23, 47, 71 ist also der Grad der Korrespondenz 
gleich dem Grad der entsprechenden Modulargleichung, d. h. gleich 

der Anzahl der betreffenden 

Transformationen; in den Fällen 

r= 7, 31, 15 ist der Grad 

das Dreifache des Grades der 


Modulargleichungeii. 

Was haben diese überzähligen Punkte zu bedeuten? Sie 
erklären sich dadurch, daß in diesen Fällen, in denen w = 0, 1 
(mod 3) ist, in der Funktion [§ 75, (5)], die nach der obigen 
Gleichung (5) einer Konstanten gleich ist, die Exponenten h 2 h 
in allen Gliedern denselben Kest nach dem Modul 3 lassen, und 
daß also die Gleichung ^ = 0 und ebenso die Gleichungen (2) 
erfüllt bleiben, wenn f mit einer beliebigen dritten Einheits- 
wurzel multipliziert werden. Es geben also je drei Punkte der 
Korrespondenz dieselbe Transformation. 

Wir hätten auch, wenn x, 0 durch (1) bestimmt sind, 
statt (4) 


( 6 ) 

und folglich für A, JB: 
2Ä = 




(7) 


n -j- 1 

JB z= xiy^ -\- (—1)~ yrisi, 
setzen können. Die Grundkurve und der Grad der Korrespondenz 
wären dann dieselben geblieben, aber die Koinzidenzen hätten 
eine andere, nnd zwar einfachere, Bedeutung bekommen. In 
beiden Fällen gehören die Koinzidenzen zu den singulären Werten 
der Modnlfunktionen, in denen o eine imaginäre quadratische 
IrrationaUtät ist, wie wir in der Folge noch genauer sehen 
werden. 

Im Falle -n 3 (mod 8) setzen wir 

^ = /■^(ö), y = /■2(aj), 0 — 

+ .. /c + 8 (3^ 

a 




-)■ -> = *■ = fi- 


( 8 ) 
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§ 77 . 

und erlialteri c-ine (Jrundkurve 

X-l — yi — = 0 , 

xy0 == 2 , 

die nur vom 12. (iradc^ ist. Wir liaben dann -weiter nach §75: 
AA. z= — — 

■ J} = x^yriA^x^0Q — yri^Q, - 

und man erhält für d(m Grad m der Korrespondenz nach 
§ 75 (13): 

n — 3, m — 12, 

n = 11, m — 12, 

'ii = li), m = 60, 

also wieder wie im vorigen Falle, wenn w = 0, 1 (mod 3) ist, 
eine dreifach zu große Zahl. 

Ist endlich n == 1 (mod 4), so setze man 

X ~ f*ia), y = /'/■(«), = /’K“) 

und erhält eine Grundkurve vom sechsten Grade. 

Für n = 5 ergibt sich die richtige Zahl m = 6, 
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Die Grnppe der Transfomiationsgleicliiingeii imd, die 
Gleichimg 5ten Grades. 


§ 78. Die Galoissche Gruppe der Transformationsgleichungen 
für einen Primzahlgrad. 

Ein eingehenderes algebraisches Studium der Transformations- 
gleichungen erfordert die Kenntnis ihrer Galoisschen Gruppe. Da 
wir die Transformationsgleichungen aus den Teilungsgleichungen 
hergeleitet haben, deren Gruppe uns bekannt ist (§ 63), so können 
wir die Gruppe der Transformationsgleichungen gleichfalls bilden. 

Die Transformationsgleichungen ergaben sich (§ 65) dadurch, 
daß die Wurzeln der Teilungsgleichungen sich in Reihen ein- 
teilen ließen, die durch die Vertauschungen der Gruppe der 
Teilungsgleichung nicht auseinandergerissen, sondern nur unter- 
einander yertauscht werden. 

Jeder dieser Reihen ordnet sich eine bestimmte Wurzel einer 
Transformationsgleichung zu, und die Gruppe der letzteren 
besteht daher aus dem Inbegriff der Vertauschungen, 
die.durch die Gruppe der Teilungsgleichung unter den 
Reihen heryorgerufen werden. 

Ist der Transformationsgrad n eine ungerade Primzahl jp, 
so gestattet diese Gruppe eine sehr elegante Darstellung, die zu 
weiteren Untersuchungen geeignet ist, und wir halten jetzt diese 
Voi*aussetzung fest. 

Es wurde im § 65, (3) bereits die notwendige und hinreichende 
Bedingung ermittelt, daß zwei Wurzeln der Teilungsgleichung 

0 ) u'j 

in dieselbe Reihe R gehören, nämlich die Kongruenz 
(^) ~ 0 (mod p). 
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§ 78 . Galoisschc üruppe der Transformationsgleicliungeii. 

Wenn wir nun, wie es in der Zahlentheorie üblich ist (Gauss, 
Disquisitiones arithmeticae, art. 31), durch das Symbol 

I (modi)) 

eine ganze Zahl [oder Zahlklasse (rnod p)] verstehen, die, mit h 
multii^liziert, bei der Teilung durch p) den Rest a läßt, so können 
wir, vorausgesetzt, daß v' nicht durch p teilbar sind, die eine 
Reihe definiex'onde Kongruenz (2) auch so schreiben: 

(3) f7 = 7 

und wir werden also naturgemäß darauf geführt, durch den 
Wert des Verhältnisses 


(4) 


^ (mod i)), 


das jeder der Zahlen 0, 1, 2 ) — 1 kongruent sein kann, und 

das für eine ganze Reihe unveränderlich ist, diese Reihe B zu 
bezeichnen. Es bleibt dabei zunächst die eine Reihe unbezeichnet, 
in der ft' und folglich alle v' durch p teilbar sind, aber auch 
diese Reihe ordnet sich der allgemeinen Bezeichnung sehr gut 
unter, wenn wir, falls ft' = ü (mod p) 


(5) 7 ^ ® 

setzen, so daß wir also noch eine {p -f- l)te Reihe Ra^ erhalten. 
Die Gesamtheit der Reihen, deren Anzahl jp -(*- 1 beträgt, ist 
hiernach zu bezeichnen durch 

(6) Äcoi -^0) -Rii •••? -Kp— 1» 

Entsprechend werden die zugehörigen Wurzeln einer Trans- 
formationsgleichung mit’ 

(7) Wco, 'f’oi • 

zu bezeichnen sein* 

Wenn wir beispielsweise die Invariantengleichung (§ 69) zu- 
grunde legen, so ist [nach den Bestimmungen des § 68, (10) über 
die Zahlen a, c, 0] 

, A- G>\ 

(8) 

zu setzen, und ebenso, wenn irgend eine andere Transformations 
gleichung gewählt wird. 
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§ 78. 


Nach dieser Bezeichnungsweise sind wir imstande, die Gruj^pe 
der Transformationsgleichnng aus der der Teilungsgleichung sofort 
abzuleiten. 

Wir setzen zunächst als ßationalitätshereich den Inbegriff 
der rationalen Funktionen von mit rationalen Zahlen- 
koeffizienten fest. 

Nach § 63, 3. besteht in diesem Kationalitätsbereich die 
Gruppe der Teilungsgleichung aus allen Substitutionen, durch die 
ft, ft' in 

0 ft — & ft' 

— c ft -j- a ft' 

übergeführt werden, worin a, ?>, r, 0 beliebige, nach dem Modul p 
genommene ganze Zahlen sind, deren Determinante 

(9) ^ = ad h c 

durch p nicht teilbar ist , und die Anzahl aller dieser Substitu- 
tionen beträgt 

(10) Pip—l) (f“ — 1) [§ 63, (27)] 

Daraus ergibt sieb aber nach der Bezeichnungsweise (4), (5) 

die Gruppe der Transformationsgleichung als bestehend 
aus allen durch das Sj^mbol 


(H) 


(mod p) 


d0 — h" 

— C0 

ausgedrückten Vertauschungen. 

Wir bezeichnen eine Substitution (^, ^'), wenn 

m ^ = (mod 2 )) 

ist, ähnlich wie früher durch 


(13) 

und erhalten für die 
tutionen, wenn 



Zusammensetzung zweier solcher Substi- 


ist, die Kegel: 


_ c' + 0'^" 
^ — a' + 


(mod j)) 


( 14 ) 


( 0 , 0 ') ( 0 ' 0 ") 

/a, b\ /a', b'\ ^ /aal + hc\ 

Vc, 07 Vc', 07 — -I- 0c', 


ah' bd'\ / T 
Cb' -\-dd') 
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in Übereinstimmung mit der Eegel für die Zusammensetzung 
zweier Transformationen in § 28. Die Substitution (11) ist hier- 
nach zu bezeichnen mit 



Die durch alle Substitutionen dieser Form [nach (14)] ge- 
bildete Gruppe bezeichnen wir mit S (Gi’uppe der linearen Sub- 
stitutionen). 

Die Funktionen (12) Ton und also auch die Substitutionen 
(13) bleiben ungeandert, wenn die vier Zahlen a, b, c, d mit 
einem und demselben durch p nicht teilbaren Faktor multijdi- 
ziert werden, und daraus ergibt sich nach (10) die Anzahl dieser 
Funktionen oder der Grad der Gruppe 2 
(15) 1), 

den man auch leicht durch direkte Abzahlung findet. 

Werden in einer der Substitutionen (13) die vier Zahlen 
a, c, 0 mit einem gemeinsamen, durch p unteilbaren Faktor 
multipliziert, so wird die Determinante J mit dem Quadrat 
dieses Faktors multipliziert. Es bleibt daher nicht die Deter- 
minante z/, wohl aber ihr quadratischer Charakter, d. h. der 
Wert des Symbols 

(7) 

durch diese Multiplikation erhalten. 

Setzen Avir zwei der Substitutionen (13) zusammen, so multi- 
plizieren sich ihre Determinanten und hieraus folgt, daß alle 
Substitutionen der Gruppe 2, in denen ^ quadratischer 
Rest von p ist, eine Gruppe unter sich bilden, die wir 
mit 2ö bezeichnen wollen. 

Die Gruppe 2o ist ein (eigentlicher) Divisor der Gruppe 2 
vom Index % 

Setzt man die Substitutionen von 2o zusammen mit irgend 

einer Substitution (-s', ß^) = Q’ ß ß~^ 

ein quadratischer Nichtrest von p ist, so erhält man die ganze 
Gruppe 2. 

Ist z/ quadx'atischer Rest von j?, so kann man einen zu 
a, />, c, d hinzuzufügenden gemeinsamen Faktor so Avählen, daß 
^ = 1 (mod p) wird , so daß wir die Gruppe 2o auch darstellen 
können durch 
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(16) ad — ßy = l (mod p). 

In einer dieser Substitutionen sind die Zahlen a, ß, y, S 
nach dem Modul p bis auf das -gemeinsame Vorzeichen bestimmt. 
Der Grad der Gruppe 8o ist 

(17) !)• 

Auf die Form (16) kommt man aber direkt, wenn man als 
die Gruppe der Teilungsgleichung nicht die Gruppe ^11, sondern 
die Gruppe Ö des § 63 betrachtet, d. h. wenn man pte Ein- 
heitswurzeln dem Rationalitätsbereich adjungiert, woraus 
der Satz fließt: 

Die Gruppe So ist die Gruppe der Transformations- 
gleichung, wenn pte Einheitswurzeln dem Rationalitäts- 
bereich adjungiert sind. 

Zur Reduktion der Gruppe 2 auf die Gruppe 2o genügt aber 
schon die Adjunktion einer zweiwertigen Funktion und daher ist 
mit der Adjunktion der pten Einheitswurzeln zu viel geschehen. 
Dm zu erkennen, welche Irrationalität notwendig zu adjungieren 
ist, dienen die Sätze der §§ 63, 65. 

Im § 68, 3. haben wir gesehen, daß die pte Einheitswurzel q 
rational darstellbar ist durch die Wurzeln der Teilungsgleichung 
und daß durch eine Substitution der Gruppe 21, deren Deter- 
minante mit m kongruent ist, q in übergeht; ferner haben 
wir im § 65 nachgewiesen, daß durch Adjunktion sämtlicher 
Wurzeln einer Transformationsgleichung die Gruppe der Teilungs- 
gleicBiung auf die Gruppe 21 o reduziert wird, die aus sämtlichen 
Substitutionen der Form 



besteht, wo a eine beliebige, durch p nicht teilbare Zahl ist. 
Die Determinanten der Substitutionen von % sind also Quadrate 
und sind daher nach dem Modiil p kongruent mit je einem der 
i (p — 1 ) quadratischen Reste von p. 

Die Summe 

(19) ’ 

worin für a die sämtlichen quadratischen Reste von p zu 
setzen sind, bleibt daher ungeändert durch die Substitutionen 
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von ?(o lind ist infolgedessen rational durcli die Wurzeln der 
Transformationsgleicliung ausdrückbar. Die Summe Ä bleibt 
ungeändert durch die Substitutionen der Gruppe S5 und also 
auch durch 2oi während sie durch die Substitutionen von 9t und 
daher auch von 2 zwei verschiedene Werte erhält, nämlich, 
wenn b die Reihe der Nicht reste durchläuft, 

Ä = B = BqK 


A ist daher eine zur Gruppe So gehörige Funktion und 
durch ihre Adjunktion wird 8 auf So reduziert. 

Die Werte der Summen B sind aber bekannt (Bd. I, 

§ m- 


Ä. = 


1+ 




B 



Das Vorzeichen der Wurzel hängt von der Wahl der Wurzel q 
ab und läßt sich bestimmen, kommt aber hier nicht in Betracht. 
Wir haben daher den Satz: 

Die Gruppe der Transformationsgleichung ist So, 

/ 

wenn \ ( — 1) ^ ^ dem Rationalitätsbereich adjungiert 
wird. 

Die Gruppe der Invariantengleichung läßt sich auch ohne 
die Teilung der elliptischen Funktionen in folgender einfachen 
Weise ableiten, wobei man jedoch nur die Monodromie- 
gruppe erhält, d. h. die Gruppe in dem Körper der rationalen 
Funktionen von j(co), ohne Rücksicht auf die zu adjungierenden 
Konstanten. Wir beschränken uns auf den Fall eines PrimzahD 
grades p der Transformation, und setzen 

— — (x)\ 

^ y «a. = 


wobei c nach dem Modul p zu nehmen ist. 


Wendet man auf co eine lineare Substitution S = ^ 

an, so bleibt j (co) ungeändert, und Vc geht in Vc' über. Um c' zu 


finden, hat man eine zweite lineare Substitution S' 
zu suchen, so daß 

/«', ß'\ /p, 0\ _ /p, 0\ /«, 

Vy', 8') Vc', 1/ “ Vc, 1/ Vy, 8j 


\y\s') 


Wel)er, Algebra. III. 


19 
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oder 

poc' c' ß' = pß 
pf -j- c'ö' fe= cco -\- ö' = cß 8. 

Hieraus ergibt sich nach der dritten Gleichung: c'8' = ca 
und mit Hilfe der vierten: 


j _ ca-\-y 
— cß-^Ö 


(mod p). 


Ist cß 8 = 0, so ergibt sich c' = co^ und ist c = oo , so 
folgt c' = ajß. 

Bei der Anwendung auf die Bestimmung von c, c' kann man 
die oi, ß^ y, 8 durch kongruente Zahlen a, &, d ersetzen, deren 
Determinante ad — Ic quadratischer Rest von c ist, und es läßt 
sich auch zeigen, daß man auf diese Weise jede Substitution der 
Gruppe So erhalten kann. Jede Funktion von Vc also, die durch 
die Substitutionen der Gruppe Sq ungeändert bleibt, bleibt daher 
auch ungeändert, auf co eine lineare Substitution angewandt 
wird, und ist folglich eine rationale Funktion von i(a?). Wie 
aber die Koeffizienten in dieser Funktion beschaffen sind, darüber 
lehrt uns diese Betrachtung nichts, und es ist daher £o riur als 
die Monodromiegruppe der Invariantengleichung erkannt. 


§ 79. Unter suchung der G-ruppe 2o ^). 

Wir haben im 10. Abschnitt des II. Bandes die Kongruenz- 
gruppe und ihre Teiler ganz allgemein untersucht. Wir führen 
hier diese Untersuchung, soweit sie auf das Transformations- 
problem Bezug hat, in spezieller Form noch einmal durch. 

Die in Sq enthaltenen Substitutionen 


( 1 ) 

in denen 




— c a 0 \ 
d — b0 r 


(2) zJ = ad-bc 

quadratischer Rest von p ist, können, wie schon oben bemerkt, 
auf die Form gebi'acht werden: 


( 3 ) 




— y a0\ 

8 — ß0 y’ 


Über die Gruppe der linearen Substitutionen ist zu vergleichen: 
Galois, Liouvilles Journal, Bd.XL Serret, Algebre superieure, SectionlV, 
Chapitre IV. C. Jordan, Tratte des Substitutions. Gier st er, Gruppe der 
Modulargleichungen. Mathematische Annalen, Bd. 18. 
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(mod 2^) 


•worin 

(4) ccd — ßy = l (mod p)^ 

wir haben mir, wenn wir -unter ^j^ (mod jp) eine ganze Zahl 
verstehen, deren Quadrat nach dem Modul p kongruent mit z/ ist: 

a = a]/z/, & = ßi^ 

ö = y 0 = d 

zu setzen. In der Form (3) können noch die Vorzeichen von 
y, d gleichzeitig geändert werden. 

Wir fragen nach solchen Elementen die durch eine Sub- 
stitution von der Form (3) ungeändert bleiben. Diese werden 
bestimmt durch die Kongruenz 

y ”4— d 0 

^ " 

a ß0 

oder 

(5) ß 0 ^ (cc — d )0 — y = 0 (mod jp), 

eine Kongruenz, die, wenn sie nicht identisch ist, höchstens zwei 
inkongruente Wurzeln hat. Um diese zu erhalten, schreiben wh, 
zunächst unter der Voraussetzung, daß ß nicht durch teilbar 
ist, die Kongruenz (5) so: 

(ß^-h + ßy ^)’ 

oder mit Hilfe von (4): 


(mod ij), 


( 6 ) 


( ß ^+ 1 

Demnacli sind drei verscMedene Fälle zu unterscheiden: 


I, 


(“ 4 ^) 


0 (mod p ) ; 


dann hat die Kongruenz (5) eine Wurzel; es gibt ein und 
nur ein Element 0 ^ das ungeändert bleibt 

IL (~2~) — ^ quadratischer Best von p] 

die Kongruenz (5) hat zwei verschiedene Wurzeln, es gibt zwei 
Elemente 0 ^ die ungeändert bleiben. 

/et 4- d\^ 

IIL (~2 / — ^ quadratischer Nichtrest von p; 

die Kongruenz (5) hat gar keine Wurzel und alle Elemente 0 
werden umgesetzt. 


19 * 
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Ist = 0, so liat (5) immer die eine Wurzel ^ = oo ; ist 
dann d = a, und nicht = 0 (mod p), so gibt es nur diese 
eine; in diesem Falle ist aber 

«^ = 1, « = 3, = 1 (modi)), 

und die Bedingung L erfüllt. Ist aber gleichzeitig y = 0 (mod jp), 
so ist die Substitution die identische. 

Ist jS = 0, aber a — d nicht = 0 (mod p), so hat (5) noch 
eine zweite Wurzel; da jetzt ad = 1 (mod ^), so ist: 

(^)-_ ^ ^ (mod p), 

also quadratischer Best, und die Bedingung II. erfüllt. Wir fassen 
diese Sätze so zusammen: 

Im Falle L bleibt ein Element oder alle Elemente 
ungeändert, im Falle IL bleiben zwei Elemente un- 
geändert und im Falle III. werden alle Elemente 
geändert. 

Wenn wir eine und dieselbe Substitution 

= C: ö 

melii'mals wiederliolen, so entstehen die Substitutionen 

in deren Reihe einmal die identische Substitution (^’ auftreten 
muß. Ist n die kleinste positm Zahl, für die 



ist, so heißt n der Grad von A (Bd. II, § 2). 

Setzen wir für ein beliebiges m 

Jm ^ /'«>»> ßA 
\ym) ^mj 

so erhalten wir zur Berechnung der Zahlen d^^ 

folgendes System rekurrenter Formeln: 

(8) -4" ßyni'i ßm^l = ßm "j" ß^m-i 

y^m “f“ ^ym’i d„i_j_i = y d djn- 

Besonders einfach lassen sich hieraus die Zahlen ß^i^ 
ymi d^ im Falle I. berechnen. 


§ 79 . 


Untei'suelmng der Gruppe ß„. 
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In diesem Falle können wir, da die Vorzeichen von 
y, d alle gleichzeitig umgekehrt werden dürfen, annehmen: 


«4-^ = 2, ocd 
und so erhalten wir aus (8): 

Wq mr 1 4“ 2 OCj 

8, = —l + 28, 

CCq —rr 2 4~ 3 05, 

dg = 2 ^ ^ 5 


ßy = 1 (mod jp), 


ß2 




72 = 2y 

ßs = Sß 

73 = Sy 


(mod p), 


woraus durch den Schluß von m auf m 4- 1 gefolgert wird: 

(m — 1) + ßm = mß 

(m — 1 ) 4 ~ ^ y 


( 9 ) 


= 

8,n = 


(mod p). 


Hieraus ersieht man, daß die sämtlichen wieder 
zum Falle 1. gehören, und daß p der Grad von A ist. 

Die analoge Betrachtung der beiden anderen Fälle ist von 
Serret durchgeführt, erscheint aber für unseren Zweck ent- 
behrlich. 

Dagegen wollen wir hier noch den Satz hinzufügen, daß 
die ganze Gruppe So sich zusammensetzen läßt aus den 
beiden folgenden speziellen Substitutionen 



Der Beweis ergibt sich aus § 30, wenn man beachtet, daß 
zu jedem der Bedingung oc8 — ßy = 1 (mod p) genügenden 
Zahlensystem 05, 7, 8 sich das Zahlensystem ß\ /, 8^ so 

wählen läßt, daß 

(/,’ 5') ^ C,’ s) — ß'y' = 1 

wird. Es sind also alle Substitutionen von So unter den in § 30 
betrachteten enthalten. Wir können hier aber auch leicht die 
Zusammensetzung einer beliebigen Substitution in So ^.us Ä und JB 
wirklich darstellen, und so unabhängig von § 30 den Beweis 
führen. 

Denn wenn zunächst c eine beliebige, durch p nicht teilbare 
Zahl ist, so ergibt sich durch wirkliche Ausrechnung leicht 

( 11 ) = c = = a-^-^bä-^bä-o-^s, 
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Tincl sodann, wenn ^ eine beliebige Substitution in So und 
ß von 0 verschieden ist: 



und wenn j3 = 0 ist: 



Es ist aus diesem Satz zu schließen, daß eine in So ent- 
haltene Gruppe, die die zwei Substitutionen Ä,JB enthält, 
notwendig mit So identisch sein muß. 


§ 80 . Normalteiler der Gruppe So- 

Üm die etwa möglichen Reduktionen der Transformations- 
gleichung kennen zu lernen, ist vor allem erforderlich, die Divi- 
soren der Gruppe So zu untersuchen. Wir fragen zuerst nach 
der Existenz eines Normalteilers ff von So (Bd. II, § 3) i). 

Ist 


0 ) 



irgend eine von der identischen Substitution verschiedene Substi- 
tution in ff, so ist, nach dem Wesen des Normalteilers, jede 
Substitution 


( 2 ) U = TST-^ 

gleichfalls in ff enthalten, wenn 


( 3 ) 



eine beliebige Substitution in So ist. 

Wir stellen uns die Aufgabe, T und | so zu bestimmen, daß 





wird. Diese Bedingung kann auch so geschrieben werden: 

ß'\ 


ß'\ /«, / 0, 1\ /«', ß'\ 

^7 \y, sj V— 1, U \y, 8')' 


0 Nach G-alois: „Eigeutliolie Teiler“. 
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und führt zu den Kongruenzen; 

1. a' a ß' y = y' 

_ 2. «'/J + ;d'd' = d' ^ ^ . 

3. y'a + d'y = -a' + y'i 

4. y'ß d'd = — ß' ^ d'l 
und aus 1. und 2. folgt noch: 

, , 5. Ci' = y'd — d'y . , , 

(«) 6. + (“»äy). 

Setzt man diese Werte in (5) 3. und 4. ein, so folgt: 

(oi -j- (J I) = 0 , ^ . 

S' lccJ^ 8 ~ i) = 0 

woraus, da y', d' nicht beide durch p teilbar sein können, folgt: 

(7) § = w d (mod p ) ; 

ist I so bestimmt, so folgen in (5) die Kongruenzen 3., 4. aus 
1., 2. Setzt man aber d' aus 1., 2. in 

(8) a'ö' — ß'y' = l (mod p) 
ein, so erhält man 

(9) + Dc' ß' (d — a) — ß'2y ^ I (xnod jp). 

Ist hieraus ß' bestimmt, so sind alle in (5), und also 
auch in (2), (4) ausgesprochenen Forderungen befriedigt. 

Es handelt sich also noch darum, nachzu weisen, daß die 
Kongruenz (9) immer lösbar ist. 

Diese Möglichkeit ist evident, wenn ß oder — y quadratischer 
Eest von p ist; denn dann genügt 

, Ci' '= y^, ß' = 0^ 

oder a' = 0, /3' = y — 

der gestellten Forderung. 

Im weiteren ist nun zu unterscheiden, ob die Substitution S 
zu Klasse I, II, III des vorigen Paragraphen gehört. 

Ist zunächst 

-|~ d\ 


(mod p) 




so geht, wenn wir S'^ an Stelle von S setzen, nach § 79, (9), 
ß in mß^ y in my über, und es läßt sich m immer so bestimmen, 
daß m ß oder — my quadratischer Rest von p) wird. 

Hierher gehört auch der Fall, daß ß = 0 oder y = 0 und 
Ci = d (mod p) ist. 



Achter Abschnitt. 
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Ist dagegen ß = 0 und cc — 8 nicM durch p teilbar, so 
kann man in (9) ß' beliebig Tvählen und dann w' aus einer Kon- 
gruenz ersten Grades bestimmen. 

Ist ß nicht durch p teilbar, so setze man (9) in die Form 

(10) + (modi>), 

und wenn nun 

n. — 1 quadratischer Best von p ist, so bestimme 

man ß^ aus der Kongruenz: 


wodurch (10) übergeht in 

rs 


'ß + ß' - ± 


ß^l 


(mod p), 


und woraus u' bestimmt werden kann, welches Zeichen auch 
gewählt wird. 

Ist 

/ ^ - j 

III. { "2~) — ^ quadratischer Nichtrest von p und zu- 
gleich ß quadratischer Nichtrest, so läßt sich immer ein Nicht- 
rest V so bestimmen, daß ß v quadratischer Rest wird; denn 
läßt man v in ß v die Reihe der Nichtreste durchlaufen, so 
können nicht lauter Nichtreste entstehen, weil unter diesen 
auch ß sein müßte. 

Dann kann man ß' so bestimmen, daß 

p _ ij = V (mod i?), 


und dann aus 


a'ß -(-■ ß' = + y + V (mod p). 

Hieraus folgt: 

In einem Normalteiler ß der Gruppe Sq muß gewiß 
eine Substitution U von der Form 


( 11 ) 


(J: D 


Vorkommen. 

Es sei zunächst ^ von Null verschieden (mod p). 


Normalteiler der Gruppe Sq* 


Nach dem Begriff des Normalteilers enthält ® auch die 
Substitution 


(-) (r«)(-::i)Ui) = (-tö) 

und folglich auch 

(IS) (_J: j) (_t J) = (2 i’ 0 = B ’S' (’ ')). 

also auch Ä und alle seine Potenzen. Daher enthält auch 

(“) G:;)U:j)=(_?:U,) 

für ein beliebiges d. h. die Substitution (11) für jedes 
'beliebige ^ und mithin auch 

Demnach ist nach dem Satze des vorigen Paragraphen die 
Gruppe ß mit 2o identisch. 

Es bleibt noch die Möglichkeit zu erörtern, daß in (11) 
1 = 0 ist. 

In diesem Falle enthält die Gruppe ^ also die Substitution 

und folglich auch für ein beliebiges, durch p nicht teilbares cc 


0, a 
- 0, 


0, 1\ /O, — a\ /O, 

■ L 0; U-h 0; VI, 


— a\ /O, — 1\ _ /«s 0 \ 

V oj vi, 0 ; “ V 0, 


Daraus leitet man, als in Ä enthalten, noch weiter ab: 



Wenn nun p größer ist als 5, so kann man a so annehmen, 
daß — 1 nicht durch p teilbar ist; dann enthält also ^ auch 
die Substitution Ä und ihre Potenzen und mithin ist mit 2o 
identisch. 

Ist jp = 5, so ist — 1 immer durch p teilbar, also dieser 
Schluß nicht anwendbar. 

In diesem Falle folgt aber aus dem Begriff des Normalteilers 
als in ^ enthalten: 
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d. h. und mithin alle Potenzen Ton Ä, woraus wie oben zu 
schließen, daß ß mit So identisch ist. Wir haben also den Satz: 

Ist jo > 3, so hat die Gruppe S» keinen Normal- 
teilen 

Im Falle p = 3 enthält S gleichfalls 



also auch 



und es bilden auch in der Tat die vier Substitutionen 



einen Normalteiler von Sq im Index 3, 

Im Falle jp = 3 ist die Gruppe So isomorph mit der alter- 
nierenden Gruppe der Vertauschungen von vier Elementen. Es 
ist dies die Gruppe einer beliebigen Gleichung vierten Grades, 
wenn die Quadratwurzel aus der Diskriminaute dem Rationalitäts- 
bereich adjungiert wird. Der Divisor (15) dieser Gruppe yom 
Index 3 liefert dann die in der Algebra bekannte kubische Ee- 
solvente der biquadratischen Gleichung. 

Eine zur Gruppe (15) gehörige Funktion der Wurzeln 
2^19 ^2 der Transformationsgleichung für den dritten Trans- 
formationsgrad ist z. B, 

^co '^0 + '^2 

oder 

(2^00 — ^o)(^l — : 

Der Unterschied zwischen diesen beiden Funktionen ist der, 
daß die erstere durch die Substitution der Determinante — 1 



ungeändert bleibt, während die zweite dabei ihr Zeichen ändert. 
Die erstere wird daher zu einer Gleichung dritten Grades mit 
rationalen Koeffizienten führen, während in der kubischen 
Gleichung für die zweite noch y — 3 auftritt (§ 78). 



Nichtnormale Teiler von Sq. 
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§ 81. NiclitrLormale Teiler von £o* 

Wir fragen nun, indem wir den Fall p — 3 "beiseite lassen, 
nach den nichtnormalen Teilern der Gruppe 2o> deren Index 
kleiner als jo + ^ ist; von der Existenz solcher Teiler hängt 
die Möglichkeit der Bildung von Eesolventen der Transformations- 
gleichung ab, deren Grad niedriger ist als jp 4~ 1- 

Zunächst läßt sich zeigen, daß der Index eines Teilers S 
von So niemals kleiner als jp sein kann. 

Es sei 

( 1 ) ® •••9 Sv — 1 

irgend ein Teiler von So vom Grade v, und, wenn es möglich ist, 



eine Substitution jjten Grades, die in Sq, aber nicht in S? vor- 
kommt. Es kann dann auch, da p Primzahl ist, keine niedrigere 
Potenz von T als die jpte in Vorkommen. Die Nebengruppen 

(3) ^9 Tg, 

enthalten lauter voneinander verschiedene Elemente 
und demnach ist vp höchstens gleich dem Grade der Gruppe 
So, d. L: 

vp :< p 


Also ist der Index von g, d. h. der Quotient 


gleich p oder größer als p. 

Ein Teiler g von So, dessen Index kleiner als p ist, muß 
daher sämtliche Substitutionen pten Grades enthalten, also auch 
(§ 79, I) alle Substitutionen T, in denen 

(4) oo -\- 8 = 2 (mod p) 

ist. 

Demnach enthält eine solche Gruppe g zunächst die Sub- 
stitution 
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und ihre Potenzen; ebenso die Substitutionen 


tLud folglicli auch 
( 6 ) B = 


c 


0 , 1 

• 1 , 0 , 




Wenn aber die Substitutionen B in ß enthalten sind, so 
muß ß nach § 79 mit So identisch sein. Wir haben also den 
Satz: 

Der Index- eines Teilers von So kann nicht kleiner 
als I? sein. 

Unser Problem beschränkt sich also auf die Frage nach den 
Teilern von So vom Index jg oder vom Grade 

Es sei S ein solcher Teiler und Sqj Sv—i seien 

seine Elemente, so daß die Zahl v den Wert 


( 7 ) 

hat. 



Da der Grad eines jeden Elementes einer Gruppe immer ein 
Teiler des Grades der Gruppe ist, so kann, da v durch p nicht 
teilbar ist, in B kein Element vom Grade p Vorkommen; nehmen 
wir also für T die Substitution vom Grade p : 



so läßt sich die Gruppe So in die p Nebengruppen zerlegen : 

(9) So = 

Mit ß sind von demselben Grade, also- auch von .demselben 
Index alle seine konjugierten Teiler 

mT-\ 


Es sei nun g eine primitive Wurzel der Primzahl p, und 



eine Substitution, die offenbar vom Grade ^ ^ ist. Diese muß, 

wie jede Substitution von So, in einer der Eeihen (9) Vorkommen; 
d. h. es gibt eine Substitution S in ß und einen Exponenten A, 
für den 


( 11 ) 





SOI 
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Es läßt sich aber y weiter so bestimmen, daß 

( 12 ) GA-'^ ^ C, 

man erhält dafür die Bedingung 

r{9 — 9~'')^}9 (mocl Jö) , 

die, da 1> 3 ist, immer befriedigt werden kann; danach ist 
aber wegen (11) 

G = 

Es kommt also C in dem mit SJ konjugierten Teiler 
vor, und wir können also, indem diese Gruppe an Stelle von 5? 
gesetzt wird, unbeschadet der Allgemeinheit annehmen, S? ent- 
halte selbst die Substitution C, 

Es kann nun in S die Substitution 



entweder Vorkommen oder nicht Vorkommen. Im ersten Fall ent- 
hält S auch alle aus B und G zusammengesetzten Substitutionen, 
die sämtlich von einer der beiden Formen sind: 



und deren Anzahl p — 1 beträgt. Im ersten Fall enthält also ^ 
alle Substitutionen von der Form (13), (14), im zweiten alle Sub- 
stitutionen der Form (13) und keine der Form (14). 

Es sei nun 

( 15 ) y={l 5 ) 

eine in ^ enthaltene Substitution, die weder in der Form (13), 
noch in der Form (14) enthalten ist, bei der also weder cc und 
noch ß und y zugleich kongruent mit 0 sind. Dann sind die 
sämtlichen Substitutionen der Form 


(16) 


Qr YQS 


/«</’• + », ßf 

\y Sg- 




wenn r, s beide die Keihe der Zahlen durchlaufen: 


0 , 1 , 2 , . 


p — 3 


in ß enthalten und alle voneinander verschieden. Denn 
sind zwei unter den Substitutionen (16) einander gleich, so muß 
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es auch eine unter ihnen .geben, die, ohne daß r, s yerschwinden, 
mit V identisch wird. Dies y erlangt aber 
« = + ^ ß=±ßgr-^ 


wo in allen yier Formeln die oberen oder die unteren Zeichen 
gelten, also, da weder a und ö, noch ß und y gleichzeitig yer- 
schwinden, 


oder 


r-j~s = 0, 



r — s = 0 



(mod j) — 1), 
(mod 2^ — l)i 


also in beiden Fällen 



w. z. b. w. 


In der Form (16) sind also 2 — j verschiedene Sub- 

stitutionen enthalten. Ist damit die Gruppe ^ noch nicht 
erschöpft, so wähle man eine nicht in (13), (14), (16) enthaltene 
Substitution F' und bilde in gleicher Weise die Reihe 

(17) C"F'ö^ 

deren Substitutionen sowohl unter sich als auch yon den in (13), 
(14), (16) enthaltenen yerschieden sind, und fahre auf diese Weise 
fort, bis die ganze Gruppe ^ erschöpft ist. 

Bezeichnen wir die Anzahl der so gebildeten Reihen (16), 
(17), ... mit g, so ergibt sich also der Grad der Gruppe 
1. wenn JB in ^ nicht yorkommt: 


2 . 



wenn 2? in ß yorkommt: 


=p-i+2(^-^y, 

xind diese Zahl soll also nach der Forderung unserer Aufgabe 

2 

sein. Hieraus aber ergibt sich, daß der Fall 1. unmöglich ist, 
denn es müßte in diesem Falle ‘ 





§ 81 . 
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3 = P» ^ = 3 

sein, was wir ausgeschlossen haben. 

Im Falle 2. aber folgt für jedes beliebige p: 

g = 2. 

Daher muß in ß jedenfalls die Substitution JB Vorkommen, 
und die gesuchte Gruppe ist durch (13), (14), (16), (17) erschöpft. 

Wir zeigen zunächst, daß in den beiden Substitutionen F, F' 
der Gruppe ff keine der Zahlen <%, /3, ß\ y\ d' kongruent 0 

sein kann. 

Es kommt nämlich, wie wir schon gesehen haben, in ff 
nicht vor 



wenn y von 0 verschieden ist, also auch nicht 
/«, 0 \ / 1, 0\ ^ 0 \ 
VO, oc-y \ay, l) \y, «-y’ 


wenn a beliebig ist; und folglich auch nicht 


/oc, 0 \ / Ö, 1\ _ / 0, a\ 

W» \— öy yj 

/ 0, i\ /«, 0 \ ^ { r, «“y 
V— 1 , oy \yy 06-y \— «, 0 y 


/O, — 1 \/ 0 , 

«\ 

fa-\ y\ 

* 0 ^ 

1— 1 

— r) 

1 


worin alle Substitutionen enthalten sind, in denen eine 

\r, SJ 


der vier Zahlen «, y, d kongruent mit 0 ist. 

Die Substitutionen des Systems (16) bezeichnen wir jetzt mit 
/'ocg^ + ^, ßg^-^ \ 


W = 


und setzen 


ZF 


-r -Hs 


-25 


(mod jp). 


( 18 ) ! = «(/’•+* Q = £>i-i ßg-^ 

(19) ad = m^ ßy^m — 1 

m ändert sich nicht, wenn F durch eine beliebige Substitution des 
Systems (16) ersetzt wird. Die Zahl m' soll die entsprechende 
Bedeutung für das System (17) haben; i kann in jedem dieser 
beiden Systeme jeden der Werte 

(20) 1, 2, ;..p-l 
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annelimeii , uecI q cluroUäuft, je nachdem a-^ß quadrati- 
scher Rest oder Nichtrest ist, in einem System die Reihe 
der Reste oder der Nichtreste. Die Änderung des Vor- 
zeichens von I gibt keine neue Substitution W. Hiernach können 
■wir W so darstellen; 


( 21 ) 


Tf = 


— 1 ), 


)■ 


Da nun das Quadrat von W 

3 _ / m — 1, (|2 + m) Q \ 

^-1 (fn _ 1) (|2 _|_ m), {{m — 1) l~V 

ZU iS gehören muß, so ist es unter einem der Systeme (13), (14), 
(16), (17) enthalten, woraus sich folgende vier Möglichkeiten 
ergeben : 

L = 0, 

(22) 1 0’^ — 1) ^>^2 = 0, 

^ ^ 3, ~}~ m — 1) [(m — 1) _|_ ^2] = 

4. (|2 -|- m — 1) [(m — 1) ^2 

und jeder der p — 1 Werte (20), für | gesetzt, muß einem 
dieser vier Fälle genügen. Wenn eine der Kongruenzen (22), 2. 
erfüllt ist, so muß die andere daraus folgen, was nur möglich 
ist, wenn 

(23) 2m = l, = m (mod p). 

Nun hat eine Kongruenz in bezug auf einen Primzahlmodul 
höchstens so viele inkongruente Wurzeln, als der Grad der 
Kongruenz beträgt; 1. und 2. können also höchstens für je zwei, 
3. und 4. höchstens für je vier Werte von ^ befriedigt sein; also 
gibt es im ganzen höchstens zwölf Werte von i, die einer der 
vier Kongruenzen (22) genügen. 

Daraus folgt: 

p — 1 ^ 12, i) ^ 13. 

Ist aber ^ = 13, so muß jede der Kongruenzen (22) die 
Maximalzahl von Wurzeln haben; es muß also auch 2. für zwei 
Werte von i befriedigt sein; dann müßte nach (23) m = l, 
= 7 (mod 13) sein, was unmöglich ist, da 7 quadratischer 
Nichtrest von 13. ist. 

Ein Teiler von So vom Index p existiert also nicht, 
wenn > 11 ist. 
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§ 82. Teiler von So vom Index p für p = 5, 7, 11. 

Es bleibt die Möglichkeit übrig, daß für p — 5, 7, 11 Teiler 
von So Index p existieren. 

1. ^ z=:r 5. Wir untersuchen zunächst den Fall p — b. 
Da m und m — 1 nicht kongruent 0 sein können, so bleiben 
für m die Annahmen 


m = 2, 3, 4 (mod p). 

Ersetzen wir aber die Substitution W § 81, (21) durch 

(1) = 

^ ^ V— — l)J 

wodurch m in 1 — m übergeht, so kommt der Fall w = 4 auf 

den Fall m = % zurück. 

Für m = 2 ist aber (23), § 81 nicht erfüllt, und von den 
Kongruenzen (22) ist keine möglich, da + 2 Nichtreste von 5 sind 
und die linken Seiten von (22), 3., 4. sich für m = 2 auf — 1 
reduzieren, was für jedes von Null verschiedene i durch 5 teilbar 
ist. Es bleibt also nur übrig, daß 

(2) m = 3, m* = 3 (mod 5) 

und die beiden Systeme TF, [§ 81, (16), (17)] können sich nur 
dadurch voneinander unterscheiden, daß ß und also auch q 
in dem einen quadratischer Eest, in dem anderen quadratischer 
Nichtrest von 5 ist. Die gesuchte Gruppe besteht also, falls sie 
existiert, aus den 12 in den drei Formen 


( 3 ) 



ft, V 

3|-i 


) 


enthaltenen Substitutionen, worin 

1=1, 2, 'J2 = +l, +2 (mod 5) 

zu setzen ist. 


2. p = 7, 11. 

Da — 1 für p = 7, 11 unter den quadratischen Nichtresten 
zu finden ist, so gehört die zusammengesetzte Substitution WJS, 
(1), zu den TT' [weil der quadratische Charakter der in (18), 
§81 mit Q bezeichneten Größe in W und WB der entgegen- 
gesetzte ist]. Demnach ist nach (1) und §81, (19), (21) 
= — m = — 1, also : 

(4) m = 1 (mod p). 


Weber, Algebra. III. 


20 
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§ 82 ., 


Für j) = 7 bleiben also, da die Vertauschung von m mit m* 
nichts Neues liefert, die drei folgenden Möglichkeiten: 

1. w = 2, m’ = 6. 2. m = 3, m’ = 5. 3. m = 4, = 4. 

Im Falle 1, ist von den Kongruenzen § 81, (22), 1. und 2. 

unmöglich; also müßte für jedes | eine der beiden Kongruenzen 
3., 4. erfüllt sein, die hier lauten: 

+ = 6^2 (mod 7), 

deren keine für ^ = 1 erfüllt ist. 

Im Falle 3. ist (22), 1. nicht erfüllbar und (22), 2. ist für 

= 4 erfüllt; daher muß für = 1, 2 die Kongruenz (22) 

3. oder 4.: 

(,^2 + 3) (3 2) = 4 ^2 (mod 7) 

erfüllt sein, was wieder nicht der Fall ist. Es bleibt also für 
p — 1 allein übrig: 

(5) m = 3, m' = 5 (mod 7). 

Für p = 11 ist von vornherein die Möglichkeit auszuschließen, 
daß die Kongruenzen (22), 2. erfüllt seien, weil in diesem Falle 
infolge von (4) und § 81, (23): 

m = m' 


sein müßte; dann wären (22), 3., 4. nicht verschieden und die 
Kongruenzen (22) könnten zusammen höchstens acht Wurzeln 
haben und nicht zehn, wie es doch sein müßte. 

Es müssen also die Kongruenzen (22), 1., 3., 4 jede die 
Maximalzahl von Wurzeln haben, und es muß, damit 1. erfüllt 
sei, und aus gleichen Gründen m’ quadratischer Nichtrest von 
11 sein. Dieser Bedingung und gleichzeitig der Bedingung (4) 
genügen aber nur die beiden Zahlen 

(6) m, m' = 2, — 1 (mod 11). 

Die gesuchten Gruppen bestehen also in diesen beiden Fällen, 
falls sie existieren, aus folgenden Substitutionen: 


p = 7 

/^,ü N /O, ^ /_ 

^ ^ VO, ^0’ \t\ 0> 

I 1, 2, 3 (mod 7), 

!> = 11 

'■ ^ Vo, |-v’ V— oj’ 2^-\h V— 2|-s |- 

I = 1, 2, 3, 4, 5 (mod 11); 
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Q durchläuft in (7) und (8) entweder die Reihe der quadratischen 
Reste oder die der Nichtreste, so daß man für = 7 oder 11 
je zwei Gruppen vom Index -p erhält. 

Daß die in (3), (7), (8) zusaminengestellten Substitutions- 
systeme wirklich Gruppen konstituieren, läßt sich durch direkte 
Zusammensetzung auf verschiedene Arten nach weisen. Einfacher 
gelangt man zu diesem Beweise aber dadurch, daß man Funk- 
tionen der § 78, (7), bildet, die durch die Substitutionen dieser 
Systeme ungeändert bleiben, und durch die Substitutionen von So 
überhaupt nur p verschiedene Werte erhalten. 

Die Systeme (3), (7), (8) lassen sich, wie aus ihrer Ent- 
stehui'igsweise hervorgeht, durch wiederholte Anwendung von 
.R, C, ü, C/' zusammensetzen, wenn f/, IJ' i^^end zwei spezielle 
Substitutionen TF, TF' sind. Für p = 5 gehört ü- und für 
p = 1^ 11 gehört UB zu den IF', so daß [7' noch weggelassen 
werden kann. Wählen wir ü irgendwie beliebig, und nehmen für 
die primitive Wurzel g in (J für jp = 5, 7, 11 bzw. 2, — 2, 2, so 
können wir die Gruppe (3) zusammensetzen aus: 



die Gruppe (7) aus: 



die Gruppe (8) aus: 



wo in den beiden letzten Fällen aus den doppelten Vorzeichen 
die oben erwähnten zwei verschiedenen Gruppen entspringen. 

Wir stellen nun die diesen Substitutionen entsprechenden 
Vertauschungen der Indizes si zusammen [§ 79, (3)]. 

p = 5: 

= 00, 0, 1, 2, 3, 4 

0, 00, 4, 2, 3, 1 (J?) 

CO, 0, 4, 3, 2, 1 (0) 

4, 1, 2, 0, 00, 3 (Z7). 

Es ■werden also durch B, C, U die Indexpaare 
(a>,0), (1,4), (2,3) 


20 * 
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nicM auseinandergerissen, sondern nur untereinander vertauscht. 
Überdies werden jedesmal in zweien dieser Paare die Elemente 
vertauscht. Bilden wir daher eine Funktion wie 

(9) r=z (v^— V^) (Vi — V,) («2 — Vs), 

so bleibt diese durch jB, C, U und also durch das ganze System 
(3) ungeändert, während sie durch wiederholte Anwendung der 
zyklischen Vertauschung (0, 1, 2, 3, 4), d. h. der Substitution 



fünf verschiedene Werte erhält. Aus Ä und JB läßt sich aber 
[§ 79j (10)] die ganze Gruppe So zusammensetzen, und V erhält 
daher durch Anwendung von So Glicht mehr als fünf Werte. 

Die fünf Werte von V sind die Wurzeln einer Gleichung 
fünften Grades. 

Für jp = 7 ist 

B = C = (.,4.), 

Zur besseren Übersicht stellen wir noch S, C, ü durch die 
zyklischen Vertauschungen dar, die durch sie in den acht 
Werten von z hervorgerufen werden: 

B = (0, x) (1,.-1) (2, 3) (-2,-3), 

(1,-3, 2) (-1,3, -2), 

— (oo, 4-1, +1, +3) (0, +3, -1^ 2, +2), 
und daraus erhält man die siebenwertige Funktion 

(10) V = {V^ — Vo) (V:^i — V:;^) — V:^^) (%8 — '^± 2 ), 

worin das eine oder das andere Zeichen genommen werden kann. 

Für p = 11 ist 

oder durch die Zyklen dargestellt: 

B = (0, x) (1, -1) (2, 5) (-2,-5) (3, -4) (-3, 4), 
ö = (1, 4, 5, 2, 3) ( 1, 4, 5, 2, 3), 

D' == ( CO , 4 : 1, + 3, Tjl 2, + 2) (0, + 5, + 5, ip 4, 4: 1), 
woraus die beiden 11 wertigen Funktionen 

(11) r = 

— ■^o) (■y+1 — V±.0 («±S — ni) — -^¥4) («^±2 — 'Vti) (v±, — tljä)- 



Kesoiventen 5ten Grades. 


309 


§ 83 . 

Hierbei ist nocb folgende Bemerkung Yon Interesse. Die 
Eesolyenten pten Grades, deren Wurzeln die Größen (9), (10), 
(11) sind, enthalten nach § 78 in ihren Koeffizienten noch y+jo. 

Die Gruppe Sq wird aber zur Gruppe S erweitert, wenn wir 
eine lineare Substitution Yon der Form § 78, (13) hinzufügen, in 
der ad — ic quadratischer Nichtrest ist, also etwa : 

für p = b 2 0 ) 
für p = 11 — 0 ). 

Durch Anwendung dieser Substitution geht aber der Wert (9) 

V = {V^ — Vo) (v, — V,) (^2 — ^’s) 

in den entgegengesetzten über, und daraus folgt, daß, wenn 
p = 5. ist, einer Gleichung 5ten Grades mit rationalen 
Zahlenkoeffizienten genügt. Daraus schließt man, daß in der 
Gleichung für V die Koeffizienten der ungeraden Potenzen den 
Faktor haben, während die anderen rational sind, oder daß 
man für die Unbekannte “^b V eine Gleichung mit rationalen 
Koeffizienten erhält. 

Für p = 7, 11 gehen die den beiden Vorzeichen in (10) oder 
(11) entsprechenden Ausdrücke durch die Vertauschung (^, — 0 ) 
ineinander über. Die Eesolyenten 7ten oder Ilten Grades, denen 
einer der beiden Ausdrücke (10) bzw. (11) genügt, gehen also 
durch Änderung des Vorzeichens yon V — 7, y ' — 11 ineinander 
über. 


§ 83. Verschiedene Besolventen 5ten Grades für den 
5 ten Transformationsgrad. 

Bei der Bildung der Eesolyenten pten Grades beschränken 
wir uns hier auf den Fall p = b. 

Diesen Eesolyenten kann man sehr mannigfaltige Formen 
geben, indem man nicht nur in der Funktion F, (9) des yorigen 
Paragraphen für die Größen v die Wurzeln einer beliebigen 
Transformationsgleichung wählen, sondern auch V durch mancherlei 
andei’e Funktionen ersetzen kann, etwa durch 

+ « 0 ) (fl 4- fi) (®2 + fs), 

+ «1^4 + fsfa- 


oder durch 
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Wir wollen zunächst die Transformationsgleichung § 72, (8)’ 
in der jetzt in Übereinstimmung mit dem vorigen Paragraphen 
V für X gesetzt ist: 

(1) ^6 ^ 10 yS — ^2 ^ ^ 5 = 0 

anwenden. Hierin ist, wenn 


ist, 


c ^ 0 (mod 12), 



Nehmen wir dann 
(3) Vöt», = — V,) (v,_^ — v, + ^) 

— ('*’«. '^e) ■^c-w) (üe + ai 

^ = 0, 1, 2, 3, 4, c = 0, +12, +24, 
so sind nach der SchMbemerkung des vorigen Paragraphen die 
it’o, iOi, 10 ^, Ws, die Wurzeln einer Gleichung 5ten Grades 
deren Koeffizienten rational aus und rationalen Zahlen ge- 
bildet sind. 

Beachtet man aber die Relationen [§ 54, (14)]: 


2 Tti 

raC“ + 1) = e ® yaC®), n 

so folgt aus der Form von (1), daß durch die Vertauschung 
(cj, CO -|- 1) die Wurzeln v, abgesehen von einer Umstellung, den 

Faktor e ^ annehmen, -während sie durch ungeändert 

bleiben. Die tv, vertauschen sich also nur untereinander, und 
ihre symmetrischen Funktionen bleiben ungeändert und hängen 
daher rational nur von der Invariante j{co) ab. Die Koeffizienten 
in der Gleichung für w können überdies für kein endliches j(cD) 
unendlich werden und sind demnach ganze Funktionen 
von j(co). 

Ein weiterer Aufschluß über diese Koeffizienten ergibt sich 
durch die Entwickelung nach steigenden Potenzen von q. Die 
Entwickelungen der v haben nach (2) die Anfänge 


(-^) = ra(®), 


= 5g8-|.. 


ß 2 7t i 


Vg = ^ q 15 , 


und daraus folgt mit Benutzung der bekannten Gleichung 


4 sin 


2 . 4:7t 


. ^ 7t 

sin— = 1/5 
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der Anfang der Entwickelung für lo^: 

2 C TZ i 

(4) w, = g" 5 e2 5 _| 

Hieraus folgt, daß die Potenzsummen der lo^ bis zur vierten 
einscbließlicb Konstanten sind, da sie nickt einmal die erste 
Potenz von j{<a) enthalten können, und daß das Produkt der iv^ 
eine lineare Punktion von j{w) sein muß, in der ^( 03 ) den 
Koeffizienten 1 hat. 

Die Gleichung der %o hat daher die Form: 

(5) ~h "1“ H“ H“ ^6 = i(®)i 

wenn die & rationale Zahlen sind. Diese Koeffizienten lassen sich 
dadurch berechnen, daß man die Entwickelung (4) weiter fort- 
setzt. Wir schlagen hier einen anderen Weg ein, der, streng 
genommen, zu der im nächsten Teil behandelten komplexen 
Multiplikation gehört, bei seiner Einfachheit aber trotzdem ganz 
wohl hier seine Stelle finden kann. 

Setzen wir o = i = ^l — 1, so ist 

_ _ 2 _ 

CO 

und infolgedessen ist [§ 34, (11), (12), (14)]: 
also [§ 54, (5)]: 

(6) ^3(0 = 0, = 12, i(i) = 123. 

Mau findet aber ferner aus den Transformationsformeln für 
3,(0) [§ 34, (4), (5)]; 

zt i / V 

1,(0 -|- 1 ) = ■*?(“)’ — 0') ” t ^ 

wenn man auf die Zerlegung 

5 = (2 + i) (2 — i) 

Rücksicht ninlmt: 

also 

1^2 1 “1" 2 1?3 — 1 2 

und man kann jetzt, da für — 12 zwei Wurzeln der Gleichung 
(1) bekannt sind, für diesen besonderen Wert von ^2 den linken 
Teil dieser Gleichung leicht in Faktoren zerlegen: 

^6 lo^z _ 12'y -|~ 5 = (v^ -f 2^; -f 5) (y^ v — l)\ 
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woraus zu schließen: 

— 14 - 1/5 

00 ^0 O ’ 

(7) 2 

— 1 — 1/5 

V-y — Vi — - 

(«0, müssem, da in ihnen q reell ist, positiv sein.) 

Aus (3) ergibt sich sodann: 

(8) tüo = 0, Wi ~ — 2i yB", 

Ws = W 4 = — 5 4 - 2 «■ yä. 

Dies müssen die Wurzeln von (5) sein für j = 123 umj 
daraus erhält man die gesuchte Resolvente in der Form: 

(9) w(w^ -j~ lOW -t- 45)ä =r (cö) — 12® = 

Diese Gleichung läßt sich auch in die Form bringen: 

(10) (w 4- 3)® (w® 4 - 11 w 4 - 64) = j(co) = y|, 

auf die man auch direkt kommt, wenn man, anstatt <0 = i 7,, 
setzen, 

... - - 1 4- ijz 

annimmt. 

[nach^(9)f^^^^^^ Desolvente vereinfacht sich noch, wenn man 

= l/w = XA 

w® 4- 10 w 4- 45 

setzt: 

10.^3 45^ ^ 

oder wenn man [nach (10)] 

(12) w® + 11 m) -j_ 64 =r 1/3, y = y® 

setzt: ^ 

(13) f — iOy^ ~ 5y^y — = 0, 

aiddimg, die del TOrahereia 

die Annahme macht: 

2y z= v^Vo 4- ViVi 4- 1;^% 

die fehlen, wie man sieht, die dritte und 

aaeh .d “«*«>3« BiSeaechaft liomait 

W^'ela "“k“« ist, der Gleichaag su, deren 


%o. 4 " 3 
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( 14 ) x = 1 ) 

sind, wenn 2, ^ beliebige Parameter bedeuten, die für alle fünf 
Werte x die gleichen sind. 

Setzt man diese Gleichung in die Form 

( 15 ) — 6ax^ — — bcyl = 0 , 

so ergeben sich nach einigen Eechnungen mit Benutzung der 
besonderen Werte von x für ^3 = 0 und ^3 =r 00 für a, c 
die folgenden Ausdrücke: 

d = 8 A® — 72 — }— ^3 ^ 

(16) 6 = A 4 4- 18A‘'i^2 _ 27 /Lt 4 4- 

0 = A’’ — |— lö A^ — j-* A — 1~ ys 


Es soll noch eine Resolvente 5ten Grades mit Benutzung der 
Funktion f((X)) gebildet werden. 

Wir setzen : 

(17) u — f{co), = /'(So), % ■= ^) 

c = 0 (mod 48), ^ = c (mod 5), 

und haben nach § 73 zwischen u und v die Gleichung 6 ten Grades: 

(18) A: uv = 0. 

Wir untersuchen den Einfluß, den die drei Vertauschungen 


( g ?, (X) 




CD — IN 


auf die Größen v^ haben. Durch diese Vertauschungen geht c 
über in Cq, c', die nach § 69, (9), (11) und § 73, (6) durch 
die Kongruenzen 

( 19 ) = c + 2 , c, = -i, c' = (mod 5 ) 


bestimmt sind. Abgesehen von dieser Änderung des Index gehen 
nach § 73, (4) und (9) die v über in 


( 20 ) 


5 TCi 

e 



Ygl. Kiepert, Auflösung der Gleioliung 5 ten Grades. Grelles Journal, 
Bd. 87, S. 114. 
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Man hat also, wenn zur Abkürzung e 
folgende zusammengehörige Vertauschungen: 


§ 83 . 

£ gesetzt wird, 



u, 

«■’oo! 

®o, 

l 

^ 2 , 


^41 


Tci 







CO 4-2, 

e 12 «. 


£ l'ä, 


£'^4, 


£t’l; 

1 

«, 

Vsi 






0 — 1 

yä 

y2 

V2 

-ii 

_V2 

_vi 

_V2 

ö -4 i’ 

u ’ 



^0 ’ 


^3 ’ 

00 


I * » U OJ 

Wir führen nun die fünf Größen lOi durch die Gleichung ein: 


i2) 
also: 


Wz 


u'o 


— Os) (u^ + i —jVi-i) (Vz + i — Vz-i) 

ys iG ’ 

— ^’o) (^1 — h) (Pä — 


yött® ’ 

~~ '^l) (^’2 — »o) — 'Vj) 

yö ’ 

(^g, — ^' 2 ) (^8 — %) (^^4 — Vg) 
yö «3 

(^0. — '^’a) — ^ 2 ) (Vq — « 1 ) 

yö «3 

„„ _ (l’o — Vs) (v, — ^a) 

— 

Vö ifcS 

so daß, wenn man in der letzten Reihe dayon Gebrauch macht, 
daß nach (18) das Produkt der sechs Größen Vj, den Wert 
hat, sich aus (21) folgende zusammengehörige Vertauschungen 
der w ergeben: 


W 2 


0, 

Wo, 

IVi, 

02, 

0s, 

1^4, 

0 4~ 2, — 

ih', 

— - 

-04, — 

‘'lOo, 

— 01, 

(23) 

^ CO 



01, 

04, 

•03, 

CO — 1 






0 + 1 ’ ■“ 


— - 

-'0’4, — 

■02, 

— 01. 

Die Funktionen 

to können für 

* keinen 

von 

0 und 00 

schiedenen Wert Yon 

li 

unendlich 

werden. 

Nehmen wir < 


die Gleichung, deren Wurzeln die fünf Größen w, sind, in der 
Form an: 


+ Äyio^ + + ^3 ^ A^io + Ms 


0, 
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SO sind ^ 2 , J. 4 , nach den Grundsätzen des § 73 

ganze rationale Funktionen von 

012 

(24) + 

Die Entwickelung von (24) nach steigenden Potenzen von q 
fängt an mit während der Anfang der Entwickelung von iVz 

1 07ti 

q~w ^'"IT 

ist. Die Größen Ag, J.|, können daher nicht einmal die 
erste Potenz von (24) enthalten und sind also konstant, während 
Ä? die Form hat: 

2^2 

4 - ^ 4 - ( 7 , 

W24 

worin G eine Konstante ist. Die Werte der Konstanten kann 
man bestimmen, wenn man die Werte der Wz für (d — i kennt. 
Es ist aber für co = i [vgl. oben (6), (7)]: 

« = f(i) = 

"■ = f{-^) = <{-Tr + '») = « <■(—). 

IQni 

= f(i + 2 ) = —iy2, 

und folglich nach (18): 



Folglich wird: 

~ 0, 10 ^ — iüg = = — ^y5. 

Danach wird zunächst 0 = — 2’', also 



und daraus durch Vergleichung der Anfänge der Entwickelung 

und die Gleichung für bekommt die Form: 

( 25 ) tv (to‘‘ -)- 5)2 = «12 — — . 
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Man kann ihr aber noch eine andere, sehr bemerkenswerte 
Form geben. 

Nach den zwischen den Funktionen /'((»), A(®)) /aC®) T^e- 
stehenden Relationen [§ 34, (11), (12)] ist: 

^( 03)24 _ 64 _ 

/■(«)« f(my 

Führen wir also für lo die neue Unbekannte 


(26) 


y — fw = 


fl (pY — /a (k>)^ 
/'(g))2 {%ü'^ -|- 5) 


ein, so erhalten wir die Form: 


(27) 




fl — UipY 

f{coY 


Auf diese Formeln gründet sich die von Hermite und 
Kronecker geschaffene Auflösung der Gleichung fünften Grades 
durch elliptische Funktionen, auf die wir im 14. Abschnitt des 
II. Bandes hingewiesen haben. 

Nach Bd. I, § 60 kann die allgemeine Gleichung fünften 
Grades auf die Form reduziert werden: 


(28) 5^ = a, 

und diese Gleichung wird mit (27) identisch, wenn man setzt: 
fi(ay — f^(my = af^ip). 

Nimmt man hierzu die Gleichungen: 

so erhält man 


(29) _ 64 = 0. 

Durch diese quadratische Gleichung ist als Funktion 
von a bestimmt. 

Dann sind die Wurzeln der Gleichung (28) durch die Quadrat- 
wurzeln aus den Ausdrücken (22) dargestellt. Das doppelte Vor- 
zeichen dieser Quadratwurzeln erklärt sich daraus, daß zwei ent- 
gegengesetzte Werte von a zu derselben Gleichung (29) führen. 
Man kann aber auch die Wurzeln eindeutig bestimmen nach der 
Formel (26): 


(30) 


0 = 


a 
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§ 83 . 

In der oben erwähnten Arbeit von Kiepert wird die all- 
gemeine Gleichung fünften Grades auf die Form (15) trans- 
formiert, wozu nur die Auflösung einer quadratischen Gleichung 
erforderlich ist. Sieht man darin a, e als beliebig gegeben 
an, so dienen die Gleichungen (16) zur Bestimmung von A, 

Dies geschieht ebenfalls mit Hilfe einer quadratischen Gleichung, 
was allerdings nicht auf den ersten Blick zu ersehen ist. (Ygl. 
F. Klein, Vorlesungen über das Ikosaeder, S. 191 f.) 

Auf die Kesolventenbildung für den siebenten Transformations- 
grad werden wir weiter unten zurückkommen, wenn wir über 
die Hilfsmittel verfügen, die uns die konaplexe Multiplikation 
bietet. 




ZWEITES BUCH. 


QUADRATISCHE KÖRPER. 





Neunter Absclinitt. 


Disliriminante. 


§ 84. Definition der Diskriminanten. 

In der Theorie der quadratischen Körper treten als Dislad- 
minanten gewisse ganze rationale (positive oder negative) Zahlen 
auf, die, wenn sie gerade sind, durch 4 teilbar sind, und wenn 
sie ungerade sind, bei der Teilung durch 4 den Kest 1 lassen. 

Kronecker hat solche Zahlen „Zahlen von Diskrimi- 
nantenform^^ genannt. Wir wollen sie hier kurz Diskrimi- 
nanten nennen, und uns nicht daran stoßen, daß dieses Wort 
in der Algebra noch mannigfache andere Bedeutungen hat. Wir 
definieren daher: 

1. Eine positive oder negative, von Null verschiedene 
ganze Zahl, die einer der beiden Kongruenzen 

(1) D = 0, D = 1 (mod 4) 
genügt, heißt eine Diskriminante. 

Jede Quadratzahl ist nach dieser Definition eine Diskrimi- 
nante. Da diese aber eine gewisse Ausnahmestellung einnehmen, 
wollen wir sie, wenn die Untex'scheidung nötig ist, uneigent- 
liche Diskriminanten nennen. 

2. Das Produkt zweier und folglich beliebig vieler 
Diskriminanten ist wieder eine Diskriminante. 

3. Eine Diskriminante, die (außer 1) keinen quadra- 
tischen Teiler enthält, nach dessen Absonderung eine 
Diskriminante übrig bleibt, heißt Stammdiskriminante. 

Stammdiskriminanten sollen in der Folge zum Unterschied 
von anderen mit /I bezeichnet sein. Ist D keine Stammdiskri- 
minante, so gibt es eine und nur eine Quadratzahl und eine 
Stammdiskriminante z/, so daß 

(2) D = z/ 

ist; z/ heißt dann der Stamm von D. 

Weber, Algebra. III, 


21 
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Eine Stammdiskriminante ist durch keine ungerade Quadrat- 
zalil teilbar. Ist aber A durch 4 teilbar, so muß 

(3) ^ = 8, 12 (mod 16) 

sein. Denn wäre A = 0,4 (mod 16), so würde nach Forthebung 
des Faktors 4 eine Diskriminante übrig bleiben. 

Um also zu einem gegebenen D den Stamm zu finden, hat 
mau zunächst die größte ungerade Quadratzahl und dann noch 
eine so hohe Potenz von 4 abzusondern, daß A entweder ungerade 
und = 1 (mod 4) oder = 8, oder = 12 (mod 16) wird. 

4. Eine eigentliche Diskriminante, die nicht in 
Faktoren zerlegbar ist, die selbst wieder Diskriminanten 
sind, heißt Primdiskriminante. 

Ist ^ eine natürliche ungerade Primzahl, und wird das 
Zeichen ± so bestimmt, daß = 1 (mod 4) ist, so gibt es 
folgende Primdiskriminanten : 

(4) 4:2>5 — -I, 

5. Jede Stammdiskriminante läßt sich auf eine und 
nur auf eine Weise in Primdiskriminanten zerlegen. 

Denn sondert man von A zuerst alle Faktoren +2) ab, so 
bleibt nur eine der Zahlen 1, — 4, — 8 übrig. 


§ 85. Das erweiterte Legendre- Jacobische Symbol. 

Das Legendresche Symbol hat, wenn m eine be- 
liebige positive oder negative von Null verschiedene Zahl, p eine 
in m nicht aufgehende natürliche Primzahl ist, den Wert -f-lj 
wenn m quadratischer Rest, und den Wert — 1, wenn m quadra- 
tischer Nichtrest von p ist (Bd. I, § 145). 

Die Bedeutung des Symbols ist von Jacobi so erweitert 
worden, daß für p auch eine zusammengesetzte Zahl gesetzt 
werden kann. Wenn aber in eine Diskriminante ist, so empfiehlt 
sich bisweilen eine noch weitergehende Verallgemeinerung, die 
wir jetzt darlegen müssen Q. 


Kronecker, Berliner Sitzungsberiebte , 80. Juli 1885. Diricblet- 
Dedekind, Voidesungen über Zablentbeorie , 4. Aufl., § 186. H. Weber, 
Göttinger Naohricbten, Januar 1893. 
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§ 85. Das erweiterte Legendre-Jacobische Symbol. 

Wenn D eine Diskriminante und n eine ganze rationale Zahl 
ist, so definieren wir ein Symbol (D, n) durch folgende Bestim- 
mungen ; 

( 1 ) (D, 0 ) = 0 . 

(2) (D, 1) == 1. 

(3) (D,-l) = +l, D>0. 

= — 1, D<Q. 

(d) (Ai)) = 0, 

wenn p ein Primteiler von D ist. 

jpa — 1 

(5) (A 2) = ( — 1) ® , B ungerade. 

(6) (A t) = (j). 

wenn p eine niclit in D aufgehende nngerade Primzalil ist. 
Zerlegt man in seine Primfaktoren % 

n = ±p, 

so ist 


(7) (D, n) = (A ± 1) (A P) (A P') (A P") ■ ■ ■ 

Durch (1) bis (7) ist offenbar das Symbol (D, n) wider- 
spruchslos für alle Zahlen n definiertj nnd kann nur einen der 
Werte — 1, 0, -)-l haben. Es ist immer dann und nur dann 
= 0, wenn D und n nicht relatiy prim zueinander sind. Aus 

(7) ergibt sich noch: 

(8) (A n) (D, «') = (I>, nn'), 

und wenn eine Quadratzahl ist, die mit n keinen gemeinsamen 
Teiler hat, 


(9) n) = (A 4 

Die auf das Eeziprozitätsgesetz bezüglichen Formeln nehmen 
in dieser Bezeichnungsweise eine besondere Form an. Wir be- 
trachten zunächst die Primdiskriminanten. 

Ist = 1 (mod 4), so ist nach (3), (5), (6) : 


i±p, -1) 

(±2h 2) 

(±i), n) 


P— 1 

(- 1 )^ 


(-r> 


(- 1 ) 

'±J>' 
n 




\p/ 


21 ^ 
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Neunter Abschnitt. 


'svenu n eine ungerade Primzahl ist (nach dem Eeziprozitätsgesetz 
und seinen Ergänzungssätzen [Bd. I, § 145, 9.]), und diese Formeln 
lassen sich zusammenfassen in 

(10) (±j>. 

Diese Formel gilt aber wegen (7) für jedes beliebige das 
durch jp nicht teilbar ist. 

In gleicher Weise findet man für ein ungerades n: 

(„4, n) = (-1)^, 

n2— 1 

( 11 ) ( 8 ,«) =(- 1 ) 8 , 

n — 1 n® — 1 

(_8, n) = (-1)~ “ 

Weiter ist allgemein, wenn D, D' zwei Diskriminanten sind: 

(12) (D, n) (D', n) = (DD^n), 

Diese Formel gilt zunächst, wenn DD' und n nicht relativ 
prim sind, weil dann beide Seiten = 0 sind. Sie gilt ferner 
für n = — 1 [nach (3)], für n = 2 [nach (5) und der Kon- 

-7)2 1 m 1 1 

gruenz — g 1 ^ — = g- — (mod 2)] und für eine 

ungerade Primzahl n [nach (6)]. Also gilt sie wegen (7) all- 
gemein. 

Wir können nun das Eeziprozitätsgesetz mit seinen Ergänzungs- 
sätzen für Diskriminanten in folgender Weise zusammenfassen: 

(13) (A DO = ±(-DM)), 

worin das obere Zeichen gilt, wenn von den beiden Dis- 
kriminanten D, D' wenigstens eine positiv ist, das untere, 
wenn beide negativ sind. 

Um diese Formel aus der gewöhnlichen Form des Eezi- 
prozitätsgesetzes abzuleiten, nehmen wir zunächst an, es gelten 
die beiden Formeln: 

(D, DO - ±(D', D), 

(D„D0 = ±(D', A). 

Dann folgt aus (8) und (12) 

(DA, DO =±(D',DA), 

worin wieder das untere Zeichen nur dann gilt, wenn D' 
und D Dj beide negativ sind. Durch nochmalige Anwendung 
ergibt sich 

(DA, D'A) = ±(D'A, DA) 
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und folglich ist die Formel (12) erwiesen, wenn sie für irgend 
zwei Primdiskriminanten gilt. 

Es ist aber nach (10), wenn jp und^' ungerade Primzahlen sind: 

{±P, ±P') = (±2>', ±P) = ±(p)’ 

■worin rechts das negative Zeichen nur dann steht, wenn links 
beide Zeichen negativ, also p so'wohl als p' ~ 3 (mod 4) sind. 

In diesem und nur in diesem Falle ist aber 

• \i>/ \i>7’ 

sonst -^Iso ergibt sich für diesen Fall die Formel 

(13) als richtig. 

Ferner ist nach (11) und (3), (5) 

(—4, +1>) = +1, (±p, —4) = ±1, 

(p, ±8) = (i;, ±2) = (p, 2) = (- 1)V 

/+ 8\ Slzil 

(±8,i^) = (^) = (-l) ^ , 

[p = 1 (mod 4)], 

(— p, +8) = (— p, +2) = +(— p, 2) = —1, 

(±8,-rt = ±(ü) = _i, 

[p = S (mod 8)], 

woraus für diese Fälle die Formel (13) folgt, die damit allgem-ein 
erwiesen ist. 

Aus (13) folgt weiter, da jede Quadratzahl eine positiye Dis- 
kriminante ist, falls m zu D relativ prim ist, 

(14) (D, m^) = 1 
und folglich nach (8): 

(15) (D, m^n) — (D, n), 

wenn m und D keinen gemeinschaftlichen Teiler haben. 

Wir haben ferner den Satz: 

(16) (A n) = (A n'), 
wenn n ~ n' (mod D). 

Der Satz ist richtig, wenn n und D einen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben, und nach (12) ist er allgemein erwiesen, 
wenn er für jede Primdiskriminante D gilt. Für diese ergibt er 
sich aber sofort aus (10), (11). 
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§ 86 . 

Nelimen wir an, in (16) seien n, n' selbst Disla’iiniaanteu : 
n = D„ n' = Da, Dj = Da (mod D), 

SO ist 

(D, DO = (D, Da) 

und es folgt aus (13): 

(A A) = ±(Ai I)) 

(A A) = ±(A, i)), 

worin die oberen Zeichen gelten, wenn D positiv ist, die unteren, 
wenn Z), Dj, JJ^ alle drei negativ sind, und verschiedene Zeichen, 
wenn D negativ und Di, verschiedenen Vorzeichen sind. 

Es ist also nach (16): 

(17) (Dl, D) = ±(D„ D), 

worin das untere Zeichen nur dann gilt, wenn die beiden Zahlen 
D und Dl Dg beide negativ sind. 

Sind Dl, Dg ungerade, so können wir D ~ 4 setzen, worin 
m eine beliebige ganze Zahl ist, und wir erhalten aus (17) 

(18) (Dl, m) = +(D2, w), 
wenn 

(19) Dl = Da (mod 4:m) 

ist, und das untere Zeichen nur dann gilt, wenn m und 
Dl Da beide negativ sind. 

Dieser Satz ist zunächst bewiesen unter der Voraussetzung, 
daß Dl und Dg ungerade sind. Er gilt aber allgemein. Denn 
die Kongruenz (19) verlangt zunächst, daß Di und Dg zugleich 
gerade oder zugleich ungerade seien. Sind sie beide gerade und 
ist dann m gerade, so ist (18) richtig, weil beide Seiten vei*- 
schwinden. Ist aber m ungerade, Di, D^ gerade, so setze man 
in (17) D = = l (mod 4), worin m eine positive ungerade 

Zahl ist. Dann folgt aus Dj = D^ (mod D) die Kongruenz (19) 
und nach (17) ist 

(Dl, m) = (Da, «i), 

(20) (Dl, -m) = ±(Da, -m), 

(A) — 1) = ±(A) — 1), 

und folglich wieder 

(D,, m) = (Da, m).. 

Also gilt diese Formel für jedes positive ungerade und 
nach (20) ist dann (18) auch für ein negatives m erwiesen. Die 
Formeln (16) und (18) können zur Berechnung des Symbols (D, n) 
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nach dem Algorithmus des größten gemeinschaftlichen Teilers 
dienen. Denn man kann aus den Kongruenzen 

D = D' (mod 4^0. 
n = n' (mod D'), 

D' = D'' (mod 4n0, 
fl! = n" (mod D"), 


die Eeihe der Zahlen 

D', 2 n', D", 2 n", ... 

so bestimmen, daß jede folgende dem absoluten Werte nach kleiner 
ist als die vorhergehende, solange keine der Zahlen n\ . . . 

gleich +1 geworden ist. 

Ist D keine Quadratzahl, so läßt sich immer eine Zahl ß so 
bestimmen, daß 

(21) (D, /3) = ~1. 

Ist nämlich z/ der Stamm von D und ist ß relativ i^rim zu 
D, so ist (nach 9) 

(A ß) = (A, ß). 

Ist z/ = dz/' und d eine Primdiskriminante , also relativ 
prim zu z/', so kann man ß^ so annehmen, daß 

(d, ^o) = -l 

wird [nach (10) und (11)] und man kann ß aus den beiden 
Kongruenzen 

ß ~ ßo (mod ä), 

= 1 (mod z/') 

bestimmen. Dann erhält man nach (12) 

(JD, ß) = (d, ^o) = -1. 

Läßt man s ein volles Restsystem nach dem Modul D durch- 
laufen und setzt 

8 = S{D, s), 

so folgt durch Multiplikation mit (D, ß) 

= ßs), 

und da /3 s zugleich mit s ein Restsystem durchläuft, so folgt 

(22) /S = 0. 


Es folgt hieraus: 



328 


Neunter Absclinitt. 


§ 86 . 

In einem vollständigen System inkongruenter, zu D teiler- 
fremd.er Zalilen s gibt es ebensoviele Zahlen o5, für die (i), a) 
= ~(-l ist, wie Zahlen /3, für die (D, ß) = — 1 ist, und es ist 
(Z), n)==+l, wenn« = « 

= — 1, „ n = ß '' 

§ 86. Die Gaus s sehen Summen. 

Wir haben im ersten Bande die Graus s sehen Summen aus 
der Theorie der Kreisteilung kennen gelernt. Diese Ausdrücke 
lassen sich verallgemeinern und nehmen durch Anwendung des 
Symbols (D, n) eine einfache Gestalt an. 

Es war [Bd. I, § 179, (16)], wenn n eine ungerade Primzahl, 
s eine durch n nicht teilbare Zahl bedeutet und k ein Eestsystem 
nach dem Modul n durchläuft: 



Setzen wir + n = z/ = 1 (mod 4), so ist z/ eine Prim- 
diskriminante, und es ist nach § 85, (10) 

(i) = (^. i). (t*) = (J. +s) = {A ») 

[letzteres nach § 85, (3), da die oberen Zeichen bei positiven, die 
unteren bei negativen J gelten], ferner: 

(tLzzlY _ 

^ ^ =z 

wenn ^|/^ positiv reell oder positiv imaginär ist, je nachdem ^ = 1 
oder = 3 (mod 4) ist, und wir können (1) in der Form schreiben: 

/0^ 7c _ ^reihs _ 

wenn wir im Falle, wo^ positiv ist, s durch — s ersetzen. Diese 
Formel ist zunächst nur für eine ungerade Primdiskriminante 
erwiesen. Sie gilt aber auch, wie die direkte Rechnung zeigt, für 
z/ = — 4, 8, —8, 
also für jede Primdiskriminante. 

Setzen wir die Richtigkeit der Formel (2) für J = 
j _ Yoraus, so folgt, wenn und keinen gemeinschaft- 
lichen Teiler haben, ihre Richtigkeit für z/ == A 
Es ist nämlich 


( 3 ) 


Vz/' yz/" = +yz^'z?", 
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wenn das obere Zeichen gilt, falls von den beiden Stammdiskrimi- 
nanten wenigstens eine positiv ist, das untere, wenn beide 

negativ sind. 

Setzen wir 

li = fc'z/" -f 


und lassen V, h" ßestsysteme nach z/', z/" durchlaufen, so durch- 
läuft h ein Restsystem nach z/ = z/'z/". 

Die Multiplikation der beiden Summen 


W 2,3 ni W _ 28niw* 

(4) S{^'\k")e 
ergibt 

Jj/ f^tf 2 8 71% Tc 

(5) ^ ÄO (z?", k") e ^ . 

Es ist aber nach § 85, (16) 

(z/', k) = z/") (z/', k'), 

(z/", k) = (z/", J') (z/", k"), 

und folglich nach § 85, (13) 

(A 70 = ±{A, ¥) {A\ k’% 

und demnach ergibt sich aus (3), (4) und (5) die allgemeine 
Gültigkeit der Formel (2) für jede Stammdiskriminante z/. 



Zehnter Abschnitt. 


Algebraische Zahlen und Formen. 

§ 87. Ideale und Formen in algebraischen Körpern. 

Das Interesse, das die Theorie der elliptischen Funktionen 
für den Algehraiker hat, entspringt ans ihrer Anwendung auf 
die Theorie der quadratischen Irrationalzahlen, zu denen sie in 
einer analogen Beziehung stehen, wie die Einheitswurzeln zu den 
rationalen Zahlen. Sie bieten uns das erste und bisher einzige 
in seinen Gesetzen genauer bekannte Beispiel eines Gebietes 
algebraischer Zahlen, die über die Kreisteilungszahlen hinaus- 
gehen. Um die Theorie dieser Zahlen eingehender darstellen zu 
können, müssen wir einige Sätze aus der Theorie der Formen 
und algebraischen Körper und speziell der quadratischen Formen 
vorausschicken. 

In Bd. II, § 163, 169 hat sich ein Zusammenhang ergeben 
zwischen den Idealen eines algebraischen Körpers Sl vom wten 
Grade und gewissen homogenen Funktionen nten Grades von 
Variablen. Ehe wir dies auf quadratische Körper anwenden, 
sei kurz an die allgemeinen Sätze erinnert. 

Es sei a ein Ideal eines Körpers Sl und oc^ «n eine 

Basis dieses Ideals. Ferner sei aji, coa, ..., eine Minimalbasis 
von £1. Dann ist 

(1) (o5i, 0J2, ..., OCn) = (-<d) (a>i, • * *1 ®«)j 

wenn (A) eine lineare Substitution mit ganzzahligen Koeffi- 
zienten bedeutet. Um zu einer anderen Basis ocl, « 2 ? von a 

übei’zugehen, mache man eine lineare Substitution L mit der 
Determinante 4;1, 

(^) (^l> • • •, CCn) = (i) (o^i, CC21 * • "i 

woraus sich ergibt 

(ß) = (L)(.d)(cu„ 0}, ..., 

Über lineare Substitutionen und ihre Zusammensetzung vergleiche 
man den sechsten Abschnitt des zweiten Bandes. 
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Unter der Norm N{a) des Ideals a yersteht man den 
absoluten Wert der Determinante A der Substitution (J.): 

A ^ Cllji ^2, 2 • * • ? 

und nach (3) ist die Norm unabhängig von der Wahl der Basis. 
1. Wir wollen die Basis {a^ positiv nennen, wenn 
die Determinante A positiv, also der Norm von a 
gleich ist. Ist (wy) positiv, so ist (<) immer dann 
positiv, wenn die Substitutionsdeterminante 
Xj — j~~ 1 ist« 

Man kann aus jeder Basis durch eine Substitution mit der 
Determinante — 1, also z.^B. durch Vertauschung zweier «v, eine 
positive Basis ableiten, und wir werden in der Folge meist nur 
positive Basen verwenden. 

Die in Bd. II, § 163, (3) bestimmte Basis ist positiv. 
Bedeutet nun ein System unabhängiger Vari- 

ablen und 

V 

eine Basisform mit positiver Basis, so ergibt sich (Bd. 11, § 164) 

( 5 ) N{X) = N{a)T, 

worin 

( 6 ) 2 == JS 4,2 ••• 

eine primitive ganzzahlige homogene Form nten Grades der 
Variablen 4 ist. Die siud lineare Funktionen der 4- 

Wendet man auf (4) die Substitution (2) an, so ergibt sich 

( 7 ) i = V — 
wenn 

(8) (4? 4? • * ^n) = Li 4} • • •} 

worin L‘ die transponierte Substitution von L ist, und wenn 
(wt) gleichfalls eine positive Basis ist, so hat L' die Determinante 
-|-1 und die Formel (5) ergibt 

( 9 ) N{X) = N((x)l\ 

worin T eine homogene Funktion T^ten Grades der Variablen f 
ist, die durch die Substitution (8) aus T hervorgeht. 

Zwei Formen, die durch ganzzahlige lineare Substitution mit 
der Determinante + 1 auseinander hervorgehen, heißen äqui- 
valent. Bisweilen werden die Formen auch dann äquivalent 
genannt, wenn die Substitutionsdeterminante — 1 ist, dann aber 
mit dem Zusatze „uneigentlich^^ Es ist dann durch (8) bewiesen: 



; 


! 


s 
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2. Nennen wir die Form T die zu der Basis («,) von a 
gehörige Form, so sind die zu yerscliiedenen 
positiven Basen desselben Ideals gehörigen 

Formen äquivalent. 

Bezeichnen wir die konjugierten Werte von Ws, ra« mit 

^6', 2l •••? »15 ®5jl5 ^5,2» •••5 ^S<,n 

und setzen 

1 

(10) Öis,»* ^ Cl/s^v 

SO ergibt sich 

(11^ ^1,1 ^2,2 ••• *" -N(ci)2z^, 

wenn z/ die Grundzahl des Körpers nämlich das Determinanten- 
quadrat: 

z/ = (2? + 05i,i «2,2 

ist (Bd. n, § 162). 

Sind ;ii, Xa, K die konjugierten Werte von X, so ist 
nach (4) 

V 

(12) X,* = 2 CCy^r^v 

eine lineare Substitution für die Variablen ty mit der Substitutions- 
determinante 

(13) r = N(a)iJ, 

und durch diese geht nach (5) die Form I in das Produkt 

(14) T' = [JV(a)r^X,Xa...X,, 

über, weil W(X) das Produkt der konjugierten Werte von X ist 
(Bd. II, § 151). Wir können hierauf die Invariantentheorie (Bd. I, 
§ 65) anwenden, und wenn wir die Hesse sehe Determinante 


bilden: 



(15) 

, d^T d^T 
— dtidh 

02 T 

dtn'dtyi 

so ist 



(16) 

H' = r-^H. 



Wenn wir aber i/' nach (14) in den Variablen X^ bilden, und 
beachten, daß eine ^^-reihige Determinante, in der die Diagonal- 
glieder = 0 und alle anderen Glieder == 1 sind, den Wert 
( — l)”-i(n — 1) hat^), so folgt: 

0 Man kann diesen Satz leiclit beweisen, wenn man die Determinante 
durch Zufügung einer (n l)ten Zeile und einer (n -j- l)ten Spalte 
erweitert, bei der in der hinzugefügten Zeile nur Einer, in der Spalte mit 
Ausnahme des letzten Elementes Nullen stehen. 
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H' = (- ir-\n - 1) (X, A, ... 

= (—!)”-'(« — 1) JV(a)-' 
und folglich nach (13) und (16) 

(17) (— 1)"-^ («-i)r«-^^. 

§ 88. Idealklasson und Formenklassen. 

Wir haben in Bd. II, § 170 die Äquivalenz der Ideale 
und die Idealklassen erklärt. Danach waren zwei Ideale a, b 
äquivalent, -'Wenn es eine ganze oder gebrochene Zahl des 
Körpers ß gibt, die der Quotient von b und a ist, also: 

( 1 ) ria = h, 

und es hat sich gezeigt, daß danach die Ideale in Klassen ein- 
geteilt werden, und daß die Zahl dieser Klassen endlich 
ist. In manchen Fällen ist es zweckmäßig, den ÄquivalenzbegrifE 
etwas enger zu fassen und ö und b nur dann äquivalent zu 
nennen, wenn es eine der Bedingung (1) genügende Zahl ij mit 
positiver Norm gibt. Dieser Unterschied kommt natürlich 
nicht in Betracht, wenn die Normen aller Zahlen positiv sind, 
wie z. B. im imaginären quadratischen Körper. Auch dann kommt 
er nicht in Betracht, wenn es Einheiten mit der Norm — 1 
gibt, weil, wenn £ eine solche Einheit ist, entweder N(7]) oder 
N(s'ri) positiv ist und e und et] gleichzeitig der Bedingung (1) 
genügen. 

Gibt es aber keine Einheiten, deren Norm = — 1 ist, wohl 
aber andere Zahlen in ß mit negativer Norm, so teilt sich bei 
der engeren Definition der Äquivalenz jede Idealklasse noch ein- 
mal in zwei Klassen. Wir wollen hier den engeren Äquivalenz- 
begriff festhalten, der z. B. bei manchen reellen quadratischen 
Körpern in Kraft tritt'). 

In (1) kann rj gebrochen sein. Ist aber cc eine durch a teil- 
bare ganze Zahl, so ist rja eine durch 6 teilbare ganze Zahl, 
und daraus ergibt sich: Wenn 

(2) («1, «2, . . ., «„) 

eine Basis von a ist, so ist 

(ßli ßzi * • ßn) (^1 V') 

eine Basis von b, und wenn die erste Basis positiv ist, so ist es 
(bei dem engeren ÄquivalenzbegrifE) auch die zweite. 

Wenn nämlich die P eil sehe Gleichung f — D«® = — 4 keine Lösung hat. 



i. 


i. 
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I 



334 Zehnter Abschnitt. § 88. 

Denn die notwendige und hinreichende Bedingung, daß (2) 
Basis Yon a sei, besteht darin, daß jede durch a teilbare ganze 
Zahl a und nur solche in der Form: 

(3) a = -| \- OOnOCn 

mit ganzzahligen Xi, x^^ ..., enthalten ist. Folglich sind alle 
Zahlen 

(4) ß = X^CC^Tj -j- X^a^T] -| [- XnOinn 

durch h teilbar. Ist umgekehrt ß eine durch 6 teilbare ganze 
Zahl, so ist ß/rj durch a teilbar und folglich in der Form (3) 
darstellbar. Mithin ist ß durch (4) darstellbar. 

Ferner ist nach der Bezeichnung yon (9) und (10), § 87, 
wenn a eine positiye Basis ist: 

Z £ «1,1 «2,:2 0^n,n = JS (a) Z ± ©1,1. ... 

^ ± ßlA ßn,n = N{V) ^ + «1,1 «2,2 ' 

= Nlrj) N{a) Z + cöi,i «2,2 ... »n,«, 

= ±^(6) ^ ± ß’l,! «> 2,2 ... C0n,m 

und da nach (1) 

(5) N{b) = N(ri)N(a) 

ist, so muß bei +J7(b) das positive Zeichen stehen. 

Ist A eine Basisform von a, so ist eine Basisform von 
&, und 

.6^ N{X) = Nia)T, 

^ NiriX) = N{h)3\ 
und zu den beiden Idealen a, b gehört also dieselbe Form T. 
Vereinigen wir äquivalente Formen T in eine Klasse, so können 
wir nach 2. sagen: 

3. Zu jeder Idealklasse gehört eine bestimmte 
Formenklasse. 

Bei der Beantwortung der Frage, ob zu einer und derselben 
Formenklasse verschiedene Idealklassen gehören können, machen 
wir die Voraussetzung, daß Sl ein Normalkörper sei: Nehmen wir 
also an, zu zwei Idealen a und a' gehören äquivalente Formen T 
und so ist, wenn A eine Basisform von a ist, 

m = V(a)T, 

und wenn wir T' durch eine lineare Substitution in T überführen, 
und unter A' eine Basisform von a' (mit denselben Variablen t 
wie A) verstehen, so ist 

( 8 ) 



JV(A') = N(a') T. 
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8 89 . 


Die linearen Faktoren von N{k) und müssen also, von 

einem konstanten Faktor abgesehen, miteinander übereinstimmen, 
weil man eine ganze Funktion beliebiger Variablen nur auf eine 
Weise in irreducible (hier lineare) Faktoren zerlegen kann (Bd. I, 
§ 20, Bd. II, § 152), und da alle diese Faktoren demselben 
Körper angehören, so gibt es unter den konjugierten Faktoren 
einen, der der Bedingung genügt: 

k z== ri k\ 

worin rj eine Zahl in ^ ist. Die Funktionale k und V und dem- 
nach die entsprechenden Ideale sind also äquivalent. 

4. Gehört in einem Normalkörper zu den zwei 
Idealen a und a' dieselbe Formenklasse, so gibt 
es unter den mit a' konjugierten Idealen eines, 
das mit a äquivalent ist. 


§ 89. Komposition der Formen und Multiplikation der Ideale. 
Es seien jetzt a und 6 zwei Ideale in Sl und 

(1) c = a b 

das aus beiden gebildete Produkt. Es seien ferner 

a = (ccj , «2, • • oi„), 

(2) ö = . . ., ßn')-) 

C = (^1, ^2, 

Basen dieser Ideale. Da jede Zahl außu zu c gehört, so gibt 
es ein System ganzer rationaler Zahlen so daß 

(3) (^hßh — ^ 

wird, und da jede Zahl in c durch Multiplikation je einer Zahl 
aus a und aus b und Addition dieser Produkte entsteht (Bd. II, 
§ 169), so ist auch umgekehrt 

( 4 ) yg = IJ % ßk , 

worin die gleichfalls ganze rationale Zahlen sind. 

Setzt man (3) in (4) ein, so folgt 

(5) y, = 

und daraus 

(^) ^ ’ 
worin 

(r, r) = 1, (r, s) == 0, r ^ s. 
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Bezeiclmen wir also mit Variable und setzen 

( 7 ) ^ Oßr = j/h,Jc^ 

so folgt: 

(8) a:, = y,,^. ' 

Jetzt bedeuten Vr^ tr drei Systeme von Variablen und 

^ z=: U ar tir) 

(9) V = UßrVr, 

X = JS'yrU 

Basisformen von n, B, c, ferner Z7, F, T die zu a, b, c gehörigen 
Formen, in den Variablen t geschrieben. Es ist dann 
N(p.) = N(a)ü, 

(10) nIv) = Nlb) F, 

N{X) = N(c)T. 

Es ergibt sich also aus (3) durch Multiplikation mit .ujiVk 
und Summation nach (9): ^ 

(11) (IV = SyrS C^^cUhVk, 
also, wenn man 

( 12 ) tr = S 

setzt: 

(13) = /l, 

und daraus, da JV(a)iV(b) == JV(c), ist nach (10) 

(14) T=UY. 

Darin sind aber die tr nicht mehr unabhängige Variable, 
sondern sie gehen durch die bilineare Substitution (12) aus 
Uh^ V]c hervor. 

5. Die Form T geht durch die bilineare Substitution 
(12) in das Produkt der beiden Formen D*, F über. 
Diese Substitution hat aber noch eine wesentliche Eigen- 
tümlichkeit. Wir nennen die durch (12) bestimmten Funktionen U 
nach einem Primzahlmodul jj linear unabhängig, wenn 
aus der Kongruenz 

(15) Uxrtr = 0 (mod ^), 

in dem die Xr ganze rationale Zahlen sind, folgt, daß diese 
Zählen alle durch p teilbar sind. Findet dies für jede beliebige 
Primzahl p statt, so heißen die tr schlechthin linear unab- 
hängig. 
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Die Kongruenz (15) ist nach (12) und (7) gleichhedeutend 
mit den Kongruenzen 

r 

= 0 (mod ])) 

und aus (6) folgt alsdann: 

= 0 (mod jp), 

und dies besagt, daß die Substitutionen (17) für jeden Modul p 
linear unabhängig sind. 

Nach Gauss (Disq. aritm. art, 235) heißt eine Form T 
aus den beiden Formen C7, F komponiert oder zusammen- 
gesetzt, wenn T durch eine bilineare Substitution für 
die Variable deren Gleichungen für jeden Modul linear 
unabhängig sind, in das Produkt TJ V übergeht. 

Danach haben wir den Satz: 

6. Die Form, die zu dem Produkt zweier Ideale a, ß 
gehört, ist aus den Formen der Ideale a und ß 
komponiert i). 

Die Sätze, die Gauss an der erwähnten Stelle durch sehr weitläufige 
Bechnung für binäre quadratische Formen beweist, sind hier in größter 
Allgemeinheit durch einfache Betrachtungen abgeleitet. Vgl. Dirichlet- 
Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, § 182. Für binäre quadratische 
Formen: Dedekind, Grelles Journal, Bd. 129; H. ‘Weber, Göttinger Nach- 
richten 1907. 


Weber, Algebra. 111. 
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Elfter Absclinitt. 


Ideale in quadratischen Körpern. 


§ 90. Diskriminante des quadratisclien Körpers. 


Ein quadratiscliei' Körper entsteht, wenj^ man dem Körper 
der rationalen Zahlen eine Quadratwurzel d adjungiert, hier 
kann d als ganze Zahl ohne quadratischen Teiler an- 
genommen werden. Der Körper ist reell oder imaginär, je nach- 
dem d positiv oder negativ ist. Bezeichnet man den Körper der 
rationalen Zahlen, den absoluten ßationalitätsbereich, mit 91 und 
mit 91 (ä*, ic', . . .) den Körper, der durch Adjunktion von x\ ... 
zu 31 entsteht, so ist der quadratische Körper ^ so zu bezeichnen:. 
( 1 ) = 


( 2 ) 


Jede Zahl des Körpers Sl kann in die Form gesetzt werden: 

X y i d 


worin x^ y rationale ganze oder gebrochene Zahlen sind. 

Die zu CO konjugierte Zahl 

( 3 ) = ^--y 

ist gleichfalls in dem Körper ß enthalten, und folglich ist Sl ein 
Kormalkörper. 

Damit o eine ganze Zahl sei, ist notwendig, dah 
m co^ = x^ (co — (o')2 = y^d 
ganze rationale Zahlen sind, und da d keinen quadratischen Teiler 
haben soll, so müssen x und y ganze Zahlen sein. Damit aber 
auch G) wirklich eine ganze Zahl sei, muß auch noch die Norm 
— y^d) eine ganze rationale Zahl sein, d. h. es muß 
(4-) x^ — y^d = 0 (mod 4) 

sein. Ist d = 2 oder = 3 (mod 4), so kann diese Bedingung 
nur erfüllt sein, wenn x und y gerade Zahlen sind, und wenn 
wir also x, y durch 2x,2y ersetzen, folgt: 
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1. Ist = 2, 3 (mod 4), so sind alle und nur die 
Zahlen des Körpers ganz, die in der Form 

^ + 2/ 

mit ganzem rationalen y enthalten sind. 

Ist aber d = l (mod 4), so ist (3) befriedigt, wenn x und y 
beide gerade oder beide ungerade sind, also wenn x die Form 
2/^1 — y hat. Ersetzt man dann wieder x^ durch so folgt: 

2. Ist = 1 (mod 4), so sind alle und nur die Zahlen 

in ganz, die in der Form _ 

I — 1 H“ 

^ + y 2 ~^ 

mit ganzen rationalen y enthalten sind. 

Es ist also im Falle 1. (1, im Falle 2. 

eine Minimalbasis des Körpers £1. Die Grundzahl oder Dis- 
kriminante des Körpers ß ist also im Falle 1.: 

1, 

1 , — '\j d 


( 5 ) 

im Falle 2.: 


( 6 ) 


^ = 


1 , 


= 4rf, 

1 -f- y7 


1, 


— l — yjd 


= d. 


In beiden Fällen kann man also die ganze Zahl ca in die 
Form setzen: ' _ 

p) „ = 5+^, 

mit der Bedingung, daß 

(8) 4:N(co) = = 0 (mod 4) 

sei. 

Die beiden Formen der Minimalbasis, die wir erhalten haben, 
nämhch (1, V^) und (|l, ~ - sind also: 


( 9 ) 


(1, Ö) = (1, ^ = 0, 


1 ,- 






(mod 4). 

J = 1. 

.Hierin kann das Vorzeichen von 'Sjz! in beliebiger Weise be- 
stimmt werden, soll aber dann in derselben Betrachtung fest- 
gehalten werden. Wir wollen ein für allemal annehmen: 

22- 



iA 



fi 

4 

Iri,- 

f''i, 

C 
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D. Wenn J positiv ist, soll gleichfalls positiv 
s^n, und wenn z/ negativ ist, soll — positiv, oder 
y^/ positiv imaginär sein. 

Aus (1), (2) ergibt sich noch: 

4. Die Grundzahl eines quadratischen Körpers ist 
immer = 0 oder = 1 nach dem Modul 4 und hat, auher 4, 
keinen quadratischen Teiler. Sie ist also Diskriminante 
und zwar Stammdiskriminante. 


§ 91. Ideale und Formen in quadratisclien Körpern. 

Ist a ein Ideal des quadratischen Körpers «2 eine 

positive Basis, und 

( 1 ) X - — ; CCi fl — |— CC 2 ^2 

eine Basisform von 0 , so ist 

(2) N (X) = («, t, + « 2 1,) («i t, + t,) = JV(a) T, ' 

und N(a) ist der größte gemeinschaftliclie Teiler der drei ganzen 
rationalen Zahlen 

Ü6|, 0^2 ""1^ 0^2 ^2 ^2* 

Setzen vnv also 

= 6fcJV(a), 

(3) «1 Ka -|- «2 Kl == hN (a), 

«2 «2 — C-W’(o), : 

SO ist - ; 

(^) 1 = dt^ ct^ 1, 

die zur Basis gehörige Form. Wir bezeichnen sie, wenn ^ 

es auf die Bezeichnung der Variablen nicht ankommt, mit f 

(5) 9 = (a, b, c). ■ 

Es ist eine primitiTe quadratische Form, deren Diskriminante ■ 

(6) ^ = — 4kc. j 

gleich der Grundzahl des Körpers Si ist (§ 87). Um die Basis f 
« 1 , «2 nach Bd. II, § 163 zu bilden, suche man zunächst die kleinste 
durch 0 teilbare natürliche Zahl Kh und hierauf die kleinste 
natürliche Zahl für die sich eine rationale, der Bedingung 

«12 -f- «22 ö = 0 (mod q) 

genügende Zahl «12 bestimmen läßt. Da die Kongruenz (7) für 
«22 = «11 befriedigt 'werden kann, nämlich durch — 0, so 
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folgt, daß durch «22 teilbar ist, und wir setzen «n = a^^cu 
Dann haben wir die Basis von a: 


«1 — «22 

«2 = <^^2 + ^^22 Ö . 

Es ist dann nach Bd. II, § 164, (12): 

(9) JV(a) = af2«, 

und wenn wir für (1, 0) die Basis § 90, (9) nehmen, so ist 
0 ^ 0'. = 0 oder = — 1 , ^ 

ßff = - M oder = 1 : ~ 


Je nachdem z:/ = 0, oder = 1 (mod 4) ist, und 

(0 — 0')2 = 

Es wird dann in diesen beiden Fällen, wenn man (8) in (3) 
substituiert und (9) berücksichtigt: 


«226 =• 2^12 oder = 2^12 — «221 
und folglich in beiden Fällen: 

(11) «1 = «22 «2 = «22 -Y ’ 

und die Form 

T = («, 6, c) 

hat hier einen positiven ersten Koeffizienten. 
Setzen wir 

^ i) y^/ 

«1 2a ’ 


( 12 ) 


CO 


so ist CD Wurzel der quadratischen Gleichung: 

(13) a cö^ 6 CO -|- c — 0 
und 

(14) X «22 « (^ — if) 

ist ein dem Ideal a entsprechendes Funktional und zugleich eine 
Basisform von a. a ist die kleinste positive ganze Zahl, für die 
«CO eine ganze Zahl wird. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, daß zwei 
ganze Zahlen «i, des Körpers Sl die Basis eines Ideals bilden, 
besteht darin, daß zunächst «i, eine Basis des Körpers ^ ist, 
und daß, wenn (»x, (x>^ eine Minimalbasis dieses Körpers ist, 

«1 Cöi, «2 ? «1 tn2i «2 «^2 

durch die Linearform 

A = «1 ^1 «2 ^2 
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mit ganzzahligen ti, darstellbar sind (Bd. II, § 163, 164). Denn 
(hinii ist, wenn « durch X darstellbar ist, auch jedes Produkt co a 
durch X darstellbar. Für unseren Fall reduziert sich diese Be- 
dingung darauf, daß «lö, aj) durch X darstellbar sein müssen. Ist 
aber ((«, &, c) irgend eine quadratische Form der Diskriminanteii z/ 
mit posi^vem ersten Koeffizienten a, so können wir für 0 auch 
I (h -f- yz/) nehmen und da 


(i+iäy- 


^ac -j- b 


b -j- ^jzl 


ist, so ist (11) immer die Basis eines Ideals in Dabei kann 
.die positive Zahl willkürlich angenommen werden. Setzen wir 

«22 = 1, so ist 

(15) X = a {so — ooy) 

Basisform eines durch (a, 6, c) völlig bestimmten Ideals a, dessen 
Korm gleich a ist, und eine Basis dieses Ideals ist 

(16) («, am). 


§ 92. Primideale im quadratischen Körper. 

Eine Primzahl y ist im quadratischen Körper entweder 
selbst noch unzerlegbar und ist dann ein Primideal zweiten 
Grades oder es zerfällt p in zwei Primideale ersten Grades p, p'. 

Wir haben hiernach zwei Fälle zu unterscheiden: 

a) p = p in Sl unzerlegbar: jV(p) = ! 

b) P = P\>' iV(p) = j\^(p') = A j 

und im letzten Falle können die beiden Primideale p, p' entweder r 
voneinander verschieden oder auch gleich sein, so daß wir noch / 
einen dritten Fall unterscheiden können: ^ 

c) p = p 2 ^ f. 

Es lianclelt sich 'nun dai-um, die Bedingungen zu ermitteln, 1 

unter denen der eine oder der andere dieser Fälle eintritt. j 

Wenn W(p) = p ist, so ist p die Anzahl der inkongruenten i 

Zahlen (mod p) in Ä und folglich ist in diesem Fall jede Zahl I' 

in £l einer der rationalen Zahlen r: | 

( 1 ) 0 , 1 , 2 ,...,^; — ! \ 

kongruent. j. 

Ist dagegen W(p) = p% so gibt es auch Zahlen, die nach p { 

nicht mit einer rationalen Zahl kongruent sind. 1 
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Wenn aber (1, 0) eine Basis von Sl ist und, um beide Fälle 
von § 90, (9) zu umfassen, _ 

( 2 ) 6 = 


angenommen wird, so ist im Falle a) 

0 nicM kongruent mit einer Zabl r, 
im Falle b) oder c) 

0 = r (mod 

wenn man also — x = 2r ^ setzt, so folgt: 

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung für 
das Eintreten eines der Fälle b), c) ist die, daß es 
eine rationale ganze Zahl gibt, die mit ^ zugleich 
gerade oder ungerade ist, für die 

(3) = 0 (mod p). 


Ist p' das mit p konjugierte Ideal, so ist 

(4) = 0 (mod ()')i 
und daraus folgt 

(5) = J (mod 4p). 


Ist umgekehrt die Kongruenz (5) durch x = r befriedigt, so ist 


r -j- i ^ — T + 

_ _ _ 0 


(mod p). 


und folglich genügt entweder x = r oder x = — r der Be- 
dingung (3). 

Die beiden Ideale p, p' werden dann miteinander identisch 
sein, weni^die beiden Zahlen (3) und (4) und folglich auch ihre 
Summe durch p und mithin z/ durch p teilbar ist. Dann ist 
^ = 0 oder ^ = p (mod 2p) die einzige Wurzel von (5). 

Wir haben also das Resultat: 


2. Der Primfaktor p der natürlichen Primzahl p ist 
vom zweiten Grad, wenn die Kongruenz (5) keine 
Lösung hat, vom ersten Grad, wenn (5) eine Lösung 
hat, und p ist das Quadrat von p, wenn (5) nur 
eine Lösung hat, wenn also p in z/ aufgeliL 

Das letztere ist in Übereinstimmung mit dem allgemeinen 
Satze Bd. II, § 174. 
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Mit Benutzung des Symbols (^, j?), das wir in § 85 ein- 
geführt haben, können wir diesen Sätzen auch die Form geben: 

3. Ist (^, jp) = — 1, so ist j) unzerlegbar in 

j 5 = -f*!, so zerfällt ‘p in zwei verschie- 

dene konjugierte Primideale. 

J 5 (^jP) — so ist j) das Quadrat eines Prim- 
ideals, 

§ 93. Darstellung von Zahlen als Idealnormen. 

Eine Primzahl p ist nur dann die Norm eines Ideals, wenn 
(z/, p) = oder = 0 ist, nicht aber, wenn (z/, p) = — 1 ist. 

Im letzten Falle ist erst p^ eine Norm, nämlich die von p. Im 
allgemeinen kann eine positive ganze rationale Zahl m auf mehr- 
fache Art als Norm dargestellt werden. Wir wollen die Anzahl 
dieser Darstellungen für den Augenblick mit (m) bezeichnen 
und näher bestimmen. 

Wir nehmen zunächst m als Primzahlpotenz p^ an. Ist dann 
(z/, jp) = -j™ 1 und p = pp' ^ so kann man p^ in folgender Weise 
darstellen: 

( 1 ) p^ = N{p^), N(p^-~^p'), N(p'^^), 

und es ist daher 

(2) (z/, i?) =•+ 1 : t/; (p^) = Ä -f 1. I 

Ist aber (z/, j}) = — 1, so ist, wenn fc gerade ist, p^ = f 

wenn fc ungerade ist, p nicht als Norm darstellbar. Es ist also f 

(ß) (^) p) = — 1- — 0 oder = 1, | 

je nachdem h ungerade oder gerade ist. ^ 

Ist endlich (z/, p) = 0, also p in ^ enthalten, so ist p = p^ 
und = N(p^); also: 

W p) = 0: 7p (p^) = 1. 

Man kann diese drei Fälle in eine Formel zusammenfassen: 

Die Zahl p^ hat nämlich die folgenden Ä ~|- 1 Teiler: 

(5) 1, P, - I 

Und daher geben die Formeln (2), (3), (4), wenn m = ist, 
und n die Teiler von m durchläuft, f 

( 6 ) ip(m) = . 

t 

i 

i 
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Dieser Ausdruck gilt aber allgemein. Denn sind nti und nu 
relativ prim und ist 

Wi = = 2^(1112), 

SO ist 

m = mi = N (irii iHg). 

Man kann also aus einer Darstellung von als Normen 

eine Darstellung von m als Norm ableiten. 

Ist umgekehrt 

= iV(ni) = mm', 

wo m, m' konjugierte Ideale sind, so muß, wenn und m durch 
ein Primideal p teilbar sind, auch durch p p' teilbar sein, also 
ist auch mi — N(mi) und ebenso = N(m 2 ). 

Demnach gilt, wenn nii und m 2 relativ prim sind: 

(7) iJ ^ (mg) = iIj (mi 

Andererseits ist, wenn und ^2 die Teiler von mi und nu 
durchlaufen, 

E (z7, nj) E (z/, = E (z/, n^), 

und damit ist die Formel (6) allgemein nachgewiesen. Wir 
sprechen dies als Satz aus: 

4. Eine natürliche Zahl m kann in dem quadratischen 
Körper Sl mit der Grundzahl z/ auf 

E{J, n) 

verschiedene Arten als Norm eines Ideals dar- 
gestellt werden, wenn n die sämtlichen Teiler 
von m durchläuft. 

§ 94:. Das quadratische Reziprozitätsgesetz. 

Aus der Zerlegung der Primzahlen im quadratischen Körper 
leitet Dedekind einen neuen Beweis des ßeziprozitätsgesetzes 
der quadratischen Beste her^). 

Nach Bd. II, § 167, 3. ist die notwendige und hinreichende 
Bedingung dafür, daß das in der Primzahl jp aufgehende Prim- 
ideal p (in irgend einem Körper vom ersten Grade sei, die, 
daß für jede ganze Zahl co des Körpers Sl 
(1) (X)P = w (mod p), 
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D Dirichlet-Dedekind, ZaMentheorie, 4. Aufl. (S. 636, Amn.). 
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und dies reduziert sich in unserem Falle des quadratischen 
Körpers darauf, daß 

(2) (P = 0 (mod p) 
sein muß. 

Nehmen wir ^ — — 4, so ist 6 = i = ]l — 1 und die Kon- 
gruenz (2) wird 

Da nun (1 i) (1 — i) — 2, also weder 2 noch (1 + i) für 
ein ungerades p durch p teilbar sein kann, so muß = 1, 
also p — 1 durch 4 teilbar sein. 

Demnach folgt aus § 92, 2.: 

1) Die Kongruenz 

^«2 = — 4 (niod 4p), 
oder, -was dasselbe ist, 

= — 1 (mod p) 

hat dann und nur dann Lösungen, wenn p = 1 (mod 4) ist. 

Nehmen wir zweitens ^ so ist 0 — oder, wenn 

r = yr eine 8te Einheitswurzel ist, 

/} = r -1~ r-\ 

und die Bedingung (2) läßt sich nach dem binomischen Satze 
so darstellen: 

fP j_ f-p = (mod p). 

Dies fordert: 

( 7 -jj — (yp — r“^) r-^ = 0 (mod p), 

also: 

rP = r oder (mod p), 

p±i 

= 1, i 2 _ 1 = 0 (mod p), 
und daraus folgt wie oben für ein ungerades p: 

p = +1 (mod 8). 

2) Die Kongruenz 

= 2 (mod p) 

ist also dann und nur dann lösbar, wenn p = 1 oder 
p = — 1 (mod 8) ist. 

Endlich setzen wir, wenn q eine ungerade Primzahl ist, 

(3) z/ = ±q 
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und bestimmen das Vorzeichen so, daß +q^l (mod 4) wird. 

Es ist in diesem Falle 

tl — — 1 + V+g 

U Q , 

und diesen Ausdruck können wir durch, qte Einheitswurzeln dar- 
stellen. Es bedeute r eine imaginäre gte Einheitswurzel und es 
durchlaufe a die quadratischen Eeste, b die Nichtreste Yon q. 
Wir setzen, wie in Bd. I, § 179 

( 4 ) A = B = 

und haben nach den dortigen Formeln (3), die ohne Benutzung 
des Keziprozitätsgesetzes abgeleitet sind: 

( 5 ) 0 = Ä, (y = B. 

Das Vorzeichen von y + g hängt von der Wahl von r ah, 
kommt aber hier nicht in Betracht. Nun ist nach dem poly- 
nomischen Lehi’satz: 

ÄP = Bp = ErP^\ 

also 

Ap = A^ Bp = wenn = -j- 1, 

und 

= B, Br> = A, wenn == — 1. 

Da A nicht kongruent B ist, wenn p von q verschieden ist, 
so folgt hieraus und aus 2. des vorigen Paragraphen: 

3) Die Kongruenz 

= +q (mod jj) 

hat dann und nur dann Lösungen, wenn p quadratischer 
Rest von q ist. 

Und dies ist das Reziprozitätsgesetz mit seinen Ergänzungs- 
sätzen. 

§95. Äquivalente ^Formen und Ideale im quadratischen Körper. 

Wenn die beiden Ideale [§ 91, (16)] 

(1) a = (a, aco), a' = {a\ a'm') 

äquivalent sind, so gibt es eine (ganze oder nicht ganze) Zahl 7j 
in »2, für die tj a' = a ist, und diese Zahl t] ist durch die Ideale 
(i, a' selbst bis auf einen Faktor, der eine numerische Einheit 
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0 ' 


a, — y 

1, CD 

cd[ 

= a2 

-ß,d 

1, «1 


ist, bestimmt. Es muß also vier ganze rationale Zahlen 
/3, y, Ö geben, die der Bedingung 

rj a' = a{ci — f 
7j a' co' = a ( — ß 8 co) 

genügen. Bezeichnen w für den Augenblick mit »i, ö3i die 
zu rj^ Oj £d' konjugierten Zahlen, so ist hiernach 

also: 

7^1(07' — «1) = a^(a 8 — ßy) (co — co^y 
und da nach § 91, (12): 

a (0 — Ol) = a' (cd' — ol) = — ^f2 
ist, so folgt hieraus, wenn 

B = ol 8 — ßy 

gesetzt wird, 

(3) as = a! 

wenn also, wie wir schon angenonamen haben, a und a' positiv 
sind und (nach dem verschärften ÄquivalenzbegrifE) r] rji positiv 
ist, so ist auch s positiv. 

Vertauschen wir aber a mit a', so geht in l:ri über und 
£ mag in s' übergehen. Demnach folgt auch 

, , a 

( 4 ) a' s' = , 

und folglich es' — 1. Da aber b und a' positive ganze rationale 
Zahlen sind, so folgt hieraus £ = b' = 1. Also nach (2) 

ß — §cj mcD' -y ß 

y cd' -y d’ 


( 5 ) 


OD 


a — ycD 
ad — ßy = 1. 

Nun sind cd und cd' die Wurzeln der beiden Formen 
(a, 5, c), (a',l\ 0 ') [§ 91, (13)], 

und durch (5) ist die Äquivalenz dieser Formen ausgedrückt. 
Wir haben daher, übereinstimmend mit der allgemeinen Theorie 
(§ 88) den Satz: 

5. Die zu äquivalenten Idealen gehörigen quadra- 
tischen Formen sind äquivalent. 

Man erkennt hieraus die Bedeutung des verschärften Äqui- 
valenzbegriffes: Wollte man nämlich auch negative Werte von 
iV (ri) zulassen, so könnten auch b — — 1 und die entsprechenden 
Formen uneigentlich äquivalent sein. 
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Es seien nun umgekehrt cp = (a, 6, c), cp' = (a', b\ c') zwei 
äquivalente Formen mit positiven ersten Koeffizienten 
a, a\ und 


(ö) 


& -i- yz/ // -4^ yz/ 


2 a 


2 a' 


Dann gibt es eine lineare Substitution mit der Determi- 


nante + 1, durch die (a, c) in (a', c') übergeht. 

Es ist dann 


a' = a 04^ i a y -|~ c 

(7) V — 2 aaß h(Did ßy) cy Ö, 

c' = a ß^ b ß 8 G 8% 

() — ■yo-l-a’ 

und eine kleine Rechnung zeigt, daß co und entsprechende 

Wurzeln, d. h. Wurzeln mit dem gleichen Vorzeichen von yz/ sind. 

Demnach erhalten wir für die zu (p und cp' gehörigen Ideale 
0, a' zwei Basisformen: 

l = a(x — G) y\ 

V ■= a! {x' — 


und nach (8) ist 

1 — 


a[{8x-- ßij)^(yx—aij)(o'\ 
y cd' 8 


Setzt man also 


x' =■ 8 X — ßy^ y' = — yx-{-ccy^ 

so folgt 

1 ^ 

“ a'{y(D' + 8) ’ 

da a:a' (ym' 8) eine Zahl in Sl ist, so folgt, daß a und a' 
äquivalent sind. 

Wir haben also wieder in Übereinstimmung mit dem all- 
gemeinen Satz § 88, 4. und zugleich in näherer Bestimmung; 

6. Sind (a, 6, e) (a', ?>', c') zwei äquivalente Formen 
mit positiven ersten Koeffizienten, und sind m, co' 
entsprechende Wurzeln dieser Formen, so sind 
die Ideale (a, aco) und (a', a' co') äquivalent. 

Bei negativer Diskriminante haben die ersten Koeffizienten 
äquivalenter Formen immer dasselbe Vorzeichen, und man berück- 
sichtigt nur die Formen, in denen dieses Vorzeichen positiv ist. 
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Bei positiver Diskriminante gibt es in jeder Formklasse Formen 
mit positiven ersten Koeffizienten, und daher entsprechen sich 
Formenklassen und Idealklassen in eindeutiger Weise. 

Eine Basis des Hauptideals ist {tj, rj 6) und 



Sind a’j y ganze rationale Zahlen und 
fj = X yO, 
so ist diese Basis in den beiden Fällen: 

(«1, «3) = ^0! -j- 2/ d, + 0 

:=(x-\-y(l, y + i^ — y) ö) 

und die Substitutionscleterminante Ä [§ 87, (1)] ist 

x^ — Ty-\-'^~^^y^ = N{ri). 

Die Basis (wj, «o) ist also positiv, wenn die Norm von ri positiv 
ist (sonst müßte «i mit cc^ vertauscht werden). Aus der Basisform 

^ = CC^tl + rrr ‘Yj + 0 1^) 

erhält man 

iY(A) = iY(^) T, 

und danach wird T die tiauptform 

(9) (l, 0, ^). (l, -1, 

Wäre N{yi) negativ, so würde man für T die Formen 



erhalten haben, und diese sind mit (9) nur dann äquivalent, wenn 
die Feilsche Gleichung P — = — 4 lösbar ist 
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§ 96, Diskriminanten der Ordnungen. 

1. DefinitioD. Ist Q eine natürliche Zahl, so heißt 
' die Gesamtheit der ganzen Zahlen des quadrati- 
schen Körpers SZ, die nach dem Modul Q mit 
einer rationalen Zahl kongruent sind, eine Ord- 
nung, und Q heißt der Führer dieser Ordnung. 

Die Ordnung mit dem Führer Q wird mit [Q] bezeichnet. 

Es ergibt sich aus dieser Definition: 

1. Alle rationalen ganzen Zahlen gehören jeder Ord- 
nung an; 

2. Summe, Differenz und Produkt zweier Zahlen der 
Ordnung gehören derselben Ordnung an; 

d. h. man kann innerhalb der Ordnung Addition, Subtraktion 
und Multiplikation unbedingt ausführen, nicht aber allgemein 
die Division. 

Die Gesamtheit aller ganzen Zahlen des Körpers H bilde 
gleichfalls eine Ordnung (vom Führer 1), die Hauptordnung, 
die also mit [1] zu bezeichnen wäre. 

‘) Bedekind hat den Ausdruck Ordnung in der allgemeinen Theorie 
der algebraischen Zahlen eingeführt, weil sie in dem besonderen Fall des 
quadratischen Körpers den Gaus s sehen Ordnungen der quadratischen Formen 
entsprechen. Hilbert gebraucht dafür den Ausdruck „King“ oder „Zahl- 
ring“. Vgl. Diriohlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie (§ 172 
der dritten, § 170 der viex’ten Auflage). Bedekind: Uber die Anzahl der 
Idealklassen in den verschiedenen Ordnungen eines endlichen Körpers, Fest- 
schrift zur Säkularfeier von Gauss’ Geburtstag, Braunschweig 1877. 
Hilbert: Bie Theorie der algebraischen Zahlen, Bericht der Beutscheu 
Mathematischen Vereinigung von 1894/95, Kap, IX. 
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Wir setzen, wenn z/ die Grrundzahl des Körpers ifl ist, je 
naclidem z/ gerade oder ungerade ist: 

(Jo = oder 

( 1 ) _ 1 + 

Oo — 2 

Dann ist nach § 90 jede ganze Zahl des Körpers Si in der 
Form 

(2) ft) -f ^ Oo 

darstellbar, worin x und y ganze Zahlen sind, und diese Zahl ist 
dann und nur dann nach dem Modul Q mit einer rationalen 
Zahl a kongruent, wenn y durch Q teilbar ist, weil dann 

X — (I y (Jo 

Q 

eine ganze Zahl sein muß. Demnach sind alle Zahlen der Ord- 
nung [Q] in der Form enthalten: 

ft) = X -\- y Q Oq^ 

oder in den beiden in (1) unterschiedenen Fällen, wenn 

(3) D = 
gesetzt wird: 


X — y 


]/JD 
2 ’ 


(^) 


Q I 
<3- 


2 ’ 

y-hy 


z/ gerade, 

z/ ungerade, I) gerade, 


Setzen wir also 


0 


(5) 


y^ 

2 ’ 


^ B ungerade. 


D = 0 (mod 4) 


(j — — 1 + yB ^ J) = I (]2xod 4) 


und ersetzen in den beiden letzten Formeln (4) die willkürlich 
ganzen Zahlen 


® 


Q 


-y 


durch X, so erhalten wir das Resultat: 
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2. Satz. Jede Zahl der Ordnung [^] und nur diese 
sind in der Form enthalten 
(6) (0 — a: + 2/fl, 

worin y beliebige ganze rationale Zahlen sind. 

Wir nennen das System 


(7) (1, 0) 
eine Basis der Ordnung [<3]. 

Durcli Einsetzen von (5) kann man die Zahlen (6) auch in 

der Form darstellen: 

X y'^D 

( 8 ) ® , 


wobei die x^ y ganze Zahlen sind, die der Bedingung genügen 
(9) — y^D = 0 (mod 4). 

Die Zahl D ist eine Diskriminante, deren Stamm ^ ist. 
Wir nennen sie die Diskriminante der Ordnung [§]. 


§ 97. Ordnungen und Ideale. 

Es sei in ein Ideal des quadratischen Körpers Sl, Wenn alle 
durch a teilbaren ganzen Zahlen durch eine rationale Zahl m 
teilbar sind, so ist das Ideal a = mm durch m teilbar; es ist 
]Sf(a) = m2W(in), 

und die rationale Zahl wiV’(iii), die kleiner ist als N(a), ist 
durch a teilbar. 

Ist m die größte natürliche Zahl, durch die a teilbar ist, so 
wollen wir m den Teiler von a nennen. Ist der Teiler = 1, so 
heißt das Ideal primär, sonst abgeleitet. Man erhält alle aus 
einem primären Ideal m abgeleiteten Ideale, indem man iii mit 
beliebigen natürlichen Zahlen multipliziert, und alle aus einem 
primären Ideal abgeleiteten Ideale sind untereinander äquivalent. 

3. Satz. Ist a ein primäres Ideal, so ist die Norm 
von a zugleich die kleinste durch a teilbare natürliche 
Zahl. 

Bezeichnen wir nämlich die kleinste durch ci teilbare natür- 
liche Zahl mit a, so ist die Norm von a jedenfalls durch a teilbar. 
Wir setzen 

N(a) = ma, 

und wenn a' das zu a konjugierte Ideal ist, so e?:gibt sich, da 
nach Bd. XI, § 164 die Norm eines Ideals gleich dem Produkt 
der konjugierten Ideale ist, 

(1) N(a) = aa' = ma. 



Weber, Algebra. III, 
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Da a durch a teilbar sein soll, so setzen wir 
a — am' — a'm 

und erhalten aus (1): 

(2) a = «am. 

Also geht m im Teiler des Ideals a auf, und damit ist der Satz 3. 
bewiesen, da, -wenn a primär ist, sein Teiler = 1 sein muß. 

4. Satz. Ist in ein j^rimäres Ideal des Körpers so 
ist jede ganze Zahl in Sl nach dem Modul m mit einer 
rationalen Zahl kongruent. 

Nach Bd. II, § 165 ist nämlich allgemein ^(m) die Anzahl 
der nach m inkongruenten Zahlen in Sl. Ist nun N(\n) = a 
zugleich die kleinste durch ni teilbare natürliche Zahl, so sind 
die a Zahlen 

0 , 1 , 2 , 

alle inkongruent, und darunter sind alle Zahlldassen modulo m 
vertreten. 

Es sei jetzt [ß] eine Ordnung mit dem Führer Q und der 
Diskriminante D und (l,ö) die Basis dieser Ordnung. Ferner 
sei m ein primäres zu Q teilerfremdes Ideal. Nach dem Satz 4. 
gibt es dann eine ganze rationale Zahl f, die der Bedingung 

f) = Q (niQd in) 

genügt. Wir setzen 

= y, wenn D = 0 

(3) j j (mod 4) 

t = „ D = 1 

ist, und erhalten nach § 96, (5): 

(4) ö ^ ~ ^ (mod ni), 

worin b eine ganze rationale Zahl ist, die nach (3) der Bedingung 
b = D (mod 2) 

genügt Außerdem sei 

(5) N{m) = a, 

also a die kleinste durch m teilbare natürliche Zahl. 

Durch die Kongruenz (4) ist die Zahl b nur nach dem 
Modul 2a bestimmt Denn sind &, b' zwei Zahlen, die der 
Bedingung (4) genügen, so ist | (&' — b) durch a teilbar. 

Da ferner 


m 


I 

f 


I 
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eine durch m teilbare ganze rationale Zahl ist, so muß sie durch a 
teilbar sein; setzen wir sie = ac, so ist c eine ganze rationale 
Zahl und 

( 6 ) B — — 

(7) 1)^ = D (mod 4 a), 

und wenn die Kongruenz (7) erfüllt ist, so genügt auch jede mit b 
nach dem Modul 2 a kongruente Zahl 6' derselben Kongruenz, 
Wir schließen hieraus: 


5. Satz. Jedes primäre zu Q teilerfremde Ideal m, 
dessen Norm = a ist, liefert uns durch (4) eine und nur 
eine Wurzel b der Kongruenz (7), wenn als Wurzeln 
nicht einzelne Zahlen, sondern Zahlklassen nach dem 
Modul 2 a betrachtet werden. 

Die beiden Zahlen 


( 8 ) 


h-^jP 


können, wenn a relativ prim zu Q ist, nicht beide durch eine 
und dieselbe rationale Primzahl teilbar sein; denn sonst müßte 


2 2 


durch p teilbar sein; also wäre D durch teilbar und p müßte 
ein Teiler von Q sein, gegen die Voraussetzung. 

Für ein ungerades p ist dies evident, für = 2 aber würde 
folgen : 

b = 0 (mod 2), b^ — JD ~ 0 (mod 16), 

und mithin 

D = 0, 4 (mod 16). 

Es wäre also i)/4 noch Diskriminante und 2 müßte in Q auf- 
gehen. Damit ist bewiesen: 

6. Satz. Ist a eine zu Q teilerfremde natürliche Zahl 
und b eine Wurzel von (7), so erhält man ein bestimmtes 
primäres Ideal m als größten gemeinschaftlichen Teiler 
der beiden Zahlen (8). 

Jetzt beweisen wir: 

7. Satz. Jede durch das primäre Ideal m teilbare, zu 
Q teilerfremde Zahl ^ der Ordnung [^] ist in der Form 

(9) n = ax-^ 

einmal und nur einmal darstellbar, wenn u’, y ganze 
rationale Zahlen sind. Werden oj, y als Variable be- 


23 * 




- 
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trachtet, so heißt ft eine Basisform des Ideals m in der 
Ordnung [Q]. 

Zum Beweis bemerken wir, daß jede Zahl der Ordnung [(J)] 
wegen (4) in der Form enthalten ist 

(10) G3 = ^ y, 


wenn y und ^ ganze rationale Zahlen sind. Ist nun nx primär, so ist 

(11) N{m) = a 

die kleinste durch m teilbare natürliche Zahl, und wenn also » 
durch in teilbar sein soll, so muß ^ durch a teilbar sein. Wenn 
wir also g = ax setzen, so erhalten wir die Form (9). Um- 
gekehrt ist evident, daß jede Zahl dieser Form durch ni teilbar ist. 

Daß die Darstellung einer Zahl ft nur auf eine Art in dieser 
Form möglich ist, folgt daraus, daß yS irrational ist. 

Die Form ft heißt daher eine Basisform des Ideals m in 
der Ordnung Q. Man erhält daraus eine Basisform desselben 
Ideals im Körper Sl : 

X = (X X -“j-” — 

wenn V aus der Kongruenz 

b' Q (mod 2 a) 

bestimmt wird, die immer lösbar ist, da Q relativ prim zu a, und 
bei geradem Q auch b gerade ist. 

Aus (9) ergibt sich 

(12) ^^(ft) = a{ax^ 4" 

Die Zahl ft, die man erhält, wenn man in (9) für y be- 
stimmte Zahlen setzt, können wir in Idealfaktoren zerlegen: 

fl = am, 



wenn 


(13) • iV(a) = -\-bxy cy^ 

ist, und es gilt der Satz : 

8. Satz. Ist fl relativ prim zu und haben x^ y keine 
gemeinschaftlichen Teiler, so ist das Ideal a primär. 

Wir beweisen ihn so: Es sei p eine in a aufgehende rationale 
Primzahl; dann ist fi durch ja teilbar und daraus folgt zunächst, 
daß y durch jp teilbar sein muß; denn eine Zahl cd von der 
Form (10) kann nur dann durch eine in Q nicht auf gehende 
Primzahl teilbar sein, wenn sowohl y als z = ax durch p 
teilbar sind. Demnach kann, da nach Voraussetzung x und y 
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relativ prim sind, x nicht durch ^ teilbar sein, und es muß a 
durch p teilbar sein. 

Setzen wir a = ai , wo nicht mehr durch p teilbar ist, 
und bezeichnen mit p ein in p aufgehendes Primideal, so muß 
wegen (11) p in m oder in m' aufgehen, und da m primär voraus- 
gesetzt war, kann p nicht =p sein. Es ist daher 7V(p) —p z=zpp\ 
und wenn m durch p teilbar ist, kann es nicht zugleich durch p' 
teilbar sein. Folglich ist m durch p^^ teilbar. Es ist also nach 


b 4- VD 

der Definition von in (Satz 6) auch — — - ^ — durch p^ teilbar, 

f) 4- 

folglich — — y mindestens durch + und ax und folglich y. 


genau durch während andererseits am = ft gleichfalls minde- 
stens durch + i teilbar ist, worin ein Widerspruch liegt. Ähn- 
liches gilt auch, wenn p = ist, also in z/ (aber nicht in Q) 
auf geht. Folglich kann in a keine rationale Primzahl enthalten 
sein und a ist primär. 

Nach dem, was bisher bewiesen ist, können wir noch folgenden 
Satz formulieren: 

9. Satz. Sind 



ax 


i + V-P ,, . 
2 ^ ' 

+ , 


ma, 

ma' 


zwei zu Q teilerfremde Zahlen, haben weder x und y 
noch x' und y' einen gemeinschaftlichen Teiler, ist 
N(a) = Jf(aO = A, 
und für eine und dieselbe Zahl B 

= 0 (mod a) 

2t 

= 0 (mod a'), 

so sind die beiden Ideale a und a' identisch, und die 
Zahlen ft, ft' unterscheiden sich nur durch einen Ein- 
heitsfaktor. 

Denn a sowohl als a' sind nach 8. primär und sind nach 6. 
definiert als größter gemeinschaftlicher Teiler von 

B + in 

2 


A und 
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§ 98. Zahlgruppen in den Ordnungen. 

Um die Beziehungen der quadratischen Irrationalzahlen zu 
den Ordnungen der quadratischen Formen genauer zu erforschen, 
leiten wir aus den Zahlen des Körpers Sl Zahlgruppen nach 
folgenden Gesichtspunkten ab. 

1. Wir nehmen eine beliebige natürliche Zahl Q und schließen 
von den ganzen Zahlen in Sl zunächst alle die aus, die nicht 
teilerfremd zu Q sind. Von den übrigen nehmen wir auch noch 
beliebige Quotienten. 

Die so erhaltenen ganzen und gebrochenen Zahlen rj nennen 
wir fremd gegen Q, Ihre Gesamtheit sei mit 0 bezeichnet. Sie 
bilden insofern eine Gruppe, als Multiplikation und Division 
zweier dieser Zahlen immer Zahlen desselben Systems liefern. 

2. Wir verfahren nun ebenso mit den Zahlen der Ordnung [ö], 
d. h. wir schließen alle Zahlen dieser Ordnung, die mit Q nicht 
relativ prim sind, aus und bilden auch noch die Quotienten 
beliebiger zweier der übrig gebliebenen Zahlen. Wir bezeichnen 
diese Zahlen in und ihre Gesamtheit mit 0', und nennen sie 
ganze und gebrochene Zahlen der Ordnung [Q]. Die Zahlen 0' 
sind alle in 0 enthalten und bilden gleichfalls der Multiplikation 
und Division gegenüber eine Gruppe. Wir nennen sie die 
Gruppe der Ordnung [§] oder kurz eine Ordnungsgruppe. 

Jede Zahl r] in 0 kann durch Multiplikation mit einer ganzen 
rationalen zu Q teilerfremden Zahl n in eine ganze Zahl o 
verwandelt werden. 

Wenn tj' eine Zahl in 0' ist, so kann man den Nenner 
rational machen und findet, daß nrj^ eine ganze Zahl der Ord- 
nung [^] und folglich mit einer rationalen Zahl nach dem Modul Q 
kongruent ist. 
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Da n teilerfremd zu Q ist, so man diese Zahl — nr 
setzen, worin r eine zu Q teilerfremde rationale Zahl ist. Dem- 
nach hat jede Zahl die Eigenschaft 

(1) i = r (mod 

worin r eine ganze rationale Zahl und die Kongruenz in dem 
Sinne wi?' = Hr zu verstehen ist. 

Die Kongruenzen (1) lassen sich multiplizieren und dividieren, 
wenn man unter die der Bedingung r . = 1 (mod Q) 

genügende ganze Zahl versteht. 

Umgekehrt gehört eine ganze oder gebrochene Zahl die 
einer Bedingung (1) genügt, der Gruppe 0' an. Denn ist 
nrj^ — G) = nr eine Zahl in [<3]? so ist ri^ = m \ n ein Quotient, 
zweier solcher Zahlen. 

3. In 0' ist nun wieder eine Gruppe Oq enthalten, die aus 
allen Zahlen besteht, die der Bedingung 

( 2 ) = 1 Q) 

genügen, und die Zahlen von Oq ergeben durch Multiplikation 
und Division gleichfalls wieder Zahlen von Oq. 

Wir haben also dreierlei Zahlgruppen, deren jede in der 
vorangehenden enthalten ist: 

1. 0 enthält alle gegen Q fremden Zahlen in £1. 

2. 0' enthält die gegen Q fremden ganzen und ge- 

brochenen Zahlen der Ordnung [Q]. 

3. Oq enthält die Zahlklassen in 0', die nach dem 

Modul Q mit der Einheit kongruent sind. 

Die Gruppen 0, 0', Oq sind unendliche Abelsche Gruppen. 
Nimmt man aber ein volles Restsystem rationaler, zu Q teiler- 
fremder Zahlen rj, so kann jede Zahl in 0' als Produkt 

eines dieser n mit einer Zahl in Oq dargestellt werden, und man 
kann daher nach der in Bd. II, § 2 gebrauchten Ausdrucksweise 
setzen: 

(3) 0' == Oq -j- ^2 Oq “f- * * * Oq , 
und ft ist der Index des Teilers Oq von 0: 

(4) ft = (0', Oe), 
also eine endliche Zahl, nämlich: 

(5) = Qn(i-iy 

'worin ^{Q) das in der Zahlentheorie gehränchliche Zeichen für 
die Anzahl der Zahlklassen nach dem Modul Q mit zu Q teiler- 
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§ 98. 


fremden Zahlen bedeutet jind g in dem Produkt TT die vonein- 
ander verschieden in aufgehenden Primzahlen durchläuft. 
Bezeichnen wir mit 


*'*•> 

ein volles Eepräsentantensystem der zu Q teilerfremden Zahlen 
in nach dem Modul Q genommen, so ist in gleicher Weise 

(6) = ?i öfl ~|" ^^2 ^0 * * • H“ Qv Oq 

und 

(7) V z= (Q) — {0, Oq) 
ist der Index des Teilers Oq in bezug auf 0. 

Die Zahl 'ip(Q) haben wir in § 168, (3) des 11. Bandes all- 
gemein bestimmt, auch für den Fall, daß an Stelle von Q ein 
Ideal tritt. Da nun hier N{Q) = ist, so haben wir: 

(8) ^iQ)= ( 3 . 77 ( 1 -^), 

wenn q die voneinander verschiedenen idealen Primteiler von Q 
durchläuft. 

Nun ist (§ 92) 

1. W(q) = g, wenn (^,g) = 0, 

2. iV(q) = 3, wenn (^,g) = -fl, 

3. N(q) = g2, wenn (^,g) = — 1. 

Wir wollen diese dreierlei Primzahlen mit g^, gg? 9's 
zeichnen und bemerken, daß jede Primzahl die Norm von 
zwei verschiedenen Primidealen g ist. Demnach ergibt sich aus (8) 

( 9 ) 


und 


Nun ist der Index von 0' in bezug auf 0 nach Bd. II, § 2 (4) : 

.j — (0 O'l ^ (Q) 

J - ^ - ^U,U) - 


folglich ergibt sich: 

(0,0')=en(i-f n(i + l), 

wofür dann auch gesetzt werden kann (nach 1., 2., 3.): 

(10) y^(0,0')= (9/2(1 
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Darin bezieht sich das Produkt 77 auf alle in Q aufgehenden 
Primzahlen q. 

Wir können also ein Kepräsentantensystem 

öj! ^21 • • •) . 

in 0 so auswählen, daß i 

(11) 0 = öiO' + 62 0' + ---ö;0' 

wird. 


§ 99. Äquivalenz in den Ordnungen. 

10. Definition. Wir wollen jetzt zwei Ideale (i, a' 
äquivalent nach der Ordnung [<3] nennen, wenn 
(1) fl' = >3' fl 

ist, und eine Zahl in 0^ 'bedeutet, u und wei'den 
dabei immer zu Q teilerfremd vorausgesetzt. 

Nimmt man eine durch o teilbare Zahl jn, = am in [(j] so an, 
daß m ein primäres Ideal wird, und setzt fi' = rj'fi, so wird: 


( 2 ) 


p. = in fl , 
fi' = mci', 


und wir können die Äquivalenz von n und a' nach [ö] anch 
dadurch erklären, daß a und n' durch Multiplikation mit 
einem und demselben Ideal m in Zahlen der Ordnung 
verwandelt werden. 

Durch das Ideal nt ist nach § 97 eine Schar paralleler 
quadratischer Formen (a, ö, c) bestimmt i), in der a und l aus 

(3) a = W(m), - = 0 (mod m) 


bestimmt wird. Und diese Formen schar ändert sich also nach 
(2) nicht, wenn a durch ein äquivalentes Ideal a' ersetzt wird. 

Nimmt man aber in (2) an Stelle des Ideals in ein anderes 
Ideal nq und setzt 

(4) = nix«, 

so ist 

ih iiL _ 

~~ nii ” 

eine Zahl in [0'], also mi äquivalent mit m. 


Unter einer Schar paralleler Formen versteht man das System 
(a,h -f- 2la^ c Ib Z® a) , 
wenn l alle ganzen rationalen Zahlen durchläuft. 
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Setzt man also 


1) 4- VD 

(5) = N{m^) = iHiini, ' ^ ^ 

so erhält man eine andere quadratische Form (^i, &i, Ci), von der 
wir nachweisen können, daß sie mit (a, &, c) äquivalent ist. 

Wir setzen zur Abkürzung: 

2a’ ^ 2 «1 

und bemerken, daß 

Tjüi = ri niimi = mmi, 
m bl + i/D 

ricoiai = L_L™ 

' ^ ^ nii 2 

durch m teilbare Zahlen in [$] sind [nach (5)]. Demnach lassen 
sich nach § 97, 7. die ganzen rationalen Zahlen oc, y, 8 so 
bestimmen, daß: 

rjai = a(cc — fCD), 

^ ^ rjaiCOi = a ( — ß 8 co)^ 

und man beweist ganz wie in § 95, daß 

ccö — ßy ■= I 
sein muß, daß also die beiden Formen 

(a, b, e), («1, bl, Ci) 

äquivalent sind. Wir haben also: 

11. Satz. Jede durch ein Ideal a repräsentierte Ideal- 
klasse nach [Q] entspricht einer durch die Form (a, b, c) 
repräsentierten Formklasse Ä und umgekehrt. 

Um die Formklasse Ä zu erhalten, nehme man ein primäres 
Ideal m der zu Ä reziproken Klasse und setze a = W(m), 

^ = 0 (mod in). Und ist umgekehrt die Form (a, b, ö) 

gegeben, so ist der größte gemeinschaftliche Teiler in von 

& 4" yi) 

2 

ein Ideal der Klasse 


ri coi «1 


§ 100. Idealklassen nacb den Ordnungen. 

Der Begriff der Äquivalenz der Ideale und die Sätze über 
Klassenzahlen lassen sich am übersichtlichsten darstellen, wenn 
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man die Ideale nach Bd. II, § 169 durch die in Bd. II, § 153 ff. 
besprochenen Funktionale repräsentiert, weil man dabei die 
gewöhnlichen Kegeln der Multiplikation und Division benutzen 
kanni). 

Wir beschränken uns hier ein für allemal in dem, 
Körper ß auf Zahlen und Ideale, die zu einer beliebig 
anzunehmenden ganzen rationalen Zahl Q (dem Führer 
einer Ordnung) teilerfremd sind. 

Nach dieser Voraussetzung bilden die ganzen und gebrochenen 
Zahlen des Körpers Sl die vorher mit 0 bezeichnete Gruppe. 
Wir erweitern diese Gruppe durch Hinzufügung der Funktionale 
und bezeichnen die so erweiterte Gruppe mit 0, Jedem Element 
von 0 entspricht dann ein ganzes oder gebrochenes Ideal, und 
solchen Elementen, deren Quotient eine funktionale Einheit ist, 
entspricht dasselbe Ideal. 

Ist 7j eine Zahl in 0 und s irgend eine funktionale Einheit, 
so entspricht dem Produkt erj ein Hauptideal. Demnach be- 
zeichnen wir 

mit E die Gruppe der funktionalen Einheiten, 

„ E „ „ 5 , numerischen Einheiten, 

und durch 

EO die Hauptklasse der Funktionale. 

Nehmen wir ein Kepräsentantensystem 

( 1 ) 9 ^ 1 ^ 92^ • 9h 

nicht äquivalenter ganzer Funktionale in Ä, so wird jedes ganze 
oder gebrochene Funktional 0 in der Weise darstellbar sein: 

0 — (piCÖ^ 

WO m ein Funktional aus E 0 ist, und die Idealklassen in Sl sind 
die Nebengruppen von EO in 0. Demnach ist die Klassen- 
zahl h der Index des Teilers E 0 von 0 : 

(2) 1% = (0, EO). 

Hierbei hat man sich bei der schärferen Klasseneinteilung 
bei 0 auf die Zahlen mit positiver Norm zu beschränken. 

Betrachten wir nun die Klasseneinteilung der Ideale nach 
der Ordnung [§], so haben wir als Hauptklasse die Funktional- 
gruppe E 0' zu betrachten und die Klassenzahl ist 

/V = (0, Eoy 

Ygl. auch des Verfassers Abhandlung „Über Zahlengruppen in alge- 
braischen Körpern^*, erste Mitteilung, Mathematische Annalen 48, 438, 
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Um hieraus die Beziehung zwischen li und W herzuleiten, 
machen wir von den allgemeinen Gruppensätzen Bd. II, § 2 
Gebrauch, die wir folgendermaßen formulieren und ergänzen: 

12. Satz. Ist A eine Gruppe und B ein Teiler von A 
von endlichem Index (^, B)^ ferner G ein Teiler von B 
von endlichem Index {B^ 6’), so ist Bd. II, § 2, (4): 

(4) (-4, C) (4, B) (B, C). 

Ist A wieder eine Gruppe mit dem Teiler B vom Index 
so setzen wir 

( 5 ) A =■ eil ^ ” 4 “ ^^2 ^ * * * " 4 " 

worin aj, ein volles Repräsentantensystem von A nach 

B ist. 

Es sei nun C eine. Gruppe von Elementen, die mit den Ele- 
menten von A zusammensetzbar sind (z. B. in unserem Falle ein- 
fach durch Multiplikation), so ergibt sich aus (5): 

(6) AG = aiBG-\~a,BG^ h ciuBC. 

Nun kann in den beiden Nebengruppen aiBG^ a^B C nur 
dann ein und dasselbe Element verkommen, wenn in B C, 

aber nicht in B enthalten ist. 

Daraus formulieren wir den Satz: 

13. Satz. Ist A eine Gruppe, B ein Teiler von A vom 
endlichen Index (4, j 5), ferner ü eine mit 4 zusammen- 
setzbare Gruppe von der Art, daß 4 und BG .außer den 
B keine gemeinschaftlichen Elemente enthalten, so ist 

(7) (4C,BC) = (i,JB). 

Die Voraussetzung dieses Satzes läßt sich auch so aussprechen: 
B ist der Durchschnitt von 4 und j? C, 
und sie ist z. B. erfüllt, wenn G in B enthalten, also B = B G 
ist, und auch dann, wenn C mit 4 kein Element gemein hat. 

14. Satz. Ist 4 eine aus den beiden Gruppen 4' und 
B zusammengesetzte Gruppe 

(8) 4 = A'B 

und B' der Durchschnitt von 4' und B^ so ist 

(9) {Ä, B) = (^' B% 

vorausgesetzt, daU diese Indices endlicli sind. 

Denn nach (8) ist in jeder Nebengruppe aB zvl B vn A ein 
Element a' aus A! enthalten, und man kann also diese Neben- 
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gruppen auch durch a’ B darstellen, wo d in A' enthalten ist. 
Sind dann a’^B verschiedene Nehengruppen zu B in 
so sind aiB\ a^B^ verschiedene Nebengruppen zu B' in Ä' nnd 
umgekehrt; denn ist dann und nur dann in jS' enthalten, 

wenn es zugleich in B enthalten ist, und daraus folgt die 
Formel (9). 

Diese Sätze wenden wir nun auf die Ausdrücke (2) und (3) 
für h und h' an. Nach (4) ist 

(10) (Ö, ßO^) = (0, BO) {EO, B0‘), 
also 

(11) h’ = li{B0, BO'). 

Wir bezeichnen jetzt, wie schon oben, mit E die Gruppe 
der numerischen Einheiten in 0. Dann ist BE = J?, da die 
numerischen Einheiten unter den funktionalen enthalten sind, 
und jede Zahl, die in EO' enthalten ist, ist in EO^ enthalten. 
Folglich ist EO' der Durchschnitt von 0 und EO'. Wenden 
wir also (7) an, indem wir 0, £0', E an Stelle von 75, C 
setzen, so ist B der Durchschnitt von A und BG und wir 
erhalten : 

(12) {EO, EO') = {EÖ, EEO') = (0, EO'). 

Es ist ferner nach (4): 

(13) (0,75 00 {EO', 0') - (0, OO, 

und wenn wir mit E' die Gruppe der numerischen Einheit in 0', 
also den Durchschnitt von E mit 0' bezeichnen, so daß E' 0' 
— 0' ist: 

{EO', 0') = {EO', E' 0') = {E, E') 

(nach 2), denn E' ist der Durchschnitt von E' 0' und E. 

Also haben wir nach (13) 

(0, EO') {E, E') = (0, OO 

und nach (12) 

{EO, EO') {EE') = (0, OO, . 
also schließlich nach (11): 

(14) {E, E')h' = (0, 0')K 

15. Satz. Die Formel (14) gilt unverändert, wenn 0' 
nicht gerade die Ordnungsgruppe, sondern irgend eine 
in 0 enthaltene Zahlgruppe von endlichem Index (0, OO 
bedeutet, wenn wir zwei Ideale a, ci' nach 0' äquivalent 
nennen, falls ihr Quotient a'/a = rj' eine Zahl in 0' ist. 
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Ist E* die Gruppe der in 0' enthaltenen Einheiten, und 
hat (jE, jB') einen endlichen Wert, so ist die Klassen- 
zahl W endlich und durch die Formel (12) bestimmt. 

Ist z. B. 0 die Gruppe aller Zahlen in (außer 0), 0' die 
Gruppe der Zahlen mit positiver Norm, so ist, falls es überhaupt 
Zahlen mit negativer Norm gibt, (0, O) = 2. Gibt es dann Ein- 
heiten mit negativer Norm, so ist auch (J5, E') — 2. Haben aber alle 
Einheiten positive Norm, so ist (jB, E^) = 1, und wir erhalten 
im ersten Falle E = 7i, im zv^eiten Falle 2E — h. 

Die Äquivalenz nach 0 ist dann die allgemeine Äqui- 
valenz, die nach 0' die verschärfte. 

Kehren wir zu den Ordnungen [ö] zurück und verstehen 
unter 0 die zu Q teilerfremden Zahlen (wenn nötig nur die mit 
positiver Norm), so haben wir (0, 0') im vorigen Paragraphen 
bestimmt. 

Ist die Diskriminante D und ihr Stamm ^ negativ, so gibt 
es im allgemeinen sowohl in E als in nur die zwei Einheiten 
+ 1. In den beiden Ausnahmefällen Zf = —3, — 4 enthält E 
sechs und vier Einheiten, E' aber, wenn § > 1 ist, nur zwei, 
und es ist also (jB, E') = 1 im allgemeinen, (E. E') = 3 im 
Falle ^ — — 3, (IB, E') = 2 im Falle ^ = — 4. Also haben 
wir in diesen Fällen nach § 98, (10): 


(15) 

kh' = Qn 


worin: 



1 = 2, 

für zf = — 4 

(16) 

1 = 3, 

„ z? = -3 


1 = 1, 

„ z^<-4 


Dies ist die Beziehung, die zuerst von Gauss abgeleitet und 
später von Dirichlet auf anderem Wege bestätigt ist. 

Ist z. B. z/ = 1 (mod 4), Q = 2, so ist nach Gaussscher 
Bezeichnung h die Klassenzahl für die Formen zweiter, E die der 
Formen erster Art. Es ist 


(- 


(Z g) 


Also 


= 1, 
= 3, 


z/ = 1 

z/ = 5 


(mod 8), 
(mod 8). 


h' 


/i, z/ = 1 , 

= 3Ä, = 5 

und nur in dem Ausnahmefalle z/ = — 3 kommt h' — h. 
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Ist D positiv, so ist noch. (J5?, J?') zu bestimmen. 

Es sei 

^ 2 

die fundamentale Einheit in 0 und l der kleinste positive Exponent, 
für den . __ 

t U^jD 

~ 2 

in 0' enthalten ist. Dann besteht JE aus den Potenzen +£»’, 
und J!5' aus den Potenzen und es ist 

{E, E^) = X, 

und die Formel (15) gibt die Klassenzahl E» Eine weitere 
Bestimmung läßt sich im allgemeinen für X nicht geben. 

Ist wieder = 1 (mod 4) und ^ = 2, so ist A = 1 oder 

= 3; nämlich = 1, wenn in (17) u gerade ist, und = 3, wenn 

u ungerade ist. Letzteres kann nur Vorkommen, wenn z/ = 5 
(mod 8) ist, und folglich ist für J = l (mod 8) immer A — 1, 
während für z/ = 1 (mod 8) A sowohl = 1 als = 3 sein kann. 
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§ 101. Komposition in den Ordnungen. 


Es sei A die Körperdiskriminante und D = Q^/l die Dis- 
kriminante der Ordnung 

Ist jT = (a, ö, c) eine primitive quadratische Form der 
Diskriminanten 1) mit positivem, zu Q teilerfremdem tr, so können 
wir daraus eine Basisform A in 0 eines zu Q teilerfremden 
Ideals a in folgender Weise bestimmen: 

Wir setzen 


(1) j = + 

(2) JV(A) = a (atl -(- + ci|). 

Bezeichnen wir das durch das Funktional A bestimmte Ideal, 
d. h. den größten gemeinschaftlichen Teiler von 


( 3 ) 


H-V5 


mit Q, so folgt aus (2) 

(4) N(a) = a. 

Hierin ist a die kleinste durch ci teilbare natürlicbe Zahl. 
Denn ist diese kleinste Zahl so muß ein Teiler von a sein, 
also etwa a = % a^. Hierin können %, h keinen gemeinsamen 
Teiler haben, denn sie können erstens nicht alle drei gerade sein, 
weil sonst a = 4 a', & == 2 c = c\ 


D — 4: — 4 a' (?) 

wäre, und 4 müßte in Q aufgehen, entgegen der Annahme, daß 
a zu ^ teilerfremd sei; und ebenso würde ein ungerader ge- 
meinschaftlicher Primteiler von cq, &, % in Q aufgehen. 
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Setzen wir also 






SO wird 

N{Xi) = 

und (t^i, &5 a^c) ist gleicMalls primitiv. Da nun durch a teil- 
bar ist, so muß durch JV(a), d. li. durch a teilbar und mithin 
= a sein. Also ist a primär^ 

Wenn wir in (1) die yD ein für allemal fest bestimmen, 
z. B. positiv reell oder positiv imaginär, so ist die lineare Form X 
durch die quadratische Form T eindeutig bestimmt. Die Form 
des konjugiert^ Ideals würde nicht durch Änderung des Vor- 
zeichens von yZ), sondern von b erhalten. 

Es seien a und b irgend zwei zum Führer Q der Ordnung [Q\ 
die wir jetzt mit 0 bezeichnen wollen, teilerfremde Ideale, und 


V J V — 

seien Basisformen von a und 6 in 0. Aus a und 6 bilden wir 
das Produkt 

ab = c 

mit der Basisform in 0: 


(6) X = ^2 ^2- 

Die m X gehörigen quadratischen Formen mögen in 

7, T bezeichnet sein. 

1 . Wir nennen X aus ^ und v, T aus . ?7 und V zu- 
sammengesetzt oder komponiert. 

Wir setzen: 

T = (a, 6 , c), 

(7) U = (%, 6i, 

7 = (<^2, &2? ^ 2)9 

und unsere Aufgabe ist gelöst, wenn T aus 27 und 7 abgeleitet 
werden kann. 

a äquivalent mit a', 

b „ „ b', 


Ist 


ab 


a'b'. 


so ist auch 
also 

c » 

und wenn also 27, 7 durch äquivalente Formen 27', 7' ersetzt 
werden, so tritt auch an Stelle von T eine äquivalente Form T'. 

Weber, Algebra. III. 24 
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Bezeidmen wir die Klassen in 0, zu denen A, fi, v gehören, 
mit JS, 0 und bezeichnen ebenso die Klassen der quadratischen 
Formen C/, F, T, so heißt auch C aus Ä und B komponiert, 
und man setzt symbolisch 
(8) C = AB. 


Diese Komposition der Klassen ist eindeutig bestimmt, 
wenn irgend drei Repräsentanten ?7, F, T derselben gegeben sind, 
und es genügt also, wenn wir ü, F in ihren Klassen irgendwie 
passend wählen. 

In jeder Idealklasse gibt es Ideale, die zu einem beliebigen 
Ideal relatiy prim sind. Wir nehmen also zunächst a in primär, 
sonst beliebig, dann b gleichfalls primär und relatiy prim, nicht 
nur zu a, sondern zu öti. Dann sind % und relatiy prim 
(denn der größte gemeinschaftliche Teiler d yon und wäre 
relatiy prim zu 6, und folglich wäre durch b teilbar). Daraus 
folgt aber d = weil die kleinste durch 6 teilbare natürliche 
Zahl sein sollte. 

Hat man %, a 2 so bestimmt, so kann man b den beiden 

KoBgruenzen j _ (mod ä«.), 

= öa (mod 202 ) 
gemäß bestimmen, und dann ist 

J) — 4 (Xj a2 c 

durch 4 teilbar. Wir setzen also 

/qn Ü = (c^i, &, (I 2 c), 

^ ^ V — («2, &, «1 C). 

Es ist aia 2 die kleinste durch ab teilbare ganze rationale 
Zahl, und ab ist der größte gemeinschaftliche Teiler von 






folglich ist 

(10) T — {ai ctg, 6, c) 

die aus U und F komponierte Form, und die den quadratischen 
Formen !7, F entsprechenden Linearformen 1, v sind: 


X - — - Ctj 0-2 ^3 ~}^ 

/X =r -[- 

V — “- 1 - 


h-iD 

2 

i-iB 

— 2^ “2, 
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Daraus folgt, mit Rücksiclit auf 




a-i «2 c 1) ■ 


ys. 


(11) 


^ V 


+ 


■ iD 


= % «2 ('^1 ö % '^ 2 ) 

(<^1 % ^2 + <^2 % Vi-\-h il2 V^y 


Macht man also die hilineare Substitution: 


( 12 ) 

SO ergibt sich 

(13) 

und folglich 

(14) 


= Ul Vi C % '^2) 

— üi Ul V2 + ^ ^2 ^21 

^ z=z 

T= UV, 


In der Forderung, daß «i und ag relativ prim sein sollen, 
liegt bisweilen eine gewisse Unbequemlichkeit, z. B. wenn es sich 
um die Komposition einer Form mit sich selbst handelt. 

Lassen wir also die Voraussetzung fallen, daß a zu 6 und 
üi zu (^2 relativ prim seien, halten dagegen an der Annahme 
fest, daß 

(15) ^ D =z= 4 % aa c 

durch 4^1(22 teilbar sei, so gilt die Relation (11) noch, und es 
folgt, daß ab der größte gemeinschaftliche Teiler von 


Ul U^y 


h — iD „ b — in 

2 ’ 2 ’ 


b 


i—iD 

2 


ist (Bd. II, § 160, 2). 

Haben nun %, & keinen gemeinschaftlichen Teiler, so 

kann man der Gleichung 7% -f- Zca 0^2 + ^ ^ = 1 d'u^i’ch ganze 

rationale h genügen, und demnach ist ab auch der größte ge- 
meinschaftliche Teiler von 


(16) 


b — iD 


2. Es ist zu beweisen, daß UiU^ die kleinste durch ab 
teilbare natürliche Zahl ist. 

Setzen wir nämlich diese kleinste Zahl = a, so ist OiU^ 
durch a teilbar, etwa 



=z a a'. 


24 * 
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Bilden wir die beiden Formen 




■iD 


k' = -|- ^ ^2, 

SO folgt: 

jy (A) = ^2 (^1 % “ 1 ~ ^ ^2 “F ^ 

N{}!) — a(a^f + + a' ct^). 

Die beiden Formen (a^ « 2 , &, c), (a, a' c) sind primitiv (weil 
ein gemeinsamer Primteüer von a^, &, c wegen (15) in () anf- 
geben müßte), und es folgt für die absolute Norm: 

Na{^) — a^a^ — N{ah)^ 

Na{l') = a; 

da aber A' durch a b teilbar ist, so muß a durch teilbar und 
mithin a' = l sein. 

Hieraus ergibt sich: 

3. Sind ai, h ohne gemeinsamen Teiler und 
Z) = ?J2 — «2 0^ 

so ist die Form 

T — (üi «2} h <^) 
aus den beiden Formen 


TI — (üi, i, ca^), V — (a2, ö, ca^) 

komponiert. 

Wendet man dies auf zwei entgegengesetzte Formen 

ü = (a, c)^ V = (c, 6, a) 

an, so ergibt sich 

T = (a e, &, 1), 


lind dies ist mit der Hauptform 



1 



äquivalent. 

4 Zwei entgegengesetzte Klassen geben komponiert 
die Hauptklasse. 

Um eine Klasse Ä vuederholt mit sich selbst zusammen- 
zusetzen, wähle man a in Ä so, daß es relativ prim zu D ist, 
und bezeichne mit (a, 5, d) die entsprechende Form. Dann ist 
a relativ prim zu b. Denn wäre d ein Teiler von a und 6, so 
wäre d auch iu D enthalten, also relativ prim zu a. Es wäre 
also auch a\cl durch a teilbar, was, wenn d > 1 ist, der De- 
finition von a widerspricht. 
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Nun kann man aber b so wählen, daß 

(17) = -D (mod 4 a«) 

ist, für ein beliebig großes n. Denn man kann 6 um ein be- 
liebiges Vielfaches von 2 a verändern. Nehmen wir also (17) als 
erfüllt an für einen Exponenten und setzen demgemäß 

(18) — D 4:11^ c, 
so folgt: 

{b -f- 2fea^')2 — D = 4a’^ (c + lib) (mod 4a« + i), 

und wenn man also h aus der Kongruenz c -\-hh^ 0 (mod a) 
bestimmt, so ergibt sich ein der Kongruenz (17) für -j“ f 
genügendes b. 

Da nun b relativ prim zu a ist, so folgt nach 2., daß, wenn 
n 5 m ist, die kleinste durch teilbare natürliche Zahl ist, 
und daraus ergibt sich folgende Kompositionsregel: 

5. Genügt die Form (a, &, a’^c) = U der Bedingung 
(18), und ist m ^ n, so ist 

IJm _ (^w c). 

Hiermit sind die Klassen quadratischer Formen der Dis- 
kriminante ^ zu einer Abelschen Gruppe vereinigt, die mit 
der Gruppe der Idealklassen isomorph ist, und es ist zugleich 
ein Weg angegeben, wie man durch passend gewählte Eepräsen- 
tanten die Komposition in diesen Gruppen wirklich ausführen 
kann i). 


§ 102. Komposition der Ordnungen. 

Eine Ordnung 0 — [Q] im Körper Sl ist durch den Führer Q 
vollständig bestimmt. Es seien Oj, 0^ zwei Ordnungen mit den 
Führern (Jg, und der größte gemeinschaftliche Teiler von Qi 
und sei Q, Ist dann 31 das kleinste gemeinschaftliche Multi- 
plum von Ql und Q 2 , so ist 
( 1 ) Q^ Q 2 = QM. 


Die Einheit in der Gruppe der Klassen bildet die Hauptklasse. 
Über die Komposition der quadratischen Formen ist zu erwähnen: Gauss, 
„Disquisitiones arithmeticae“ , Art. 235 u. f. Diriohlet, De formarum 
binariarum secundi gradus compositione (1851), Werke Bd. 11, S. 105. 
Dirichlet-Dedekind, Vorlesungen über Zahlentheorie, 4, Aufl. , § 145 f. 
Dedekind, Grelles Journal, Bd. 129. H. Weber, Göttinger Nachrichten, 
9. Februar 1907. 
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6. Die zum Führer Q gehörige Ordnung 0 heißt aus 
öl und O2 zusammengesetzt oder komponiert. 

Wir setzen symbolisch 

(2) 0 = Ol O 2 . 

Die Diskriminanten dieser drei Ordnungen sind 

(3) D = A = Q?A A = 

Sind Ql und relativ prim, so ist die aus beiden kom- 
ponierte Ordnung die Hauptordnung Oq. 

Um die Komposition der Ordnungen auszuführen, kann man 
ebenso verfahren, wie im vorigen Paragraphen. Wir setzen 

(4) Ql = Q^'^hi Q 2 

und dann sind mg relativ prim zueinander. 

Es mögen dann a und 6 zwei Ideale bedeuten, die zu Qi Q^ 
relativ prim sind. 

Ist dann 

a äquivalent a' nach Oi, 

so ist 

eine Zahl in Oi, 

a' ^ 

B „ n 

■gf V 2 J7 J? JJ t/.2, 

d, h. 7]i ist nach dem Modul A? V 2 i^^ch dem Modul Q^ mit 
einer rationalen Zahl kongruent. Also sind beide, und folglich 
ihr Produkt, nach dem Modul Q mit einer rationalen Zahl kon- 
gruent und gehören in die Ordnung Q. Demnach ist auch 

c = a6 äquivalent mit c' = a'b' nach 0, 

Es sei ai die kleinste durch a teilbare natürliche Zahl und 
b relativ prim zu cti (folghch auch zu a), und wenn die 
kleinste durch 6 teilbare natürliche Zahl ist, so sind auch «i 
und «2 relativ prim. Man kann dann immer, was auch 61., &2 
sein mögen, den Kongruenzen 

= niib (mod 2%), 

1)2 = »«2 ^ (mod 2 üq) 

genügen und demnach die Basisformen von a und b in der 
Gestalt annehmen: 
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Gcselilochtcr der (.iiiiuli'atisclieii Pormeii. 


§ 103. Darstellung von Zahlen durch quadratische Pormen. 

Eine natürliclio Zahl^^^ heißt durch die primitive Form (ct, &, c) 
mit der Diskriminante I) eigcntlicli darstellbar, wenn es 
zwei relative rrimzalilen .r, y gibt, die die Gleichung 

(1) aoy^ '-p Ixy -J- cy- = m 

erfüllen, und man kann eine mit (a, c) äquivalente Form (fn^n^l) 
linden, deren .Diskriminante 

( 2 ) JJ = -- 

ist. Ist lih durch die Form h. c) darstellbar, so ist. sie auch 
durch jede äcpiivalente Form, also durch jede Form der Klasse J., 
zu der (a, &, c) gehört, d.-irstcllbar. Wir nennen dann m durch 
die Klasse Ä darstellbar. Sind A,A' zwei Klassen, m, m' zwei 
zueinander teilerfremde Zahlen, die durch diese Klasse eigentlich 
darstellbar sind, so ist das Produkt mm' durch die zusammen- 
gesetzte Klasse AA' eigentlich darstellbar. Dies folgt aus den 
Kompositionen der Formen (12), (14), § 101. 

Aus (2) ergab sich: 

(3) = D (mod im). 

Ist n, l) imprimitiv, so kann Z) keine Stammdiskriminante 
sein. Wir bezeichnen, wie bisher, den Stamm von D mit J und 
setzen 

B = 

und der größte gemeinschaftliche Teiler von m^ w, l geht in 
auf. Wir nehmen daher im Folgenden an, m sei relativ prim 
zu und sind dann sicher, daß die durch (2) bestimmte 
Form (m, n, l) primitiv ist. 
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Ist umgekehrt die Kongruenz (3) erfüllt, so kann man 
X) =: — 4mZ setzen und erhält eine Form der Diskrimi- 

nante D, (m, n, ü), durch die m eigentlich darstellbar ist 

1. Die notwendige und hinreichende Bedingung dafür, 
daß eine zu Q teilerfremde Zahl m durch eine Form der 
Diskriminante D eigentlich darstellbar ist, besteht also 
darin, daß die Kongruenz 

(^4) ^ ^ I) (mod 4:m) 

lösbar sei. 

Aus einer Form (a^h^c) erhält man eine Schar äquivalenter 
Formen: 

(ö) (^7 & (7), 

worin l eine beliebige ganze Zahl und G durch die Gleichung 
J) = (h ^ 2 lay — 4 a G 

bestimmt ist und sich gleich aA® -j- & ^ ergibt. Das System (5) 
wird eine Schar paralleler Formen genannt. 

Wenn die Kongruenz (4) erfüllt ist, so ist auch 
^ 2 Aw)2 = D (mod 4w), 

und wir wollen die ganze Schar der Wurzeln von (4), die nach 
dem Modul 2m kongruent sind, als eine Wurzel betrachten. In 
diesem Sinne sei die Anzahl der Wurzeln von (4), die demnach 
sicher endlich ist, mit zu bezeichnen. 

2. Jede Wurzel von (4) gibt Anlaß zu einer Schar 
paralleler Formen, durch die die Zahl m eigentlich dar- 
stellbar ist. 

Die Zahl if (D, m) läßt sich leicht bestimmen. Sind zunächst 
m', m" relativ prim, so ist 

(6) m") = mlm/y 

Denn ist 

(7) = D (mod 4 m'), = D (mod 4 m"), 

und 

X = x’ (mod 2 m'), 

^ ^ = a:" (mod 2 m"), 

so ist — D) : 4 durch m' und durch m", also auch durch m'm" 

teilbar, und die Kongruenz 

(9) x^ = D (mod 4m'm") 

erfüllt. Umgekehrt gibt jede Wurzel der Kongruenz (9) je eine 

Wurzel der beiden Kongruenzen (7). Also erhält man alle 
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Wurzeln von (9) und nur diese, wenn man in (8) die Wurzeln 
x’' von (7) paarweise kombiniert, und daraus folgt (6). 

Nach (6) ist nur noch nötig , die Funktion 'ijj (D, m) für den 
Fall zu bestimmen, daß wz = eine Potenz einer in Q nicht 
auf gellenden Primzahl q ist. Wir brauchen das Symbol (D, n) in 
dem in § 85 erklärten Sinn und unterscheiden drei Fälle: 

1) Wenn g in z/ aufgeht, so ist (J), g) = 0, und die Kon- 
gruenz (3) hat nur dann eine Lösung, wenn k = l ist, nämlich je 
nachdem D gerade oder ungerade, ist x = O oder = q (mod 2 g), 
dagegen keine Lösung, wenn /c > 1 ist, und dies gilt auch für 
g = 2. Denn in diesem Falle müßte Q ungerade, ^ durch 4 
teilbar sein, folglich x gerade. Die Kongruenz 


ist aber nur lösbar für & = 1 , da z:/ : 4 keine Diskriminante ist., 

2) Ist (D, g) = — 1, so ist die Kongruenz (3) nicht lösbar, 
weil dann D quadratischer Nichtrest von g oder (für g = 2) 
von 8 ist. 

3) Ist (D, g) rrr -j-li SO ist D quadratischer Eest von g 
(oder von 8) und die Kongruenz, 

= D mod 4g^ 

hat, wie aus der Zahlentheorie bekannt ist, zwei Wurzeln. 

Wir fassen diese Resultate übersichtlich so zusammen: 

Ist 1) (D,g) = 0, so ist ^(i),g) = 1, t/;(D, g^) = 0 (/c>l), 

„ 2) (D, g) = L 55 55 (-^5 ~ ^ ^ ^ 1 \ 

„ 3) (As) = +1, „ „ tCAa") = 2 / 

WOZU noch kommt: 

(D, 1) 1. 

Nach (Ö) ist also (D, m) immer dann gleich Null, wenn in 
7n eine Primzahl aufgeht, für die (D, g) = — 1 ist, oder wenn 
in m ein Primfaktor von D mehr als einmal aufgeht. 

In den anderen Fällen ist x/^(D, g) eine Potenz von 2, deren 
Exponent gleich der Anzahl der in m, aber nicht in Z) auf- 
gehenden Primzahlen ist. 

Zwischen den Symbolen 'ip (D, m) und (D, m) besteht die 
folgende allgemeine Beziehung immer unter der Voraussetzung, 
daß m relativ prim zu Q ist: 
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Es durchlaufe s die sämtlichen Teiler von m (1 und m ein- 
geschlossen) und fiä ( 3 ie sämtlichen quadratischen Teiler von m; 
dann ist 


( 10 ) 




Ist diese Relation richtig für zwei Zahlen m\ m", die keinen 
gemeinsamen Teiler haben, so folgt sie für m = m'ni". Denn 
haben e', s' und e", a" dieselbe Bedeutung für m' und m'\ wie 
e, £ für m, so sind £ = a' a" die Teiler und — e'a ö"a die 
quadratischen Teiler von m = m'm". Es ist aber nach (6) und 
§85, (8): 


e'2 




e£{B, s') (D, a") = a). 


Hiernach, brauchen wir die Eelation (10) nur noch unter der 
Voraussetzung -zu beweisen, daß m = eine Primzahlpotenz ist. 
Unter dieser Voraussetzung ist aber: 


Ist nun 


n 


rjk — 2 s 




0 ^ s 


7c 


2 ’ 

s = 0, 1, 2, . .., 7c. 


1. (D, ä) = 0, so ist £7P(D, = 1, 

2- (A (() = — 1, „ „ =: 1 (Je gerade), 

= 0 (k ungerade), 

3. (A2).= 1, « « = Ä+l> 

und ebenso groß ergibt sich in den drei Fällen die Summe 


2; (D, 3^); 

0,/c 

denn im Falle 1. hat nur das dem s = 0 entsprechende Glied 
dieser Summe den Wert 1, die anderen yerschwinden; im Falle 2. 
haben die den geraden ' s entsprechenden Glieder den Wert 
+ 1, die anderen den Wert — 1, und im Falle 3. haben alle 
1- Glieder den Wert 4~1- 

Damit ist also die Relation (10) allgemein bewiesen. 
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§ 104. Ciiaraktere und Geschlechter der quadratischen Formen. 

Unter einem Stammteiler 8 einer Diskriminante D wollen 
wir folgendes verstehen (§ 84): 

1. 5 ist eine in D aufgehende Stammdiskriminante. 

2. Der Quotient D : 8 = ist seihst noch Dis- 
kriminante. 

Ein ungerader Stammteiler kann keine anderen Primfaktoren 
enthalten als solche, die in D aufgehen, und keinen mehr als 
einmal; dagegen ist ein beliebiges Produkt aus verschiedenen in 
D auf gehenden ungeraden Primzahlen, mit einem solchen Vor- 
zeichen versehen, daß 8 = 1 (mod 4) wird, immer ein Stammteiler. 
Außerdem kommt noch unter den Stammteilern vor: 

— 4, wenn D = 0, — 4 (mod 16), 

(1) "4“ -D 0, 8 (mod 32), 

— 8, „ X) = 0, — 8 (mod 32), 

Bezeichnen wir also mit dj die ungeraden Stammteiler, so 

ergeben sich die sämtlichen Stammteiler 8: 

1) d = J) = 1 (mod 4), 

~ 4 (mod 16), 

2) d = d\, — 4d,, D = — 4 (mod 16), 

= 16 (mod 32), 

3) 8 = 8,, 8 8„ D= 8 (mod 32), 

4) d = dl, — 8 dl, D = — 8 (mod 32), 

5) d = dl, — 4 dl, D = 0 (mod 32). 

8d„-8di, 

Die Anzahl der Stammteiler (1 als Stammteiler mitgerechnet) 
ist hiernach stets eine Potenz von 2. 

3. Setzen wir sie gleich 2\ so ist A in den Fällen 1), 2), 

3), 4) gleich der Anzahl der in D aufgehenden ver- 
schiedenen Primzahlen, in dem Falle 5) um eins größer. 

Die Stammteiler von D lassen sich durch Anwendung einer 
symbolischen Multiplikation zu einer Abelschen Gruppe machen. 

Wenn nämlich 8,, 8^ zwei Stammteiler von JD sind, so ist 
das Produkt d^ d^ auch eine Diskriminante, aber nicht immer 
eine Stammdiskriminante. Wir bezeichnen mit d den Stamm 
von dl d'a und setzen symbolisch 

(2) 'd===did,. 
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Haben d'j, 8^ keinen gemeinschaftlichen Teiler, so ist diese 
symbolische Multiplikation eine wirkliche. Haben sie aber einen 
gemeinschaftlichen Teiler, so ist noch ein (quadratischer Faktor 
aus dem wahren Produkt dj 8^ abzuwerfen. Setzen wir in (2) 
= ^ 2 , so ist 8 = 1, d. h. es ist jedes Element der Gruppe 
der 8 sich selbst reziprok, und es besteht zugleich mit (2): 

(3) dl = 88,. 

Die Elemente dieser Gruq)pe lassen sich folgendermaßen 
durch eine Basis darstellen (Bd. II, § 11): 

(4) d = 

worin Sj, s„ ... tx die Werte 0 oder 1 haben, und A die oben 
angegebene Bedeutung hat. d^, da, ... 8x sind in dem Falle 1) die 
in D aufgehenden ungeraden Primdiskriminanten ±p, im Falle 2) 
kommt dazu noch — 4, im Falle 3) 8, im Falle 4) — 8, im 
Falle 5) 8 und — 8 (oder — 4 und 8 oder — 4 und — 8). 

Mit Hilfe der Stammteiler werden nun die Charaktere der 
primitiven quadratischen Formen definiert. 

Wir wählen in einer Formenklasse A einen Eepräsentanten 
(a,&,c), in dem a positiv und relativ prim zu D ist. Ist daun eine 
zu B teilerfremde Zahl m durch A darstellbar, so ist 
m = ax'^ -|- hxy -)- cy\ 

(5) 4: am = (2 ax hyY — JDy^. 

Es sei nun d ein Stammteiler von D und m relativ prim 
zu d, so ist, zunächst für ein ungerades d, nach § 86, (14), (16): 

(6) (d, m) = (d, a). 

Diese Relation gilt aber auch für 8 = — 

Denn es ist in diesen Fällen a und m ungerade und nach (1) 
und (5): 

d = — 4 dl, D = 0, — 4 (mod 16), am = 1 (mod 4), 

d = 8 dl, D = 0, 8 (mod 32), am = +l (mod 8), 

d = — 8 dl, i) = 0, — 8 (mod 32), am =1,3 (mod 8), 

woraus nach § 85 auch für diese Fälle die Gleichung (6) folgt, 
die danach allgemein bewiesen ist. 

4. Der Wert des Symbols (d, w) ist also nicht von 
der Zahl m, sondern nur von der Formenklasse A abhängig, 
durch die m darstellbar ist. Es wird der zum Stamm- 
teiler d gehörige Charakter dieser Klasse genannt und 
mit %(d, A) bezeichnet. 
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Es gilt zunäciist für jede beliebige Klasse Ä und für beliebige 
Stammteiler d, dg* 

(7) = h 

( 8 ) X (^ 1 , - 4 ) Z (^ 2 . ^) = X ^ 2 , 

(9) A) = l, 

•worin 5id2 das oben definierte symbolische Produkt ist und A(^ 
die Hauptklasse bedeutet, durch die die Zahl 1 darstellbar ist. 
Sind für eine Klasse Ä die Charaktere % (dj, JL), % (dg, Ä) 

A) gegeben, so sind nach (4) und (8) alle %(d, A) bestimmt. 
Jeder dieser Charaktere kann aber = --j- 1 oder = — 1 sein, 
und so ergeben sich 2^ mögliche Bestimmungen über die Charaktere. 
Diese sind aber nicht voneinander unabhängig. 

Denn es folgt aus (5) 

JDy^ — (2ax byY (mod 4 m), 
und daraus folgt, wenn man m relaliv prim zu a, folglich zu y 
annimmt : 

(D y\ m) — (z/, m) = 1. 

Daraus ergibt sich, daß für jede Klasse A 

(10) %{A,A) = +1. 

Nun läßt sich zu jedem Stammteiler d ein bestimmter, von 
d verschiedener komplementärer Stammteiler d' so bestimmen, 
daß im Sinne der symbolischen Multiplikation 

(11) dd' = A 

ist. Das Komplement von d' ist wieder d, und jeder Primteiler, 
der in d und d' zugleich aufgeht, muß in Q aufgehen. 

Daraus folgt nach (10) für jede Klasse A: 

( 12 ) . tip.Ä) = %(8\Ä), 

und hiernach ist die Anzahl der möglichen Bestimmungen über 
die I (d, A) nur noch 2^“^. 

Man vereinigt in ein Geschlecht (Genus) alle Formen- 
klassen AL, in denen sämtliche Charaktere % (d, A) übereinstimmen, 
und gelangt zu dem Resultate: 

5. Die Anzahl der existierenden Geschlechter ist 
höchstens gleich 2^— h 

Ob die Anzahl der existierenden Geschlechter wirklich so 
groß ist, ist eine tiefere Frage, auf die wir später zurückkommen. 
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Wenn die Klasse A ans der Klasse A', A" komponiert ist, 
so ist symbolisch 

A = A'A". 

Sei »»', m" durch die Klasse A\ A" darstellbar, und nehmen 
wir «»', m" relativ prim, so ist m = m'm" durch A darstellbar 
(§ 103), und daraus ergibt sich für die Charaktere die Formel: 

(13) t (d, A'A") = I (d, A') X (d, A"). 

Nach 1 . ist das Symbol x (d, J) durch irgend eine zu d 
teilerfremde, durch A eigentlich darstellbare Zahl m bestimmt, 
und wir definieren daher die Charaktere dieser Zahlen m durch 

(14) z= x{d, A). 

Es ist aber zweckmäßig, daß man sich noch von der Vor- 
aussetzung frei macht, daß m zu d relativ prim sei, und dies 
kann auf folgende Weise geschehen. An der Voraussetzung, daß 
m relativ prim zu Q sei, soll aber festgehalten werden. 

Ist m durch die Klasse A eigentlich darstellbar, so können 
wir in A einen Repräsentanten 

(15) (p = (m, B, G) 
finden. Wir zerlegen m in zwei Faktoren 

(16) m = nn', 

so daß n und n' teilerfremd sind und n relativ prim zu d, n' 
relativ prim zu d' ist. 

Dies ist immer möglich, meist auf mehrere Arten, da nach 
Voraussetzung m relativ prim zu Q ist, und also iw, d, d' keinen 
gemeinschaftlichen Teiler haben. Man nehme z. B. in n die in 
d' aufgehenden Primzahlen in so hohen Potenzen auf, als sie 
in m enthalten sind, und außerdem noch die Primzahlpotenzen, 
die zu d teilerfremd sind. 

Dann ist die Form 9 aus den beiden Formen 
(«, B, On') (w', ü, Cn) 

komponiert, deren Charaktere nach (12) und 4. durch 

(d, n), (d' n') 

bestimmt sind, und es ist also nach (13): 

(17) %(d,j.) = (d,M)(d',w'). 

tlierin kann aber aucb noch die Forderung aufgegeben 
werden, daß m durch A eigentlich darstellbar sei; denn ein 
gemeinsamer Teiler von o?, y (relativ prim zu gibt einen 
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quadratischen Teiler Yon den man wieder in zwei teilerfremde 
quadratische Faktoren zerlegt, von denen der eine zu i?, der andere 
zu genommen wird, und dadurch ändern sich (d, n) und 
(ß\ n!) nicht. 

Man kann hiernach einen Charakter % (d, n) einer beliebigen 
zu Q teilerfremden Zahl folgendermaßen bestimmen. 

Man setze: 

(18) n = 8n' 

und verstehe unter b das Produkt der in n aufgehenden Potenzen 
solcher Primzahlen, die zugleich in d aufgehen; dann ist a relativ 
prim zu d' und n’ relativ prim zu d, und man setze: 

(19) :K(d,.l) = (ö^a)(d,.^0, 

wodurch % (d, n) eindeutig und immer von Null verschieden be- 
stimmt ist. Ist dann (a, &, c) ein Repräsentant der Klasse 
so ist 

(20) % {8, a hxy cy^) = %{ß, J.), 

worin y beliebige ganze Zahlen mit oder ohne gemeinsamen 
Teiler sind, für die ax- hx y cy^ teilerfremd zu Q wird. 

Über das so definierte Symbol % (d, n) gilt eine Reihe von 
Sätzen, die wir noch ableiten müssen. 

6. Sind und n .2 irgend zwei zu Q teilerfremde 
Zahlen, so ist 

(21) % (ö, wi) % {8, n^) = % (ö, ni n^. 

Denn setzen wir nach (18) 

so ist 

und dies geht in (18) über, wenn man n b — 

= n[n 2 setzt. Also folgt (21) aus § 103 (8). 

7. Läßt man e die Reihe der Divisoren von n durch- 
laufen, und setzt n = ee\ so ist 

(22) X iS, n) I! (D, e) = 2 {8, e) (8', e'). 

Wenn die Formel (22) für n = % und n = Wg gilt, so gilt 
sie, unter der Voraussetzung, daß relativ prim sind, auch 

für n — [nach (21)]; sie braucht also nur noch für eine 
Primzahlpotenz n — bewiesen zu werden, wenn jp nicht in Q 
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aufgellt. In diesem Falle ist aber (I>, jp®) = (/l, p®) [§ 85 (9)], 
und es ist also zu beweisen: 

X {d, 21*«) i:(Ap^) = 2 (d, p^) (d', p^-^). 

0* Ic Oj Ic 

’ ^ r«i 

Gellt nun p niclit in d auf, so ist 
X(d,p^‘) = 

und wenn man reclits jedes Glied unter dem Summenzeichen mit 
(#, — 1 multipliziert, so erhält man übereinstimmend mit 

der linken Seite 

Geht aber p in d und folglich nicht in ö' auf, so ist % (ö, 

= (ö^, p^), multipliziert man also ebenso mit (d', so folgt 
das gleiche, wodurch (22) bewiesen ist. 

8. Ist %(8^ n) von %(d\ n) verschieden, so ist 

(23) e) = 0, Z(d, e) (d', e') = 0. 

Denn da sich die beiden Summen nicht ändern, wenn d mit 
d' vertauscht wird, so folgt dies aus (22). 

9. Sind dl, dg zwei Stammteiler von JD und 8i8^ ihr 
symbolisches Produkt, so ist 

(24) % (^1, n) % (^2, 'y^) = % (ßi w)- 

Diese Formel braucht wegen (21) nur für den Fall bewiesen 
zu werden, daß n eine Primzahl ist. 

Es ist aber symbolisch 

(d,d,)' = dldü = djda, 

und hiernach ergibt sich (24) leicht aus der Definition (19). 

§ 105. Anwendung des Legendreselien Symbols. 

Will man sich der bekannteren Bezeichnung nach Legendre 
und Jacohi bedienen; so gestaltet sich die Sache folgendermaßen. 

Bedeutet l eine ungerade Primzahl und a eine durch l nicht 
teilbare Zahl, so ist nach Legendre: 

( 1 ) = 

wenn a quadratischer Rest von l ist, 

(t) = -‘' 
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wenn a quadratisclier Niclitrest von l ist, nnd nach, der von 
Jacobi eingeführten erweiterten Definition dieses Symbols ist 

Ist ferner a ungerade, so ist 

(^) 

und daraus, wenn relativ prim zu m sind: 

/a\ /&\ fah...\ 


\mj \mj \ m 


ist JD eine Diskriminante und a eine zu 2 D teilerfremde Zahl, 
die durch eine Form <p der Diskriminante D eigentlich dar- 
stellbar ist, ferner l eine in D aufgehende ungerade Primzahl, 

so ist der Wert des Symbols nicht von der besonderen 

Zahl a, sondern nur von der Formenklasse A, zu der cp gehört, 
abhängig. Dasselbe gilt von 


(-A) mod 

n = 0, 

— 4 

(mod 16), 

(5) (1) 

I) = 0, 

81 


I n\ 


1 

i 

(mod 32). 

(^) 

I) = 0, 

-sj 


Hieraus lassen sich 

die Charaktere der Formenklassen 


znsammensetzen. 

Wir werden bei einer späteren Anwendung den Fall be- 
sonders zu berücksichtigen haben, daß D durch 4 teilbar ist. 
Wir setzen daher: 


( 6 ) 


D = — 4ml), 


und erhalten für diesen Fall, wenn ü, l\ ... die verschiedenen 
in m aufgehenden ungeraden Primzahlen sind, die folgenden 
Charaktere: 


Kach der Bezeicänung von Gauss: Formen erster Art der Deter- 
minante — w. 





Anwendung des Legendr esoben Symbols. 


ir Kvp 


m = 3 (mod 4), 
m = 1 (mod 4), 
m = 4 (mod 8), 
w = 6 (mod 8), 
m = 2 (mod 8), 
m = 0 (mod S). 


Die Anzahl dieser Grundcharaktere ist, wie man -sieht, gleich 
der in § 104, 3. näher bestimmten Zahl X und die Anzahl der 
Vorzeichenkombinationen ist gleich 2\ 

Die Abhängigkeit zwischen diesen Charakteren kann man so 
darstellen. 

Ist 

m = D = •==. — 

und die größte in m aufgehende Quadratzahl, so ist 
J = — m', wenn m' = 3 (mod 4), 

^ ^ J = — 4 m' ,5 m' ~ 1, 2 (mod 4); 

im ersten Fall ist m’ ungerade und nicht gleich 1, also gleich 
einer der Primzahlen l oder gleich einem Produkt aus mehreren 
von ihnen, und aus 

/^\ /—m'\ /a\ 


?)=>• 


worin das Eeziprozitätsgesetz der quadratischen Reste angewandt 
ist, ergibt sich eine Relation zwischen den Charakteren. 

Im zweiten Fall ist bei ungeradem m' 


und dies ist wieder ein Produkt mehrerer der Charaktere (7), 
und ist endlich m' — 2 m" gerade, so ist 




wo das Zeichen + so bestimmt wird, daß im" = 1 (mod 4) wird. 
Also ist wiederum die Anzahl der Geschlechter höchstens = 2^~”h 
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§ 106 . Die Geschlecliter der Idealklassen. 

In § 100 haben wir gesehen, wie wir aus einer Zahlgrup23e 
im Körper Einteilungen der Ideale in Klassen ableiten können, 
und wie für diese Einteilungen die Klassenzahl zu bestimmen ist. 

Wir wollen hier auch die Einteilung in Geschlechter aus 
diesem Gesichtspunkte betrachten. 

Um unsere Betrachtungen gleich auf die Ordnungen aus- 
dehnen zu können, scheiden wir von dem Gebiet der natür- 
lichen Zahlen zunächst alle Zahlen aus, die mit irgend einer 
beliebig angenommenen Zahl S einen gemeinschaftlichen Teiler 
haben. 

Hierauf ‘nehmen wir einen positiven rationalen Modul und 
nehmen in S unter anderen alle Primzahlen auf, die in m ent- 
halten sind. 

Damit sind also alle Zahlen ausgeschieden, die einen gemein- 
schaftlichen Teiler mit ni haben. 

Aus den übrigbleibenden Zahlen und ihren Quotienten 
kann man eine Gruppe rationaler Brüche bilden, die wir mit 
Z bezeichnen wollen. 

Ersetzen wir (nach Gauss) eine Zahl a-^ durch die 
ganze Zahl, die, mit a multipliziert, eine der Einheit 
kongruente Zahl ergibt, so können wir die Lehre von 
der Kongruenz nach dem Modul m ohne weiteres auf 
die gebrochenen Zahlen Z übertragen. 

Sind dann afh und üi/b^ Brüche in Z, so ist a/b = 
wenn abi = aib im gewöhnlichen Sinne ist. 

Vereinigen wir also alle untereinander kongruenten Zahlen 
in Z in eine Klasse, so zerfällt Z in 9) (m)- Zahlklassen, deren 
jede durch eine ganze rationale Zahl repräsentiert werden kann. 

Ist M die Gruppe der Zahlen a aus Z^ die der Bedingung 

a = 1 (mod m) 

genügen, so sind die Zahlklassen (modulo m) die Nebengruppen 
zu My und es ist 

(1) (Z, M) = ,p(m). 

Wir betrachten nun, wie im § 98, die Gruppen 0 der ganzen 
und gebrochenen Zahlen oj des quadratischen Körpers oder 
einer Ordnung [Q] dieses Körpers, von denen wir alle 
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Zahlen ausschließen, die im Zähler oder im Nenner nicht 
relativ prim zu S sind. (Im Falle der Ordnungen müssen 
die Primfaktoren des Führers ^ in S enthalten sein.) 

Wir bilden nun aus M einen Teiler in den wir alle 
Zahlen a aufnehmen, die einer Kongruenz 
( 2 ) N (co) = a (mod m) . 

genügen, d. h. für die eine Zahl co in 0 existiert, deren Norm 
mit a kongruent ist. 

1 . Diese Zahlen heißen Normenreste für den Modul m. 

Aus der Definition der Normenreste ergibt sich, daß die 
Normenreste der Multiplikation und Division gegenüber eine 
Gruppe bilden. 

Ferner ergibt sich, daß jedes Quadrat und jeder quadra- 
tische Best (modulo m) zugleich Normenrest ist, daß also 
jeder Normennichtrest zugleich quadratischer Nichtrest 
ist. Aus der Gruppennatur von Ä folgt: 

Das Produkt aus Normenrest und Normenrest ist 
Normenrest. 

Das Produkt aus Normenrest und Normennichtrest 
ist Normennichtrest. 

Die Gruppe der Normenreste hat stets einen endlichen Index 
(Z, At), denn sie vereinigt in sich ganze Zahlklassen nach dem 
Modul 771, deren Anzahl endlich ist. 

§ 107. Zusammensetzung der ISTormenrestgruppen. 

Wir vs^ollen zwei Moduln mi, ^2 betrachten, die zueinander 
relativ prim sind, und bezeichnen die Gruppen der Noxmenreste 
von mi und mit und Setzen wir für den Augenblick 

(Z, JLi) = II 

und zerlegen 

( 1 ) Z — ai Al Al Ai, 

so können wir die Ui, ..., Oa durch beliebige nach dem 
Modul Ml kongruente Zahlen ersetzen. Da wq und relativ 
prim vorausgesetzt sind, so lassen sich, welches auch die rationalen 
Zahlen Ci seien, rationale cci aus den Kongruenzen 
ai Xi mi = Ci (mod'ma) 

bestimmen, und man kann also die ai so wählen, daß sie in A^ 
enthalten sind. Man kann also jede Zahl ^ in ^ als Produkt 
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einer Zalil in mit einer ZaTil in Ä 2 darstellen, was wir sym- 
bolisch durch 

( 2 ) Z=A,Ä, 

ausdrücken. 

Der Durchschnitt A der Gruppen A-^ und A^ enthält alle 
und nur die Zahlen, die zugleich Normenreste von und von 
^)^2 sind, und wir beweisen, daß A die Gruppe der Normenreste m 

( 3 ) m = mi 
ist. 

Ist nämlich a eine Zahl, die Zugleich in A^ und in A^ enthalten 
ist, so gibt es zwei Zahlen Oj, 03 in 0, die den Bedingungen 
JV(roi) = a (mod wj, 

^ ^ N(g} 2 ) = a (mod m.^) 

genügen. Es lassen sich nun zwei rationale Zahlen X 2 so be- 
stimmen, daß 

= l (mod ^i), X 2 = 0 (mod m{)^ 

= 0 (mod = 1 (mod mg), 

und wenn wir dann also 

CD = iTi “)- X3 CO2 

setzen, so ist 

.g, N{e}) = N (oi) = a (mod m^), 

^ ^ = N(a)^ = a (mod Wq), 

und da und relativ prim sind, so ist auch 

(6) N{(d) = a (mod m), 

also a Normenrest von m. Umgekehrt ist ein Normenrest von 
m zugleich Normenrest jedes Teilers von m, also auch von 
und 

Hieraus ergibt sich nun mit Hilfe der Sätze 13. und 14., § 100: 
(^) ^1) = (^1-^2) ^1) = (-4-1^25 A-^Ä) = (^2, A)^ 

(Z,A) =(Z,A2)(A2,A) = (Z,A)(Z,A2% 

und wir haben die Beziehung: 

( 7 ) (Z, A) = {Z, AO {Z, A 2 ). 

Damit ist die Frage nach den Normenresten auf den Fall 
zurückgeführt, daß der Modul eine Primzahlpotenz ist. 

§ 108 . ISTormenreste der Primzahlpotenzen. 

Es sei 0 eine Ordnungsgruppe im Körper Sl (§ 98) und P, 
die Gruppen der rationalen Zahlen, die relativ prim zur Diskri- 
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minante i) dieser Ordnung und zugleich Normenreste einer Prina- 
zahl p in bezug auf diese Ordnung sind, d. L der Zahlen a, 
die der Bedingung 

(1) N(g)) ^ a (mod p) 

für eine Zahl co der Ordnung 0 genügen. Es gilt zunächst 

der Satz: 

1. Wenn^) nicht in D aufgeh.t, so ist jede Zahl a in 
Z Normenrest. 

Es braucht dies nur bewiesen zu werden für den Fall, daß 
a ein quadratischer Nichtrest ist, da ja jeder quadratischer 
Kest zugleich Normenrest ist. 

Es sei also p ein in p aufgehendes Primideal des Körpers Sl, 
Ist dann D quadratischer Rest von jp, so ist p vom ersten 
Grade (§ 92), und jede Zahl ist nach dem Modul p mit einer 
rationalen Zahl kongruent. 

Da p nicht in D aufgeht, so ist das zu p konjugierte Ideal p' 
von p verschieden, und wir können eine Zahl co in 0 finden, die 
den Kongruenzen: 

03 = a (mod -j)), 

= 1 (mod p') 1) 

genügt (Bd. II, § 166). Ist dann 03 ' zu 03 konjugiert, so ist 
03 = a, 03 ' = 1 (mod p)^ 

und folglich 

N{w) = a (mod p). 

Ist aber D quadratischer Nichtrest von jp, so ist p = p^ und 

— 1 

D~ = — 1 (mod jp), folglich und für jede Zahl 

in 0 

, V 03r = 03 ' (mod jp), 

^ ^ N((X)) = 03^ + ^ (mod p). 

Ist nun y eine primitive Wurzel von p im Körper SU,, so ist 
c = (mod p) eine primitive Wurzel von p im Körper der 
rationalen Zahlen (Bd. II, § 167). 

Setzen wir also 

(3) + 03 = y^ (mod p), 

so ist nach (2) iV*(o3) = a (mod p) und unser Satz somit bewiesen. 


Setzt man w = wo tt eine durcli p , aber nicht durch 

teilbare Zahl ist, so kann man die Zahl ^ aus der Kongruenz a-\~-^7tQ = l 
(mod ^3') bestimmen, nnd w gehört wegen des Faktors Q zur Ordnung 0. 


i 

1 
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2. Ist p eine in D aufgetende ungerade Primzahl, 
so ist a dann und nur dann Normenrest, wenn a quadra- 
tischer Best von jp ist. 

Das ergibt sich unmittelbar aus der Bedingung für die 
Normenreste : 

(4) — Dy^ = 4: a (mod p)^ 

die sich in diesem Fall auf = 4= a (mod p) reduziert. 

Die Primzahl 2 kommt nicht in Betracht, weil x^ = a (mod 2) 
immer lösbar ist, wohl aber die Moduln 4 und 8. Ist D un- 
gerade, so ist D = 1 (mod 4), und die Bedingung für einen 
Normenrest a ist: 

f = a (mod 4) oder (mod 8), 

und diese Kongruenz ist für jedes ungerade a lösbar (durch 
gerade y\ also: 

B. Geht 4 in i> nicht auf, so ist jede ungerade Zahl a 
Normenrest von 4 und von 8. 

Ist D durch 4 teilbar, so ist die Bedingung für einen 
Normenrest a die Möglichkeit der Kongruenz: 

(5) ^ ~ a (mod 4) oder (mod 8). 

Da a ungerade ist, so können x und Dy^f4: nicht beide 
ungerade sein. 

Geht man hiernach die einzelnen Fälle durch, so ergibt sich 
a = 1 (mod 4), a = 1 (mod 8), 

keine Bedingung für a, 

a = +1, — 1 (mod 8), 

a = 1 (mod 4), a = ^1, 5 (mod 8), 

a = 1 (mod 4), a = -f-l, 5 (mod 8), 

keine Bedingung für a, 

^ = H-ij 

a = l (mod 4), a = -f-l. 


j = 0 (mod 8), 

j = 1 (mod 8), 

j = 2 (mod 8), 

I ~ 3 (mod 8), 

j = 4 (mod 8), 

j = 5 (mod 8), 
D 

-j- = 6 (mod 8), 
j = 7 (mod 8), 


3 (mod 8), 
5 (mod 8). 
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Danach haben wir: 

4. Ist \D = 1 (mod 8), so ist jede ungerade Zahl 
Normenrest von 4 und von 8. 

Ist = 0 (mod 8), so sind nur die Zahlen von der 
Form 4^ -f- 1 Normenreste von 4 und die Zahlen der 
Form 8^^+ 1 Normenreste von 8, 

Ist \D = 2 (mod 4), so sind alle ungeraden Zahlen 
Normenreste von 4. 

Ist \B = 2, oder = 6 (mod 8), so sind im ersten Fall 
die Zahlen 8^ + 1? 8n — ,1, im zweiten Fall die Zahlen 
8n 4“ 1, -j- 3 Normenreste von 8. 

Ist fD = 3, 4, 7 (mod 8), so sind alle und nur die 
Zahlen der Form 4n 1 Normenreste von 4 und von 8, 

5. Ist p eine ungerade Primzahl, und ein durch p 
nicht teilbares a Normenrest von p^^ (für irgend einen 
positiven Exponenten /c), so ist a auch Normenrest 
von 

Zum Beweis sei 

N{(d) = a 

0)1 = £0 (1 + xp ^), 
worin oo rational. Folglich 

JSf (coi) = (a -f- &) (1 + xp^)% 

= a p^‘^(b aai) (modjp^+^), 
und wenn x aus der Kongruenz h ax = 0 (mod p) bestimmt 
wird, so folgt 

N{coi) = a (mod + 

6. Ist B ungerade, so gilt dasselbe auch noch für 

p — 2. 

Denn in diesem Falle ist jedes ungerade a Normenrest von 8. 
Man setze also 

N (p) = a -|- 2^ ^ ^ 3 , 

(D: = « (l 4 2^^^« 

N{pi) = {a 2^h) (1 -f- 2^x) (mod 2^+^), 
und wenn man ax b = 0 (mod 2) annimmt, so folgt 
N{(dA) = a (mod 2^+^). 

7. Ist B gerade und a Normenrest von 2^ ^ 8, so ist 
a auch Normenrest von 2^^=+^ 
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Denn man setze 


N(co) = a + 2^0, 

co^ = G} (1 -|- 2^-1 Äl), 

worin x rational. Dann ist 2 fc — 2 > fc, und folglich 
N{c)i) = (a “]- 2^0) (1 -(- 2^x) (mod 2^+^); 

= a (i -j- ö ^); 

wenn also 

ax b = Ö (mod 2), 

^(“i) = öü (mod 2^*^+^). 

Ans alledem ergibt sich nun folgender Satz: 

8. Ist eine Zahl r in ^ quadratischer Eest jeder in 
D anfgehenden ungeraden Primzahl, und ist außerdem 
bei geraden D 

(r ^ l (mod 8) falls ^ = 0 (mod 8), 


a) 


-)-l, — 1 (mod 8) 
1, 3 (mod 8) 


4 

D 

4 

D 

4 


T = 2 (mod 8), 
6 (mod 8), 


h) r — +1, >4^ (mod 4) „ j= 3, 4, 7 (mod 8), 

so ist r Normenrest von jedem beliebigen zu r teiler- 
fremden Modul m. 

Diese Zahlen r bilden eine Gruppe JJ, die wir die Gruppe 
der absoluten Normenreste nennen. 

Ist b ein fester quadratischer Nichtrest der ungeraden Prim- 
zahl p, und ß eine Zahl in Z, so ist entweder s: oder b~-‘^^ 
in der Gruppe der Normenreste enthalten. Ist also P die Gruppe 
der Normenreste von so ist 

(Z, P) = 1, wenn jp nicht in D auf geht, 

(Z, P) = 2, wenn p in D aufgeht, 
ferner, wenn L die Gruppe der Normenreste von 2^' ist: 

(Z^ P) = 1, D = 1 (mod 4), 

D = 4, 20 (mod 32), 

(Z, i) = 2, P = 8, 12, 16, 24, 28 (mod 32), 
(Z; L) = 4, P = 0 (mod 32)1). 


Es ist niclit zu befürcMen, daß das in § 99 und in Bd. II, § 21 
erklärte Symbol (Z^ P) für den Index eines Teilers einer Gruppe mit dem 
in § 85 äiinlicb. bezeicbneten ei'weiterten Eegendre- Jacobiscben Symbol 
verwechselt werde. 


I 


I 
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1 1 ,/^ 


§ 109 . 


9. Bezeichnen wir also mit v die Anzahl der ver- 
schiedenen ungeraden in D anfgehenden Primzahlen, so 
ist nach § 98, 12. 


{Z, M) = 2^ 

D = 1 (mod 4), D 

= 4 (mod 16), 

{Z, B) = 2^+^ 

D = 8, 12, 16, 24, 28 

(mod 32), 

{Z, B) = 2-+^ 

I> = 0 (mod 32), 


oder allgemein 




(^, B) = 2^ 



wo ^ dieselbe Bedeutung hat wie in § 104, 3. 

Diese Zahl stimmt, wie man sieht, mit der Anzahl der 
Stammteiler von 1) überein, und aus 8. folgt, daß ein absoluter 
Normenrest r diese Eigenschaft behält, wenn r um ein Yielfaches 
von D vermehrt wird. 

Daraus der Satz: 

10. Die absoluten Normenreste sind in einer end- 
lichen Anzahl von arithmetischen Progressionen, die 
nach Vielfachen von D fortschreiten, enthalten. 

Die in D aufgehenden ungeraden Primzahlen und in den 
Fällen a) und b) von Nr. 8 die Zahl 8 oder 4 heißen die charak- 
teristischen Primzahlen und Primzahlpotenzen der Ord- 
nung. 


§ 109. Die G-eschleohter der Ideale. 

Nach dem Vorigen können wir die Gesamtheit der rationalen 
Zahlen 0 ^ mit Ausschluß derer, die zu D im Zähler oder Nenner 
nicht relativ prim sind, in ^ Klassen (Nebengruppen) zerlegen, 
wobei 

(1) . iJ) = 

der oben bestimmte Wei’t ist. Hiernach ist: 

(2) = JJ + Ei + 

Wenn eine Zahl 0 in eine dieser Nebengruppen gehört, so 
gehören alle mit 0 nach dem Modul D kongruenten Zahlen in 
dieselbe Nebengruppe. 

11. Die Hauptklasse B der Normenreste ist bei der 
Multiplikation und Division eine Gruppe. 

Gehört r in die Hauptklasse iJ, so gehören zwei Zahlen 0 
und r 0 in ein und dieselbe Klasse. 

Die Gesamtheit der zu D teilerfremden ganzen und 
hrochenen Ideale a des Körpers bilden auch eine Gruppe 0. 
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12. Wir teilen die Ideale a in Geschlechter ß, 

ein, indem wir alle Ideale deren Normen N{Ov) in einer 
Klasse Ev enthalten sind, in ein Geschlecht Gv vereinigen. 

13. Die Ideale, deren Normen zugleich Normenreste r 
sind, gehören dem Hauptgeschlecht G an, und das Haupt- 
geschlecht ist seihst eine Gruppe. 

Wollen wir gleich die Ordnungen berücksichtigen, so müssen 
wir auch Äquivalenz nach der Ordnung [Q] zulassen (§ 100), 
was ja (für § 1) die allgemeine Äquivalenz einschließt. Dann 

gilt das Folgende: 

14. Die Ideale der Hauptklasse gehören dem Haupt- 
geschlecht an, und äquivalente Ideale haben dasselbe 
Geschlecht. 

Denn ist a äquivalent mit Qi, so gibt es eine Zahl rj in [Q], 
für die a = ist; folglich ist N(c[) = N(yi)N(cii) und N(7}) ist 
eine Zahl in JR. Folglich gehören a und Ci nach 13. in dasselbe 
Geschlecht. Die Geschlechter umfassen daher nicht bloß die 
einzelnen Ideale, sondern die Idealklassen. 

Damit eine Zahl a aus Z Idealnorm sein kann, ist eine 
gewisse Bedingung zu erfüllen. Ist nämlich 

(3) a = N(a), 

und zunächst a ein primäres ganzes Ideal, so ist nach § 91 

(4) ^ = Ja — 4 ^ <2- 

worin &, c ganze rationale Zahlen sind, und folglich ist 

(5) (Zf, a) = +l. 

Ist a nicht primär, sondern gleich mciQ mit primärem Oq, und 
ao = W(ao), so ist a = und folglich muß nach § 85, (15) 

auch hier die Bedingung (5) befriedigt sein, und das gleiche ergibt 
sich auch für gebrochene Zahlen, wenn Zähler und Nenner relativ 
prim zu D sind, wenn man in (5) a als ganzzahligen Eepräsen- 
tanten seiner Klasse nach dem Modul JD ansieht. 

Da es nun Zahlen a gibt, für die a) = — 1 ist, so 
kann nicht jede Zahl in Z Norm eines Ideals sein, und die Anzahl 
der Geschlechter ist also kleiner als (i. Sie muß ein Teiler von 
ia, d. h. eine Potenz von 2 sein, und folglich haben wir den Satz: 

15. DieAnzahl g der Geschlechter ist höchstens gleich 

also der Hälfte der in 9. bestimmten Zahl. 
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§ 109 . 

Daß diese Zahl wirklich die genaue Anzahl der Geschlechter 
ist, werden wir später beweisen. Wir bemerken hierzu noch 
folgendes: 

Die Tatsache, daß es für jedes A Zahlen a gibt, für die 
(z/, d) ■= — 1 ist, folgt aus dem Reziprozitätsgesetze der quadra- 
tischen Reste. Kann man, ohne dieses Gesetz vorauszusetzen, die 
Existenz solcher Zahlen a nachweisen, so läßt sich umgekehrt 
dadurch ein Beweis des Reziprozitätsgesetzes ableiten. In dieser 
Weise hat Gauss seinen zweiten Beweis dieses Gesetzes her- 
geleitet (Vgl. Dirichlet-Dedekind, § 152 ff.) 

Ist r ein Normenrest und d irgend ein Stammteiler von D, 
so ist 

(6) N(g}) = - — = r (mod d) 
und folglich, wenn r relativ prim zu d ist, 

(7) ■ (d, r) rrrr -j-l. 

Für ungerade d ist dies evident, für die geraden folgt es 
leicht in den verschiedenen Fällen von § 108. Wir setzen also 
allgemein, wenn ^ relativ prim zu II ist: 

( 8 ) = 4 

Dann ist (d, r) = l für jede Zahl r der Gruppe der ab- 
soluten Noi^menreste, und allgemein ist 
(9) 

Für alle Ideale a des Hauptgeschlechtes, die zu D teiler- 
fremd sind, ist 

und daraus folgt, daß %[IV'(o)] für alle Ideale a eines Ge- 
schlechtes einen und denselben Wert %(6r) hat 

Diese Funktionen sind also die Charaktere der Gruppe 
der Geschlechter. 



Sechzehnter Abschnitt. 


KlassenzaM in quadratischen Körpern. 


§ 110. fundamentale Einheiten in den Ordnungen. 

Die Theorie der Einheiten, die wir allgemein in Bd. II, § 191 
auseinandergesetzt haben, nimmt für die quadratischen Körper 
eine einfachere Gestalt an, muß aber andererseits erweitert und 
für die Ordnungen ausgebildet werden. 

Die ganzen Zahlen der Ordnung 0 mit der Dishriminante D 
sind nach § 96, (6) in der Form Xi 0 enthalten, worin 

(j = lyD, wenn D = 0 (mod 4), 

0 = ^ ^ 4 ), 

und Xi^ 0^2 ganze rationale Zahlen sind. 

Eine solche Zahl e ist eine Einheit, wenn 

(1) = (^1 "h ^ 26 ) {Xi 4“ x.iO-) = +1 
ist. Hierfür ergibt sich die Bedingung 

( 2 ) x^ — x,^D = ±4:. 

Ist D negativ, so kann hier nur das positive Zeichen stehen, 
und es gibt im allgemeinen nur die zwei Lösungen a; = +2, 
y 0 und in den beiden Ausnahmefällen die vier oder sechs 

Lösungen: 

D = —4, Xi — +2, x^ == 0, 
co-i = 0 , X 2 = 4 " 1 . 

J) — 3 ^ 

= iL .^2 = +1. 



g 110. Fundamentale Einheiten in den Ordnungen. 399 

Daraus folgt: 

L Für ein negatives D gibt es im allgemeinen nur 
die zwei Einheiten 

£ = +1, 6 r=r 1, 

und für zwei besondere Fälle 

D = — 4: £ = +1, — 1, 4”/? — '2? 

J) ::;3:r 3: £ = 4”!? 

1 4 - ynä 1 — 1 4- yiTä , i — y^ 

2 ’ 2 ’ 2 ’ ' 2 * 

Die von Null verschiedenen Zahlen der Ordnung 0 sind 
dann zu je zwei oder in den beiden Ausnahmefällen zu je vier, 
oder zu je sechs assoziiert 

2. Ist J) positiv, so gibt es eine Lösung der Feil- 
schen Gleichung: 

— mB = +4, 

in der T und U positive und möglichst kleine Werte 
haben. Ist dann __ 

_ T + üii) 

" - 2 ’ 

so sind alle Einheiten in der Form enthalten, wo 

V die Reihe der Zahlen Ö, 1, 2, ... durchläuft 

Ist die Gleichung (2) für das negative Zeichen lösbar, so 
ist N{£) = — 1, und es hat für gerade v eine positive, 

für ungerade v eine negative Norm. Ist aber (2) nur für das 
obere Zeichen lösbar, so haben alle Einheiten positive Norm. 
Unter den Zahlen y der Ordnung 0, die nicht Einheiten sind, 
gibt es aber immer solche mit negativer Norm. 

IstiV’(£) = — 1, so gibt es zu jeder Zahl y mO mit negativer 
Norm eine assoziierte mit positiver Norm. Ist aber N(£) = 4“ li 
so zerfallen die Zahlen y in zwei Klassen, von denen die eine 
positive und die andere negative Norm hat, und keine Zahl der 
einen Klasse ist mit einer der anderen Klasse assoziiert. 

Demgemäß betrachten wir nur die Zahlen y der Ordnung 0 
mit positiver Norm, unter denen y und +£-^2/ 
assoziiert sind, wenn 

T 4~ üiD 
^ — 2 
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die fundamentale Einheit mit positiver Norm, also T, U die 

kleinste positive Lösung von 

(3) = +4 

ist. 

Bei positiver Diskriminante gibt es unendliche Schai'en asso- 
ziierter Zahlen, und es kommt darauf an, durch eine passende 
Bestimmung von jeder dieser Scharen eine bestimmte auszuson- 
dern. Dazu bieten uns die allgemeinen Betrachtungen von Bd. II, 
§ 195 die Hilfsmittel, die wir jetzt auf unseren speziellen Fall 
anwenden. 

Es sei nach § 98 

I = at^ i 



eine Basisform in der Ordnung [Q] eines Ideals a, das wir 
primär voraussetzen wollen und 


(^) 


y = ax^ + 

y' = + 


h + iB 

2 

b — yi) 
2 


^2 


X 2 


mit ganzen rationalen , X 2 eine durch a teilbare ganze Zahl y 
in [Ö] mit positiver Norm nebst ihrer Konjugierten y\ und da 
wir a als primär vorausgesetzt haben, so ist 
(5) a = N{a). 


Es sei ferner 


( 6 ) 


TH- ViD 

o ’ 


T— üiD 
2 


die fundamentale Einheit in 0 mit ihrer Konjugierten, die beide 
positiv sind und positive Norm haben. 

Wir bestimmen die Zahlen und I 2 ^on linearen 
Gleichungen : 

hlogs 4- = log|2/|, 
liloga' -f - 12 = log|«/'|, 

0 ) lilogp = log 

= flog|t/2/' 

worin \y\ den absoluten Wert von y bedeutet. 


L 

y' ' 
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Ersetzt man y durch eine assoziierte Zahl +£^‘^2/, so geht 
in Ä über, worin h eine positive oder negative ganze Zahl 
ist, und man kann also y unter den Assoziierten immer auf eine 
Weise so wählen, daß 
( 8 ) 0 ^ < 1 

wird. Die so bestimmte Zahl y ist dann die reduzierte 
Zahl. 

Beachtet man noch, daß die Gleichungen (7) sich nicht 
ändern, wenn y durch — y ersetzt wird, so folgt: 

3. In einer Schar assoziierter Zahlen gibt es immer 
zwei und nur zwei reduzierte Zahlen, die sich nur im 
Vorzeichen unterscheiden. 

Aus (7) ergibt sich, wenn gi der Bedingung (8) genügt: 

(9) O^log ^ 

und daraus 

0») 

und umgekehrt folgen aus (10) wieder die Gleichungen (7) mit 
der Bedingung (8). 

Da wir überdies vorausgesetzt haben, daB y eine positive 
Norm haben soll, so haben j/, y' das gleiche Vorzeichen, und dieses 
ist positiv, wenn positiv ist. Denn dann ist y — y' = ^jD 
positiv, und da |j/| > ( 2 /'| ist, so müssen y und y' positiv sein. 

ln dem besonderen Falle a ;2 = 0 ist y und y" positiv, wenn 
wir Xi positiv voraussetzen. Damit ist dann die in 3. noch ührig- 
gebliehene Zweideutigkeit beseitigt. 

Da also y und y' positiv sind, so folgt aus (10): 

(11) y's — ys'^O. 

Woraus nach (4) und (6): 

(12) 2aUxi — (T — &j7)ar2>-0, ,«2^0. 

Und diese Bedingungen, die wir die Isolierungshedin- 
gungen nennen, schließen bereits in sich, daß y' und folglich 
N(y) positiv ist. Denn nach (S) ist 

T> c/yÄ 

und demnach folgt aus (12): 

Damit ist bewiesen: 

Welier, Algebra. III. 



26 
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4. Ist n ein zu Q teilerfremdes Ideal, so liefert ni 
jedes den Bedingungen (12) genügende Zahlenpaar o 
eine durch a teilbare positive Zahl y mit positiver Nori 
der Ordnung [Q] 

(^2) y — aaTi -|- 

und unter diesen Zahlen sind keine z'wei assoziiert. 


§ IIL Die Diricliletsclie Grrenzfornael. 


Bedeutet t eine positive Konstante, so ist durch die Be-- 
dingung : 

0) N{y) ~ a(ax^ -(- -j- cx,f) ^ 

und, bei positiver Diskriminante, durch die Isolierungsbedingungen, 
in einer Ebene, in der rechtwinkelige Koordinaten sind, 

ein Gebiet Fi begrenzt, das bei negativer Diskriminante durch 
eine Ellipse, bei positiver Diskriminante durch einen Hyperbel- 
bogen und durch gerade Linien begrenzt ist. Die Punkte, deren 
Koordinaten x^^ x^ ganze rationale Zahlen sind, heißen Gitter- 
punkte, 

^ Einem ganzen System von assoziierten Zahlen, deren Norm 
positiv und kleiner als i ist, entspricht dann bei positiver Dis- 
kriminante ein Gitterpunkt in Ft und bei negativer Diskriminante 
zwei und in den beiden Ausnahmefällen vier und sechs Gitter- 
punkte. 

Bezeichnet Zt die Anzahl der Gitterpunkte in dem Gebiete 
Ft und Y die Fläche des Gebietes Ji, so ist [Bd. 11, § 194, (6)]; 

V = ji,ri 

woriu mit uuencllicli wachsendem t nicht unendlich wird. 

Bei negatirer Diskriminante erhält man V aus dem Bekannten 
Flächeninhalt der Ellipse: 


( 3 ) 


7 = 


2 7t 


und hei positiver Diskriminante erhält man ihn am einfachsten 

äi. Integrations- 

ariablen einfuhrt, deren Grenzen 0,1 und — oo,0 sind: 


(^) 


V= 

a yjD 



I 
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( 5 ) 


Hiernach ei’gibt sich aus (2): 

i=a t a'SjD 

27t 


ai—D 

Nach Bd. 11, § 196, 4. ist aber 

,s — 1 


I>> 0, 


n < 0. 


Lim 21 i 


‘{Ny} 

und es ergibt sich also aus (5): 

s — 1 1 


Lim 

t — CO 


t ’ 


(ß) 


Lim 2 


(JVj/)“ 


r_ l0g£, 
2 7t 


n> 0, 


n < 0. 


«y — I)’ 

Hier durchläuft y die Reihe der ganzen Zahlen der Ordnung 
[^], die durch ein zu Q teilerfremdes primäres Ideal fl teilbar 
sind, wobei jedoch Ton einer Schar assoziierter Zahlen immer 
nur ein Repräsentant, der jetzt beliebig gewählt sein kann, heizu- 
behalten ist (hei negativen D zwei oder vier oder sechs). 

Hierbei sind unter assoziierten Zahlen (nach der Ordnung 
[ö]) solche zu verstehen, deren Quotient eine Einheit der 
Ordnung Q ist. 

Wir wollen jetzt von den Zahlen y noch alle die ausschließen, 
die nicht relativ prim zu Q sind. Dann modifiziert sich die 
Summe (6) in folgender Weise: Ist r ein Primfaktor von Q, so 
sind alle Zahlen der Ordnung [$], die zu r nicht teilerfremd 
sind, durch r teilbar, weil sie ja nach dem Modul r mit einer 
rationalen Zahl kongruent sind. 

Setzen wir also 

(7) y = riji, 

so ist y-i durch a teilbar, braucht aber nicht der Ordnung [Q\, 
sondern nur der Ordnung = [Qx] anzugehören. Ist bei 

positiver Diskriminante Sj die fundamentale Einheit der Ordnung 
[Ql], so ist , 

(8) e _ 

eine Potenz von £i, und es ist = rj/Di. Die Zahlen 


( 9 ) 


i^yi t = 0,1, 2, 


2G* 
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haben alle dieselbe Norm; sie sind assoziiert nach [öijj aber 
nicht nach [Q]. Demnach erhalten wir nach (6): 

.^^^{Ny^y - aiB ^ ’ 

nm daraus die auf die Zahlen (9) bezügliche Summe zu erhalten, 
hat man, da N{b-^ ~ N(r) — ist, mit l zu multiplizieren 
und mit dividieren. Man erhält so: 

Lim ^ 4 \t— nv == — 4=* logf. 

^(Nyy ra^D ^ 

Zieht man dies von der Summe (6) ab und verfährt ebenso 
mit allen Primfaktoren r von Q, so ergibt sich: 

(10) i™2^=n(i-f)^i»«*. -ox». 

und noch einfacher bei negativer Diskriminante : 

-l-L V rj ai—D ^ ’ 

worin sicli die Summe nur auf die Zahlen y erstreckt, die 
zu Q teilerfremd sind, und das Produkt II sich auf alle 
Primfaktoren Ton r bezieht. Nur in den beiden Ausnahmefällen 
D = — 4, B = — 3 ist die x’echte Seite der letzten Formel 
noch durch 2 oder dui'ch 3 zu dividieren. 

Zerlegt man y in Idealfaktoren 

(11) y = am, 

so durchläuft m alle Ideale einer bestimmten Idealklasse nach 
der Ordnung [ö], die zu Q teilerfremd sind. Diese Klasse ist, 
wenn a in die Klasse A gehört, 

if = A-\ 

und unter den Zahlen 

kommt im Falle der positiven Diskriminante jedes N(m) nur ein- 
mal, im FaUe einer negativen Diski'iminante zwei- oder vier- oder 
sechsmal vor. 

Demnach ergibt sich aus (10): 

= D>o 

= n(i~i)^. i,<o 


I 
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und in den beiden Ausnabmefällen D = — 4, D = — 3 ist der 
letzte Ausdruck durch 2 oder durch. 3 zu dividieren. 

Es durchläuft hierin m die Gesamtheit der Ideale 
einer Klasse (nach [$]), und man sieht, daß dieser Grenz- 
wert von dieser besonderen Klasse nicht abhängig ist. 

Es ist bisweilen zweckmäßig, in der Summe auf der linken 
Seite der Formel (12) nicht bloß solche Ideale von rrt auszu- 
schließen, die mit Q einen Teiler gemein haben, sondern auch 
die, die nicht teilerfremd zu ^ sind. Die Formel (12) gilt unter 
dieser Voraussetzung unverändert, wenn man unter den r der 
rechten Seite nicht nur die Primteiler von sondern alle Prim- 
teiler von D versteht. 

Ist nämlich r ein in J?, aber nicht in Q auf gehendes Prim- 
ideal, so ist 2f(r) = Ti eine in D, aber nicht in ^ aufgehende 
natürliche Primzahl, und es ist ^^(tm) = JV(m). Nimmt man 
also von der Summe der linken Seite von y die den rm ent- 
sprechenden Glieder noch weg, so kommt rechts der Faktor 

^1 — hinzu. 

5. Der Grenzwert in der Formel (12) ist nur von der 
Diskriminante D, nicht von der besonderen Klasse Jf 
abhängig und ist stets von Null verschieden. 


§ 112. Klassenzahl. 

Wir nehmen nun eine Funktion -F(^) an, die übrigens nur 
für ganzzahlige Werte von .^ definiert zu sein braucht, von der 
wir voraussetzen, daß die unendliche Reihe 

(1) i:K(WQ), 

in der a die Gesamtheit der Ideale des Körpers (oder nur 
einen Teil davon) durchläuft, unbedingt konvergent sei. Wh 
wollen, wenn es sich um Ordnungen [^] handelt, von a alle die 
ausschließen, die nicht relativ prim zu Q sind. 

Irgend eine natürliche zu Q teilerfremde Zahl m kommt 
dann unter den W(a) nach § 93, 4. 

l(z/,^^) 

mal vor, wenn n die Teiler von w durchläuft, und wir erhalten 
die Formel: 

m n 

( 2 ) 2F(Na) = £2 n) F(m), 
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worin m alle positiven ganzen Zahlen, die zu Q relativ prim sind, 
und n für jedes m die Teiler von m durchläuft. 

Ordnen wir auf der rechten Seite von (2) nach so kommen 
für ein gegebenes n unter den m alle Vielfachen von n vor, und 
wir können auch setzen: 

m »I 

(3) ZF (Na) = ZZ(J,n)F(mn), 

worin jetzt m und w, voneinander unabhängig, alle natürlichen 
Zahlenwerte annehmen, die mit Q keinen Teiler gemein haben. 
Ist im besonderen F so beschaffen, daß 


(4) F(mn) = F{m)F(n) 

ist, so können wir (3) auch so darstellen: 


(ö) 


ZF {Na) = ZF{m)Z{^,n)F{n). 


Bei den Summen nach m und * n sind die Zahlen aus- 
geschlossen, die mit Q einen Teiler gemein haben. 

Ebenso sind auf der linken Seite die Ideale ausgeschlossen, 
die zu Q nicht relativ prim sind. 

Die Formel (5) können wir zunächst anwenden, um aus den 
Formeln des vorigen Paragraphen die Klassenzahl zu bestimmen. 
Man erhält auf diese Weise auch das Verhältnis der Klassenzahl 
im Körper zu der Klassenzahl nach der Ordnung [(JJ. Da wir 
dieses Verhältnis aber schon auf anderem Wege bestimmt haben 
(§ 100), so wollen wir uns hier auf die Klassenzahl des Kör- 
pers beschränken, d. h. wir wollen ^ = 1 setzen. 

Setzen wir in (5) F(^) = so findet die vorausgesetzte 
unbedingte Konvergenz statt, solange s >> 1 ist. Multiplizieren 
wir aber mit s — 1 und lassen s in 1 übergehen, so können wir 
von § 111, (12) Gebrauch machen. 

Diese Formel wenden wir in der ersten Fassung an, bei 
der ni die zu Q teilerfremden Ideale der Klasse M durchläuft 
und r die Primfaktoren von Q bedeuten. Diese fallen also für 
Q = I ganz weg, und nt ist in der Summenformel: 


7t 


-i:=r2' 


zt <0 


keiner Beschränkung in bezug auf Teilbarkeit mehr unter- 
worfen. 
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Jeder Teil der Summe auf der linken Seite der Formel (5), 
der sich auf eine Idealklasse bezieht, gibt dann denselben Beitrag 
zu der Summe, und wir erhalten: 


Lim(s-l)2]T5i2- 


löge, 

Vz/ 

7 ^ 

Jl - 7 = , 

V-z/ 


z/ > 0 


z/ < 0. 


Hier ist h die Klassenzahl des Körpers und um 
nicht immer wieder die beiden Ausnahmefälle ^ = — 4, 
z/ == — 3 anfiihren zu müssen, wollen wir festsetzen, daß 
in diesen beiden Fällen, in denen die Klassenzahl 1 ist, 
unter h der Wert | oder | verstanden werden soll. 

So oft n ein volles Restsystem nach dem Modul z/ durch- 
läuft, ist 2J (z/, n) = 0 [§ 85, (22)], und folglich bleibt die Summe 
wenn die n der Größe nach geordnet sind, wie weit 
auch n wächst, immer endlich. Danach ist der Satz Bd. 11, 
§ 196, 1. anwendbar, nach dem 


LimVM 


^ (z/, n) 

" n 


ist. Andererseits ist 


Lim (s 


(Bd. II, § 196, S. 723), und es ergibt sich aus (7): 


lllogB 

=v3 ±<i:v 

1, 03 

z/ > 0 

h 7t 

11 

1 

iM* ■ 

z/ < 0. 

Die Summe 

1, w 

ö = z 

n 



läßt sich in endlicher Form darstellen. Es ist nämlich nach 

(9) ^ , 

worin Ic ein vollständiges Restsystem nach dem Modul ^ durch- 
läuft und. bei negativer Diskriminante ^[2 = i'\j — z/ zu setzen 
ist. Danach folgt: 

- /c n -1 ünlcTTi 




Seclizelinter Absolmitt. 


und da <? reell ist: 


z/ > 0. 


z/ < 0. 




Die beiden unendlichen Reihen nach n haben aber bestimmte 
Werte, die Abel in der Abhandlung über die Binomialreihe aus 
der Potenzwickelung von log (1 — 0 ) abgeleitet hat, und die sich 
auch aus der Theorie der Fouri ersehen Reihen ergeben. Wird 
dann h positiv und zwischen 0 und +z/ genommen, so ergibt sich: 

"V 1 . ^^'hJvTt 7t f 2 7ß \ 

Also ergibt sich aus (8) [mit Rücksicht auf ZI (z/, 7^;) = 0] : 


/i log £ = — 1 (z/, h) log sin , 
h = 


J>0, 


J CO. 


Für den Fall der negativen Diskriminante kann man den 
Ausdruck für 7^ so umgestalten., daß er die Form einer ganzen 
Zahl annimmt 

Ist zunächst J ungerade (= 1 mod 4), so kann man die 
Zahlenreihe To so zerlegen: 

V, — z/ — v, n ^ 

2 V, — z/ — 2 7/, 2 ’ 

und erhält also, da hier (z/, — v) = — (z/,v) ist (§ 85), zwei 
Formen des Ausdrucks Ji: 


h — (^1 v)v Z (z/, v), 


h = -^Z(^,2v)v-{-Z{^,v), 

woraus, wenn man die erste mit 2, die zweite mit (z7,2) multi- 
pliziert und subtrahiert: 

( 11 ) l2-(^,2)]h = Z(^,vy 

Wenn also (z/, 2) = — 1 ist, so muß die rechte Seite 
durch 3 teilbar sein. 
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Für den Fall eines geraden z/ zerlegt man To in 
^ ' 0 < r < ^ 


V , —- 2+^1 

und wendet die Formel an: 


2 + *') = — (Zv), 

die sich aus den Sätzen des § 85 leicht ergibt. 

Dann findet man zunächst; 

h = 

und wenn man die v nochmals zerlegt in 

— z/ 

0 < f* ^ -J-' 

h = 

Die Formel für positiye Diskriminanten läßt sich mit Hilfe 
der Kreisteilungstheorie umformen, worauf wir hier nicht eingehen 
wollen. 


( 12 ) 


-2-^- 


§ 113. Die Anzahl der Geschlechter. 

Die Formel (5) des vorigen Paragraphen gestattet die Be- 
stimmung der genauen Anzahl der Geschlechter nach Dirichlet. 
Wir verstehen unter d irgend einen Stammteiler von D und setzen : 


F(0) 


(ö,«) 


, wo 0 relativ prim zu D ist, 


(1) “■ .s* 

_p'(^) _ 0, wenn «und Deinen gemeinsamen Teiler haben. 

Dann ist (d, Da) einer der Charaktere des durch a bestimmten 
Geschlechtes. Bezeichnen wir diesen Charakter also mit {8,A), 
so folgt aus § 112, (5): 

(2j W’ 2-1 (Nay ~ 2 j n® 


Darin ist ö' = SA und kann, da n relativ prim zu D ist, 
auch durch den Stamm von SA ersetzt werden (nach der sym- 
bolischen Multiplikation in § 104). Ist d = 1, so ist d A, 


und ist d = .i/, so ist d' = 1. 

Von den beiden Fällen d = 1, d = 4 abgesehen, behalten 
also die Summen auf der rechten Seite von (2) für s — 1 einen 
endlichen Wert (die nach dem vorigen Paragraphen durch Klassen- 
zahlen der Diskriminanten d, d' ausdrückbar sind). 

Auf der linken Seite von (2) durchläuft in der Summe nach a 
das Zeichen n die Gesamtheit der Ideale der einzelnen Klassen, 
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“ g 1^ 

und die Summe ^ Klasse A ausgedelint, hat 

für s = 1 einen bestimmten Yon Null yerschiedenen Grenzwert, 
der nach § 111, 5. für alle Klassen der gleiche ist Daraus folgt 
nach 2.: 

(3) i(d,.4) = 0, 


außer wenn d = 1 oder = J 

( 4 ) S{p,A)=li, 

wenn d = 1 oder = A ist [weil (A^Ä) = ^ 104, (10)]. 

Ferner ist für jede Klasse ^4o des Hauptgeschlechts (ö^Aq) — 1, 
während es für jede Klasse J., die nicht dem Hauptgeschlecht 
angehört, wenigstens ein dj gibt, so daß (d^, X) = — 1 ist. 
Daraus folgt, wenn 2"' die Anzahl der Stammteiler ist, 

(5) A7(d, .Aq) = 2*', 

(d„^)i;(d,^) = i;(dd„^), 

und da ddj zugleich mit d die Gesamtheit der Staminteiler 
durchläuft (wenn man d d^ nach der symbolischen Multiplikation 
in § 104 reduziert): 

(d„^)i(d,A) = i(d,^), 

und wenn also (di, J.) = — 1 ist: 


( 6 ) ij(d,A) = 0 . 

Hiernach können wir die Doppelsumnie 

^2J(S,A) 

auf zwei Arten bestimmen. Es ergibt sich nach (3), (4): 

(7) ‘iji(ö,A) = 2A, 
und nach (5), (6); 

(8) = 2« <7, 

wenn g die Anzahl der Klassen des Hauptgeschlechtes (und folg- 
lich jedes Geschlechtes) bedeutet. Die Vergleichung gibt: 

(9) li = 

also den Satz: 

6. Die Anzahl der Geschlechter ist genau gleich 
2^-^ K gleich \{Z^R\ § 108, 9. 
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KOMPLEXE MÜLTIPLIKATIOK 





Siebzelinter Absclinitt. 


Elliptische Eunhtionen und quadratische Eormen. 


§ 114. Singuläre Perioden der doppelt periodisclien Punktionen. 

Bezeichnen wir mit q) (tt) eine doppelt peidodiscbe Funktion 
mit den Perioden coi, cogj so besitzt, wenn n eine ganze Zahl be- 
deutet, (p(nu) dieselben Perioden, und hierauf beruht die Multi- 
plikation der elliptischen Funktionen, die im sechsten Abschnitt 
betrachtet wurde. Es entsteht nun die Frage, ob sich nicht noch 
auf andere Weise ein Multiplikator /x so bestimmen läßt, dajß 
cp{^u) die Perioden Oi, cja besitzt, ob also eine Multiplikation 
auch mit nicht ganzzahligem Multiplikator existiert. Dies wird 
dann und nur dann der Fall sein, wenn für ein System ganzer 
Zahlen a, &, c, 3 die Gleichungen bestehen: 


^ coj = acoi -f- 3 ß)2, 

^ — C (Ol -j- 0 Cög. 

Setzen wir, um die darin enthaltene Forderung näher zu 
ergründen : 

o = — 

£01 


und nehmen an, daß co einen positiyen imaginären Bestandteil 
habe, so folgt: 

|Lt = G/ — j— h CO, 

/IN c + 3m 


Solange co als variabel betrachtet wird, ist diese Gleichung 
nur möglich, wenn 6 = 0 = 0, a = 3 und fx also eine ganze 
Zahl ist. 




414 Siebzelinter Absobnitt. § 11 4. 

Ist dagegen die Gleiclinng (1) niclit eine identische, so ist ca 
die Wurzel einer ganzzahligen quadratischen Gleichung: 

(2) bo)^ (a — d)co — <? = 0, 

also, wenn wir 

ad — hc = n 

m =r — 4:bc — (a — 0)2,= 4n — (ci -f- 
setzen, so ist 

m = 0 oder = — 1 (mod 4), 

und es ergibt sich: 

— a + d + i—m 
« - ’ 

ct “1“ 9 — f" y — 171 

^ __ _ ^ 

CI “f” 9 “1“ y — wi Qt 9 — y — m 

n _ _ , 


|U»2 Q,l — |— ^ rrr: 0. 

'Damit co einen positiven imaginären Teil habe, muß m und 
umsomehr also n positiv sein, und ^ ist eine komplexe, ganze, 
algebraische Zahl. Daher erklärt sich die Bezeichnung komplexe 
Multiplikation. 

Wenn nun umgekehrt cd einer quadratischen Gleichung 

(3) 

genügt, worin j5, 0 ganze Zahlen sind, und die Diskriminante 

(4) D = JS^- — 4:AC 


negativ ist, so ist w nicht reell, und in einer der beiden Wurzeln 
von (3) ist der imaginäre Teil positiv. Diese soll für £□ genommen 
werden. Es heißt dann co eine Wui’zel der quadratischen Form 
04, j?, C). 

Unbeschadet der Allgemeinheit können Ä, JB, C ohne gemein- 
samen Teiler und C positiv angenommen werden. Es lassen 
sich dann für co unendlich viele Relationen von der Form (1) [oder 
(2)] auf stellen. Man hat nur, wenn x eine ganze von Null ver- 
schiedene Zahl ist, zu setzen: 


b = Äx, 
c = — Gx^ 
a — d — JBx. 


(5) 
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Setzt man nocli 

(6) a -j- 0 = 2/, 
so folgt: 

_ 2 / + 

0- ^ , 

(7) 6 = Äa:, 

c = — 

y — Bx 

g 

woraus sich, wenn 

ad — hc = n 

gesetzt wird, ergibt: 

( 8 ) 4n = — Bx^, 

Die Zahl n wird also in die beiden komplexen ganzzahligen 

Faktoren 

if X ^jI) y — X yZ) 

n _ ■. _ _ 


zerlegt. 


Für CO und [i findet sich noch: 


CO = 


^ = 


— j5+yi) 
2A 

a ”j~ 1) (0 '=■ 


2G 

y 4 - 

2 


Die hier ein geführten Zahlen x^ y sind nur an die eine Be- 
dingung geknüpft, daß y-\-Bx und folglich auch y — Bx 
gerade Zahlen seien, damit a, 0 nach (7) ganze Zahlen werden. 
Ist also B gerade, so muß y gerade sein, während x beliebig 
ist; ist B ungerade, so sind x und y beide gerade oder beide 
ungerade anzunehmen. Nach (4) kann man diese Unterscheidung 
auch so ausdrücken: 

1) Ist D = 0 (mod 4), so ist j/ = 0 (mod 2), 

2) Ist D = 1 (mod 4), so ist ^ (mod 2). 

Sollen bei gegebenen B^G die Zahlen a, &, d ohne 

gemeinsamen Teiler sein, so kommen noch andere Bedingungen 
hinzu : 

Aus (5) , (6) folgt, daß jeder gemeinsame Teiler yon a, 
c, 0 auch Teiler yon x und y ist; umgekehrt ist jeder gemein- 
same Teiler yon und y auch Teiler yon ö, o, 2 a, 2 0. Sollen 
also a, 6, o, d ohne gemeinsamen Teiler sein, so können x und y 
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keinen größeren gemeinsamen Teiler haben als 2. Haben x und 
y den größten gemeinschaftlichen Teiler 2, so sind h und c gerade 
lind a, c, ö sind dann und nur dann relativ prim, wenn a und 0, 
also auch n = ad — bc ungerade sind. 

Die Gleichung (8) hat, wenn wii^ von dem interesselosen Fall 
n = \ absehen, keine diesen Bedingungen genügende Lösung, in 
der X = ^ ist. Andern wir aber die Vorzeichen von y zugleich, 
so gehen a, 6, c, S nach (10) in — a, — 0, — c, — d über, und die 

Gleichung (1) ändert sich nicht. Die Transformation bleibt 

\c, dj 

also ungeändert. 

Wir nennen jetzt der Kürze wegen eine Lösung der Glei- 
chung (8) eine eigentliche Lösung und n = \{y^ — D x^) eine 
eigentliche Darstellung von n, wenn x und y den folgenden 
Bedingungen genügt: 

X ist positiv. 

Der, größte gemeinschaftliche Teiler von x und y ist 
1 oder 2. 


Ist er = 2, so ist n ungerade. 

Wenn nun co einer gegebenen Gleichung (3) genügt, so ist 
durch jedes System eine eigentliche Lösung von (8) ein- 

deutig bestimmt. Denn nach (5) ist x der größte gemeinschaft- 
liche Teiler von &, c, öj — 0, und durch (6) ist y bestimmt, und 
andererseits ist aus einer eigentlichen Lösung von (8) durch (7) 
das System a, 6, c, d vollständig bestimmt. Es ist aber noch 
die Frage zu entscheiden, ob zwei verschiedene eigentliche 

Lösungen x, y und x\ y' zu äquivalentem System 

\c, dJ \c , d/ 

führen können. Unter äquivalentem System sind hier nach § 28, 
§53 zwei solche zu verstehen, bei denen 

^ \ ß\ ( b\ 

d) Vc, dj 


( 9 ) 


ist, wenn ^ eine lineare Transformation ist, also 

( 10 ) ad — ßy = 

Wenn wir beide Seiten der Gleichung (9) von rechts mit 
0, — b\ 

zusammensetzen, so ergibt sich : 


\— c, aj 
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/a'd — i'c, — a'b -f- V a\ _ /noc^ nß\ 
\c' d — 0' — c'b + & a) nd)^ 


oder, wenn wir für a, t?, 9 die Ausdrücke (7) und für a', 9' 

die entsprechenden 


a' 


y' + J5^c' 
2 


b' = Äx', 


d — — Gx\ 


y = 


%J — Bx* 
2 


setzen : 

f yij — JDxx' -\-B(x'y — y'x) .x'y — y'x \ 
4 ’ 2 

x'y — y'x yy' — Dxx* — B{x^y — y^x) 

ä— ’ 4 


/nc«, nß\ 
\ny^ nS) 


Daraus folgt: 

4: na = yy' — Bxx^ B (x'y — y' x)^ 

2nß — Ä(x' y — y' 

2 ny = — 0(x' y — 5?), 

4nd = yy' — JDxx' — B(x'y — y'x\ 


2n(u — ö) = B(x'y — y'x), 

2n(a -f- ^) = yy^ — Bxx'. 

Da nun Ä, B, C ohne gemeinsamen Teiler sind, so folgt, daß 
x'y y'x durch 2n teilbar sein muß, und nach der letzten 
Gleichung ist auch yy' --Bxx' durch 2n teilbar. Also setzen wir 

y — y' X — 2 
y y' — Bxx' — 2 nri 


(11) 

und erhalten: 


_ V + 


ß = 

^ _ V — 

0 — n ^ 


Y = -Ct, 
woraus nacli (10) folgt: 

(12) r]^ — D^^ = L 

Lösen wir die Gleichungen (11) 'nach cc' und y' auf, so 
folgt : 

2x' = ly-\-rix, 

^ 2y' = i]y D ^x. 

Ist — D > 4, so hat (12) nur die beiden Lösungen 
(14) 1 = 0, »? = ± 2, 


Weiler, Algebra. III. 


27 
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lind daraus ergibt sich, da x und x' positiv sein sollen: 
x' = X, y' — y, (»? = + 2 ). 

Ist aber — D = 4, so bat (12) außerdem noch die Lösung 
I = ± 1, = 0, 

und es folgt aus (13) : 


2/' = H- 2 X, 



und das Zeichen von ij ist so zu bestimmen, daß x' positiv wird. 
Ist endlich — D — 3, so haben wir außer (14) die Lösungen 
I = + 1, = + 1, 

worin zunächst beide Zeichen beliebig sind. 

Dann folgt aber aus (13): 

+ 2 a:' = a: ± 1/» 

+ 2y’ = y^Bx, 

und man kann die Vorzeichen auf zwei Arten so wählen, daß x' 
positiv wird. Wir haben also den Satz: 

I. Bei • gegebener Gleichung (3) führt jede eigent- 
liche Lösung der Gleichung (8) zu einer Trans- 


formation 


/a, i\ 
\c, d) 


yon der «tea Ordnung. Verschie- 


dene Lösungen von (8) führen im allgemeinen zu 
nicht äquivalenten Systemen In den beiden 


Ausnahmefällen D — — 4 und D = — 3 führen je 
zwei oder je drei verschiedene Lösungen von (8) 
zu äquivalenten, Systemen. 

Bezeichnen wir mit Ic eine Zahl, die im allgemeinen gleich 
der Zahl der eigentlichen Lösungen von (8) ist, fürD = — 4 
und D = —3 aber die Hälfte oder ein Drittel der Zahl 
dieser Lösungen, so können wir das Theorem L so fassen: 

IL Aus einer Gleichung (3) können wir h nicht äqui- 
valente Systeme ^ äbleiten, die der Gleichung 
(1) genügen. 


§ 115. Die singulären Werte der Invariante j (co). 

Die Frage, die zunächst unser Interesse in Anspruch nimmt, 
ist die nach den Werten der Modulfunktionen von cd für die 
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besonderen Werte des Arguments co, die wir im vorigen Para- 
graphen betrachtet haben. Von diesen hängen die Moduln der 
elliptischen Funktionen ab, die eine komplexe Multiplikation zu- 
lassen. Sie heißen nach Kronecker singuläre Moduln. Wir 
werden dementsprechend auch von den singulären Werten 
der Modulfunktionen, insbesondere von den singulären In- 
varianten j{m) sprechen, und verstehen darunter die Werte, die 
diese Funktionen annehmen, wenn co die Wurzel (mit positiv 
imaginärem Bestandteil) einer quadratischen Form mit nega- 
tiver Diskriminante ist. 

Wenn co der Gleichung (3), § 114, genügt und a, 6, c, 0, 
wie im vorigen Paragraphen bestimmt sind, so folgt zunächst: 



und wenn also 


( 2 ) Fn 'O) — 0 

die zum Transformationsgrad n gehörige Invariantengleichimg ist 
(§ 69), so ist (2) befriedigt, wenn a, ö, c, d ohne gemeinsamen 
Teiler sind und 

(3) = « 

gesetzt wird. Danacii gelangen wir zu dem ersten Hauptsatz 
dieser Theorie : 

III. Der singuläre Wert 

M = j (co) 

ist eine Wurzel der algebraischen Gleichung: 

(4) K (m, m) = 0- 

Ist umgekehrt « eine Wurzel der Grleichung (4), so ist, wenn 
m aus der Gleichung j (co) = u bestimmt wird, einer Ton den der 
Gleichung (2) genügenden Werten von v gleichfalls = u, und es 
besteht also eine Gleichung von der Form (1); diese hat nach 

§ 53 zur Folge, daß co mit ^ äquivalent ist, und daraus 

ergibt sich eine Gleichung von der Form § 114, (3). Also haben 
wir die Ergänzung zu HL: 

IV. Jede Wurzel von (4) ist eine singuläre Invariante. 

27* 
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Ist r eine Variable mit positiv imaginärem Teil, und v gleich- 
falls eine Variable, so zerfällt Fn[v^j(T^y] nach § 69 in die 
linearen Faktoren 


V« + bt) 


worin 



ein vollständiges Kepräsentantensystem nicht äqui- 


valenter Transformationen ttten Grades durchläuft, und folglich 
kann Fn 0«-, u) in die Faktoren 



zerlegt werden, wenn u ^ j (r) gesetzt wird. 

Aus dem Theorem IL, § 1 14, aber folgt, daß, wenn wir r = 
setzen, fc von den Faktoren (5) verschwinden. Wir können aber 
auch noch folgern, daß der Quotient 



i W — 3 (ra) 


für j (t) = j ( 0 ) endlich und von Null verschieden bleibt. Denn 
differentiiert man Zähler und Nenner nach t und setzt dann 
r = 0 , so ergibt sich der Grenzwert: 

^ n 2 YDx 

(a-f-Ö0)2 

der von Null verschieden ist. 

Die Invariante y ( 0 ) bleibt unverändert, wenn 0 durch eine 
äquivalente Zahl ersetzt wird, hat aber für jede andere Zahl 0 
einen anderen Wert. Sie gehört also nicht zu der individuellen 
Form jB, G), sondern zu der ganzen Klasse äquivalenter 
Formen, und wird darum die Klasseninvariante genannt. 

Ferner ist die Zahl Je nicht von den Koeffizienten AL, JB, (7, 
sondern nur von D und n abhängig, und ist daher für alle primi- 
tiven Formen der Diskriminante D dieselbe. Wir führen nun die 
folgende Funktion der Variablen u ein: Es bedeute «i, 03 , 0 ^ 

ein vollständiges System nicht äquivalenter Zahlen der Diskrimi- 
nante D, also das System der Wurzeln eines Systems nicht 
äquivalenter Formen (Al, jB, C) der Diskriminante JD. Wir setzen 

(7) Hm (w) = [u — j (öl)] [u — j (öj)] ... [u—j (öä)], 
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worin, wie wir jetzt öfter tun werden, 

(8) m — — J) 
gesetzt ist, so daß m eine positive ganze Zahl bedeutet. 

Diese Funktion, die für die Folge sehr wichtig ist, heißt die 
Klassenfunktion. Die Wurzeln der Gleichung 

(9) -firn (“^0 ^ 

sind die Klasseninvarianten der Diskriminante D = — und 
diese Gleichung heißt darum die Klassengleichung. 

Der Grad h der Klassengleichung ist gleich der Zahl primi- 
tiver Klassen der quadratischen Formen der Diskriminante D. 
Wenn man nun die Quotienten (6) betrachtet, so ergibt sich aus 
alledem : 

V. Die Funktion Fn{u^ u) ist durch teilbar, und 

der Quotient ist relativ prim zu 

Hiernach läßt sich die Funktion jF„ Qt, u) in Faktoren zer- 
legen, und es ergibt sich, wenn G eine Konstante ist, die gleich 
den Koeffizienten der höchsten Potenz von ii ist : 

(10) Fn (U, u) = (u) . . 

wenn sich das Produkt auf alle die positiven ganzen Zahlen w, 
m", ... erstreckt, für die Gleichung § 114, (8) 

^11) 4:n — y^-{-nix^ 

eigentliche Lösungen zuläßt, und fc", ... jedesmal die Anzahl 
dieser Lösungen bedeutet (mit der dort angegebenen Modifikation 
in den beiden Ausnahmefällen D = — 4, D = — 3). 

Es ist zunächst der Grad N der Gleichung Fn ti) zu be- 
stimmen. 

Wenn wir die Repräsentanten in (5) wie in § 69 auswählen, 
so wird ^ 

(12) Fn[j(r)J(t)] = 

Hierin bedeutete a, d alle der Bedingung ad = 'ii genügen- 
den Paare positiver ganzer Zahlen, und c durchläuft ein Eest- 
system nach dem Modul mit Ausschluß solcher Werte, die zu 
dem größten gemeinschaftlichen Teiler e von a und 3 nicht relativ 
prim sind, so daß die Anzahl der Werte von c, die zu einer Zer- 
legung von in die beiden Faktoren a und d gehören, gleich 
u(p(e)\e ist. Ist nun F der Grad von Fn ^ Koeffi- 

zient der höchsten Potenz von so beginnt die Entwickelung 
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von iW] iiach Potenzen von g = mit Cgr^^ 

[§69,(4)]. 

Wenn mr also die Faktoren der reckten Seite von (12) in 
gleiclier Weise entwickeln, so können wir sowohl C als N be- 
stimmen. 

Für einen Faktor der rechten Seite von (1) 

haben wir folgende Anfänge der Entwickelung 
^ __ 

1. — 2“e 0>a, 

2 . q-% 3 < «, 

( 27tie \ 

1 — e d — a. 

Nehmen wir zunächst an, w sei kein Quadrat, so kommt der 
Fall 3. nicht Tor, und es ist 

J^=2;%(e) + 2:%(e), 

I>>a^ (i<a^ 

oder, was dasselbe ist, 

(13) N=2zK{e). 

Ü ist nach 1. jedenfalls eine ^ 2 -te Einheitswurzel, und da es 
zugleich eine rationale Zahl ist, so muß es = ± 1 sein. 

Ist sodann n ein Quadrat, so kommen g? (yw) Faktoren von 
der Form 3. vor und es ergibt sich: 

(14) N=2i:lf(e)-^q>(-\/n). 

C ist hier zwar auch von Null verschieden, aber nicht gleich 
+ 1. Den Wert von C brauchen wir in diesem Falle nicht näher 
zu bestimmen. (Er istj_ wie aus der Kreisteilungstheorie folgt, 
immer ein Teiler von ^jn\ 

Wenn im besondern n eine Primzahl ist, so ist 
(15) N = 2n, 

Man kann über co und y immer so verfügen, daß unter Ein- 
haltung der Bedingungen § 114 n = \ mx^) kein Quadrat 
wird. Zu dem Ende nehme man x durch 4, y durch 2, aber nicht 
durch 4 teilbar, und überdies y ohne ungeraden gemeinsamen 
Teiler mit mx^ an. Ist dann \{y^ -j- mx^) ein Quadrat so 
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hat es einen ungraden quadratischen Primteiler j)2, der nicht 
in aufgeht, und es ist 

(y + 4 mx^ — 4:M^ -f SXyp -f 

und diese Zahl ist, wenn X nicht durch p teilbar ist, zwar durch 
p^ aber nicht durch p^ teilbar, und kann also kein Quadrat sein. 
Überdies kann man über X noch so verfügen, daß y -j- 4: Xp mit 
X keinen ungeraden gemeinsamen Teiler hat, daß also die Be- 
dingungen § 114 erfüllt sind. Demnach genügt j (©) für jedes m 
einer Gleichung Fn(u^ w), in der C = + 1 ist, und daraus folgt 
nach Bd. II, § 149 : 

VL Die Klassenvarianten sind ganze algebraische 
Zahlen. 


§ 116, Klassenzahlrelationen. 

Wenn man den Grad, wie er sich hiernach für beide Teile 
der Gleichung (10), § 115 ergibt, gleich setzt, so erhält man die 
Formel 

(1) N = ^ — , 

(2) i:hh = 2z'^cp(e)-i-<p(in), 

worin 9 — 0 zu setzen ist, wenn n kein Quadrat ist, und 

N durch (13), (14) oder (15) des vorigen Paragraphen bestimmt 
ist. Dies ist die Kroneckersche Klassenzahlrelation, der 
wir noch eine etwas bequemere Form geben wollen Q. 

Wir fassen neben n alle Werte n' ins Auge, die aus n durch 
Fortheben eines quadratischen Faktors entstehen, bilden für sie 
die Gleichung (2) und * addieren alle so gewonnenen Resultate. 
Dabei ist nur, falls n ein Quadrat ist, der Wert = 1 aus- 
zuschließen, weil Fl (ii, u) — 0 ist. 

Es sei also irgend ein von n selbst verschiedener quadra- 
tischer Faktor von n und 

n = W d2. 

Zerlegen wir n' in zwei Faktoren n' — a' 0' und bezeichnen 
mit e' den größten gemeinschaftlichen Teiler von 0' und a', so ist 


Die Klassenzalilrelationen, von denen die hier abgeleitete nur der ein- 
fachste Fall ist, sind von Kronecker entdeckt (Grelles Journal, Bd. 57) und 
von Grierster (Mathematische Annalen, Bd. 21, 22) und Hurwitz (ebenda 
Bd. 25) bedeutend verallgemeinert. 
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(3) SN' = 2S S K<P(e') + Sf(-^n'), 

wenn alle quadratischen Faktoren von n (mit etwaiger Aus- 
nahme von n selbst) durchläuft. 

Setzen wir mm 


0'^ = 0, a'ö = a, e* S — 

so ist ad = n, und e ist der größte gemeinschaftliche Teiler von 
a und 0; zugleich hat 0' >> a' zur Folge, daß 0 >> a ist. Um- 
gekehrt erhält man aus jeder Zerlegung a0 von n und jedem 
Teiler e' von e eine Zerlegung a'8' von wobei 


wird. Demnach ist 

(4) ' SN' = 2S-S(p{e')-\-Sip {^). 

ö>a ö 

Hierin machen wir nun Gebrauch von der zahlentheoreti- 
schen Kelation: U(p(d) = worin sich die Summe auf alle Divi- 
soren von n bezieht. Nehmen wir zunächst an, daß n kein Quadrat 
sei, so sind auch alle n' keine Quadrate und (p (V^) = 0. Also 
erhalten wir wegen U(p(e') = e 
(o) UN' = 2Ud_^ 

Wenn dagegen n ein Quadrat istj^so durchläuft e' noch 
immer die sämtlichen Divisoren von <5, '^n' aber die sämtlichen 
Divisoren von y^, mit Ausnahme von 1; danach ergibt sich für 
diesen Fall: 

(6) . 2N' = 2Ud 4- — 1. 

ö>Tn 

In beiden Fällen durchläuft d die sämtlichen Divisoren von 
^j.die größer als ^ sind. 

Wir haben nun noch die Summe der Ausdrücke Uhh für 
die verschiedenen Werte von n' oder S zu bilden. Setzen wir 
aber n = so erhalten wir aus jeder eigentlichen Lösung von 

(7) 4^^-' = y'^ 

durch Multiplikation mit eine (wenn d >> 1 ist, uneigentliche) 
Lösung von 

(B) 4:n = -\- m x\ 

nämlich 

y = dy\ X = Sx\ 
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Ist umgekehrt irgend eine Lösung y von (8) gegeben, so 
ist 4^ durch das Quadrat eines jeden gemeinschaftlichen Teilers 
von X und y teilbar. Wir bezeichnen mit 8 den größten gemein- 
schaftlichen Teiler von x^ y^ dessen Quadrat zugleich Teiler von 
n ist, der also entweder gleich dem größten gemeinschaftlichen 
Teiler von x^ y oder gleich der Hälfte desselben ist, und setzen 

y = 8y\ n — 8x\ 

und erhalten so eine eigentliche Lösung von (7). 

Wenn wir also für — m alle Diskriminanten setzen, für die 
die Gleichung (8) überhaupt Lösungen hat, und mit Tv die Anzahl 
dieser Lösungen (mit positivem x) verstehen, ferner mit h{in) 
die Klassenzahl primitiver Formen der Diskriminante — m, so 
ergibt sich die Formel 

( 9 ) = 2270 , 

wenn n kein Quadrat ist, _ 

= 22:0 + y^ — 1, 

wenn n ein Quadrat ist. 

Hier ist noch daran zu erinnern, daß in den beiden Aus- 
nahmefällen w = 3, m = 4 unter 7v in § 115 nur der dritte 
Teil oder die Hälfte der Zahl der eigentlichen Lösungen von (8) 
verstanden war. 

Diesem Umstand wollen wir jetzt dadurch gerecht werden, 
daß wir unter h die Gesamtzahl der Lösungen von (8) ver- 
stehen, aber 

Ä(3) = |, H4) = | 

setzen [statt h (3) = 1, h (4) = 1]. 

Es ist ferner zu bemerken, daß bei der Bildung der Summe 
(9) die zu dem Wert n' = l gehörigen Lösungen nicht mitgezählt 
sind. Dies kommt nur für den Fall in Betracht, daß n ein 
Quadrat ist. Es hat dann die Gleichung (7): 

4 = nix'^ 

nur die folgenden eigentlichen Lösungen: 

m = B: x' = 1, / = +.!> Ä = 2, h = 

m = i: x' = 1, y' = 0, ä = 1, A = j, 

und es würde also, wenn man diese Ausnahme beseitigen wollte, 
zu (9) noch zTi addieren sein: 

2hh, auf w' = 1 bezogen, = | + | = 
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Demnach lautet jetzt die Formel 

(10) 2 7v h 2 0, 

n kein Quadrat, _ 

= 22;0 + yw + i 

n ein Quadrat. 

Die Summe auf der linken Seite von (10) zerlegen wir in 

ihre einzelnen Bestandteile, indem wir jede Lösung der Gleichung 

(8) besonders nehmen. Dann bekommen wir eine Summe von 

Ausdrücken h(m)^ wo aber dasselbe m so oft vorkommt, als (8) 

Lösungen hat. Eine der Lösungen ergibt aber 

in — 
m = 

und diese kommt, wenn y = 0 ist, einmal, wenn y von Null 
verschieden ist, zweimal (mit +2/ — y) ^ör. Es ist aber 

die Anzahl der primitiven Klassen der Diskriminan te — m gleich 
der Anzahl der nicht primitiven Klassen der Diskriminante — 
vom Teiler und wenn wir also jetzt (zum Unterschied von der 
vorigen Formel) mit liiin) die Gesamtzahl der Klassen von der 
Diskriminante — m (primitiven und imprimitiven) verstehen , sa 
erhalten wir aus (10): 

(11) li{4:n) -j- 2/^(4 n — 1) + 2/i(4j2- — 4) -f- 2 ä(4^^ — 9) --j- ... 

= 2 27^, (n kein Quadrat), 

== 2 27 0 -j- j/n (w ein Quadrat). 

Darin ist links die Summe der h (4 n — y^) so lange fortzu- 
setzen, als in — 2 /^ positiv bleib^ und rechts durchläuft 0 alle 
Divisoren von n, die größer als ^jn sind. 

Dabei ist jedoch zu beachten, daß die Formen {x^O^x} 
nur je mit ~ und (.r, x) mit | in Eechnung zu setzen 
sind, weil sie aus den Darstellungen von in durch die Dis- 
kriminante m = — 4, — 3 hervorgehen. 

§ 117. Arithmetische Natur der Klassenfunktion 

Wir kehren jetzt wieder zurück zu der Gleichung (10), § 115, 
um daraus die Natur der Koeffizienten der Klassengleichung 
iTm(^0 = 0 abzuleiten. Zunächst aber betrachten wir die beiden 
speziellen Fälle: m = 4 und m = 3. 
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Setzen wir wie in § 54, (4) 

72 (ra) = (®), n (ra) = VJ (ß>) — 1728, 


SO ergibt sich, aus § 54, (14): 

^3 {i) = —n also ^3 (i) = 0. 
Es ist ferner nach derselben Formel, wenn wir 

Q 

setzen ; 


Q 


72 (Q + 1 ) 


27ti 

e ~ 72 (P) 


? “t~ -1 — 

-■ j) = r.ie). 


72 


folglich. 3^2 (q) = 0, und wir erhalten 

IIs(u) = u, jiQ) = 0, 

^ ^ Hi(u) = « — 1728, j{i) = 1728. 

Es haben also die beiden Funktionen Z/j (u) und Hi (u) 
ganze rationale Zahlenkoeffizienten. Diese Eigenschaft können 
wir nun durch vollständige Induktion allgemein für alle Hm 
nachweisen. 

Zunächst bemerken wir, daß, wenn bewiesen ist, daß H„i(u) 
rationale Koeffizienten hat, sogleich folgt, daß die Koeffizienten 
ganze rationale Zahlen sind (der erste == 1). Denn diese Koeffi- 
zienten sind ganze algebraische Zahlen (nach § 115, VI.) und folg- 
lich, wenn sie rational sind, ganze rationale Zahlen. Nun 
betrachten wir die größten unter den Werten von mj, die in der 
Gleichung (10), § 115 verkommen; das sind 

»4 = 4», a; = 1, y — 0, fc = 1, 

«4 = 4« — 1, X = 1, 2/ = ±li h — 2. 

Es enthält hiernach u) die beiden Faktoren Hin{u), 

Hin—ii^Y-, rind sonst lauter Faktoren Hmiu), in denen 
»4 <4» — 1 ist. Nehmen wir an, daß von den letzteren schon 
bewiesen sei, daß sie rationale Koeffizienten haben, so folgt, daß 

Hini^^)Hi„-^{uy = 0{u)- 

rationale Koeffizienten hat, und man hat also, um Hi„^i{u) zu 
finden, den größten gemeinschaftlichen Teiler von ®(it) und $ (m) 
zu suchen, was durch rationale Kechnung geschieht. Damit ist 
aber auch Hi„{u) auf rationalem Wege gefunden, und da J73(») 
und Hi(u) rationale Koeffizienten haben, so folgt allgemein: 

VIL Die Klassenfunktionen Hm{u) haben ganze ratio- 
nale Zahlenkoeffizienten. 
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§ 118 . Komposition der quadratisohen Kormen. 

Da wir uns in der algebraischen Theorie der Klassengleichung 
auf die Theorie der Komposition der quadratischen Formen stützen 
müssen, so schicken wir darüber die folgenden Bemerkungen 
voraus : 

Zwei primitive Formen (pi = (a^, Ci), (p2 = («2, ^2) 

der Diskriminante — ni heißen einhellig (einig, concordantes), 
wenn %, «3, ~(bi + Jg) ohne gemeinschaftlichen Teiler sind; (pi 
und 92 sind also gewiß einhellig, wenn schon ai, aa ohne gemein- 
samen Teiler sind, und da man, wenn nur die Klassen 
von 9i, 92 gegeben sind, 93, 92 in ihren Klassen immer so wählen 
kann, so folgt, daß man in irgend zwei Klassen (die auch identisch 
sein können), immer zwei einhellige Formen finden kann. Wenn 
also diese Voraussetzung zutrifft, so folgt aus 

T (^1^ — ^2 ) = S (^1 — *a) •. I (^1 -i-h) — <hCi — «2 C2, 

daß — 62) dnrch den größten gemeinschaftlichen Teiler d 
von «1, «2 teilbar ist, und daraus, daß man die beiden Kongruenzen 

(1) &' = 61 (mod 2 a^), 5 ' = (mod 2 a^) 

immer befriedigen kann. 

Denn aus der ersten von ihnen folgt b' = -j- 21 a^, und 

man hat also X aus der Kongruenz 

I (bl — Ö2) + % A = 0 (mod ^2) 
zu bestimmen, die immer lösbar ist. Ist ^ das kleinste gemein- 
schaftliche Vielfache von und also aia2=|ad, so kann 
V nach (1) noch durch b — b' 2 ah ersetzt werden, wenn h eine 

beliebige ganze Zahl ist. Da nun l(b^ -(- m) durch ai, l(b^ 4 ” 
durch teilbar ist, so ist f (&'2 durch ft teilbar, und wenn 

wir h aus der Kongruenz 

— ^ 4^ A = 0 (mod d) 

bestimmen, die immer lösbar ist, da V nach Voraussetzung relativ 
prim zu S ist, so wmd 5 ^ 4 " m = 40 x ^2 0 durch Aa-ia^ teilbar. 
Die zwei Klassen Tc^ sind dann repräsentiert durch 

9i = (<^n 9^2 = («2) 

und die Form 

9 = 9 i 92 = (ui «2, d, e) 
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ist aus cpi (p 2 komponiert. Die Form q) gehört in eine Klasse 1% 
die aus /%, komponiert keißt. 

Nehmen wir cp — (a, 6, c) so an, daß a relativ prim zu m 
ist, so ist auch b relativ prim zu a (wegen m = iac — b’^). Ist 
a = «1 (^ 2 , so -sind auch (a^, 6, c (^ 2 , 5, ca^) einhellige primi- 
tive Formen, und man erhält die Komposition 

(ß', &, c) = (c?i, &, ö 6, c ct), 

und durch wiederholte Anwendung dieses Satzes gelangt man zu 
dem Resultat: 

I. Die Form g? = (a, &, c) läßt sich, wenn a relativ 
prim zu m ist, aus solchen Formen zusamn^en- 
setzen, deren erste Koeffizienten Primzahlen, 
nämlich die Primfaktoren von a sind. 

Eine dieser Komponenten, etwa 

(p, 6, ttcp-i), 

läßt sich durch eine äquivalente Form (p, dp^) ersetzen, 
deren dritter Koeffizient c'ps' durch eine beliebig hohe Potenz 
von p teilbar ist. 

Um dies zu beweisen, brauchen wir für die Äquivalenz das 
Zeichen und haben 

(p, &, cps^-i) (p, & + 2Aps^, 
worin d wegen der Gleichheit der Diskriminanten aus 
pd = c-j-Aft-j- ;i2p^ 

zu bestimmen ist. Da nun 5 durch p nicht teilbar ist, so kann 
X aus der Kongruenz c -j- A & = 0 (mod p) bestimmt werden, und 
d ergibt sich als ganze Zahl. Damit ist mit Rücksicht auf (L) 
bewiesen: 

11. Man kann in jeder Klasse 7ß von primitiven 
Formen der Diskriminante D einen Repräsen- 
tanten (p finden, der sich aus Formen 
P = (p, 6, JJS'c), 

worin p eine in D nicht aufgehende Primzahl, 
und g ein beliebiger Exponent ist, zusammen- 
setzen läßt. 

Die Form P läßt sich leicht mit sich selbst zusammensetzen, 
denn es ist im Sinne der Kompositionen, wenn ^ > v ist: 

{f, &, J)»-' c) (p, &, c) = 6, c), 

und folglich durch den Schluß von v — 1 auf v : 

(2) P" = b, p^-'' c). 
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Ie der Kette der Kompositionen 

(3) P, P^ P3, ... 

kann eine Form verkommen, die in die Hanptklasse gekört, 
die also mit (1, 0, f w) oder [1, 1, -|- 1)] äquivalent ist. 

Wenn dies bei P« eintritt, so ist durch die Hauptform dar- 
stellbar, und es gibt eine eigentliche Darstellung 

(4) • 

Ist umgekehrt eine solche Darstellung möglich, so gibt es in der 
Hauptklasse eine Form (ptS ^9 ^)* 

Ist a der kleinste positive Exponent, für den die 
GleHichung (4) eigentlich lösbar ist, so heißt s der Index 
von und p gehört zum Exponenten s. 

Ist 

(5) P = (p, c), 

so ist 

1)^ = D (mod 4p^), 

und wenn diese Bedingung erfüllt ist, so ist in der Form (p, h, c') 
der Diskriminante D der dritte Koeffizient durch teilbar. 

Die Form (5) bleibt erhalten, wenn wir h durch irgend eine nach 
dem Modul 2^:)® kongruente Zahl V ersetzen. Ist also a nicht 
durch jo teilbar und 

(p — (a, B, C) 

irgend eine mit P einhellige Form der Diskriminante P, so lassen 
sich die beiden Kongruenzen 

X = b (mod x = B (mod 2 a) 

zugleich befriedigen, und wenn man dieses x also an Stelle von 
l und B setzt, folgt: 

III. Ist l die Klasse von P und h eine beliebige Klasse 
der Diskriminante P, so kann man in l und h die 
Eepräsentanten wählen: 

(6) (p, 5, acp'-i), (a, 6, cp% 

und in der komponierten Klasse Ih erhält man 
einen Eepräsentanten 

(7) (ap, 6, p'-ic). 

Ist also 

J 

€0 = p— i 

2 a 

eine Wurzel der Klasse fc, so ist co:p eine Wurzel 
der Klasse Ik 
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§ 119. Die Diskriminante der Invariantengleioliung. 

Wir stellen uns jetzt die Frage, wann eine Inyarianten- 
gleichung 

( 1 ) tt) = 0 , 

worin p eine Primzahl ist, für zwei oder mehrere 

gleiche Wurzeln v hat, oder wann unter den p -j- ^ Größen 

(2) c = 0, 1, 1 

zwei oder mehrere einander gleiche Vorkommen. Dies findet 
dann und nur dann statt, wenn unter den p -|- 1 Größen 

/Q\ Ö € 

iv 

zwei äquivalente verkommen. Es muß also jedenfalls co einer 
ganzzahligen quadratischen Gleichung mit negativer Diskrimi- 
nante D — — m genügen, die wir in der Form annehmen: 

(4) 0)2 -j- j5 CO C = 0, 4: AG — JS^ = m > 0, 

worin Ä, J5, C ohne gemeinsamen Teiler sind.* 

Ersetzen wir co durch eine äquivalente Zahl, also (4) durch 
eine äquivalente Gleichung, so werden die Größen (2) nur unter- 
einander vertauscht. Die Frage nach der Anzahl der gleichen 
Wurzeln von (1) wird also davon nicht berührt, und wir können 
daher annehmen, daß Ä durch p nicht teilbar sei. Ist nun zu- 
nächst pco äquivalent mit j so ist: 

(o) ! — = ^ — , oco — dy = 1. 

^ ' p cc ßpa 

Schreiben wir diese Gleichung so: 

(6) ßp(D^-\-{a-{-ßop — dp2)(o ca — yp = 0, 

so folgt durch Vergleichung mit (4) (da A durch p unteilbar 
sein sollte), daß a durch p teilbar, also=pa' sein muß, und 
daß eine ganze Zahl x existiert, die den Bedingungen genügt: 

( 7 ) ß — 0(1 ßc — 8p == ca! — y z=z Cx. 

Setzen wir noch 

(8) a' — ßc-\-Sp = y, 

so folgt: 

2 a* = Bx + «/, 

(9) 2 (/3 c — 8 p) = Bx — 1 /, 
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und aus 

(10) ^a'8 — ßy = 1 
folgt sodann 

(11) mx^ = 4. 

Der Wert a; = 0‘ist ausznschließen, weil sonst ß = 0 sein 
müßte, was der Gleictung (10) widerspricht, und wir können 
unbeschadet der Allgemeinheit x positiy annehmen. Da überdies 
m nach dem Modul 4 entweder = 0 oder = 3 sein muß, so- 
bleiben zur Erfüllung von (11) nur folgende zwei Möglichkeiten 
übrig: 

1, w = 3, ir =r 1, ^ = +1. 


( 12 ) 


CO 


Da es für die Diskriminante — 3 nur eine Formenklasse 
gibt, so können wir J?=l, C=1 annehmen, d. h. für 

27ti 

CO die imaginäre dritte Einheitswurzel e ^ setzen, und erhalten 
unter den Größen (3) drei äquivalente, indem wir y = -^1 und 
= — 1 annehmen : 

G) 1 

f ’ 

wie auch aus den Gleichungen 

CO — 1 co-~j-l — 1 

P jp -j- jp CO ^ P p CO 

erkannt wird, aus denen die Äquivalenz der drei Größen (12) 
evident ist. 

2. ni = X = y = 0. 

Weil es auch hier nur eine Formenklasse gibt, so können wir 
j5 = 0jJ. = (7=l, d. h. CO = i annehmen, und iSnden die zwei 
äquivalenten Werte: 

o 

pco, , 

p' 


—p 

C5 


wie auch aus der Gleichung 

pco 

folgt. 

Es seien ferner zwei der Werte (3) 

CO c co c' 

P ’ p 

äquivalent, so daß eine Gleichung besteht: 


(13) 


CO c 

yp -\ 

- Ö (tD -j- C') 


ap 

- /3(a) -)- d) 


ciS — ßy == 
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oder 

(14) 

ß (0^ (ß & ß C ajJ — 8])) CO + 

ßcc' cc cp — 8c'p — yp- = 0, 


woraus 

durch Vergleichung mit (4): 

ß = Äx^ 


(15) 

ßd ß G ap — 8p — Bx^ 

ßcd acp — 8 dp — yp^ — Gx^ 



und wenn man wieder 

ßc^ — ßc + co;p-\-dx) — y 

2(/3c' + aj?) = JSx ~\-y, 

2{ßc — d j?) = JBx — y. 

mx^ = 4:X'>^- 

Ist X durch teilbar, so muß auch y durch ]) teilbar sein, 
und wir kommen durch Wegheben des Faktors auf die Glei- 
chung (11) zurück, die, wie wir gesehen haben, nur für die Fälle 
m = 3 und m = i lösbar ist. Wir nehmen also weiter an, x sei 
durch jp unteilbar. 

Ist m durch p teilbar, so ist auch y durch jp teilbar, ß ist 
nach (15) nicht durch teilbar. Dann aber folgt aus (16): 
G = c' (mod j)), und beide entsprechen also der nämlichen Wurzel 
von (1). 

Es gehe jetzt also ^ weder in x noch in m auf. Dann geht 
es auch nicht in y auf, und nach (17) werden c und c* aus den 
Kongruenzen 

(19) 

bestimmt, und wenn c, ö' bestimmt sind, ergeben sich aus (17) 
a und 8 als ganze Zahlen. Damit sind die beiden ersten 
Gleichungen (15) befriedigt, und y erhält man aus der letzten 
Gleichung (15) gleichfalls als ganze Zahl. 

Es ist nämlich 

(20) yjp2 = ßcd (ac — 8 0 ^) — Gx = (^ (mod 

Denn wir haben aus (17) und (15) 

ß^cc' ß(ccc — 8 c')jp — ccSp^ — AOx^ 

= ßlß cc^ (ccc — 8 — Cx] — oc 

_ _ 


(16) 
setzt : 

(17) 

Daraus 

(18) 


Weber, Algebra. III. 
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folglich ist das zweite Glied von (20) durch xo- teilbar, und wenn 
man dafür einsetzt, so folgt 

ad — ßy = 1. 

Wir kommen also zu dem Resultat: 

IV. Die Invariantengleichung Fp(v^ u) hat immer dann 
und nur dann mehrfache Wurzeln, wenn tt=y(co) 
ist, worin co die Wurzel einer quadratischen Glei- 
chung ist, deren Diskriminante nicht durch p 
teilbar ist, aber eine Lösung der Gleichung (18) 
gestattet. 

Es gibt für ein gegebenes p nur eine endfiche Anzahl von 
Werten m, die dieser Forderung entsprechen, da m <; 4 _p 2 sein 
muß. 'Die Werte m = 3, m = 4 sind darunter als spezielle 
Fälle enthalten. 

Da nach (18) — m quadratischer Rest von p ist, so ist p 
durch eine Form der Diskriminante — m darstellbar; p^ ist aber 
durch die Hauptform einer Diskriminante darstellbar. Die 
Formenklasse, durch die p darstellbar ist, ist also selbst entweder 
die Hauptklasse oder sie gibt, mit sich selbst komponiert, die 
Hauptklasse, ist also zweiseitig. Wir können das Theorem IV. also 
auch folgendermaßen aussprechen : 

V. Die Wurzeln der Diskriminante der Invarianten- 
gleichung Fp{v^ u) sind die singulären Invarianten 
j(o}), worin co die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung von negativer Diskriminante D ist, für 
die die Primzahl^ den Index 1 oder 2 hat. 
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§ 120. Relationen zwischen den Klasseninvarianten derselben 

Diskriminante. 

Es ist für die Folge eine Bezeichnung zweckmäßig, durch 
die die Abhängigkeit der Klasseninvariante von der Formenklasse 
einfacher ausgedrückt wird. Wir setzen daher, wenn 'k eine be- 
liebige primitive Klasse der Diskriminante — m bedeutet, die 
nach § 118, III. durch (a, ö, cj)®) repräsentiert wird: 

/7^ • { — ^ 4* V— •/ \ 

(Ä)=A — 2/ — 

Wenn eine oder mehrere der (Ji) unter einem Funktions- 
zeichen auf treten, so werden wir die Klammem auch weglassen, 
also z. B. /*(&, k\ . . .) für /[(/c), (fc'), . . .] schreiben. 

Ist also 

(1) (^;)=i(<»). 

und l eine durch (p, &, a öf repräsentierte Klasse, so ist nach 
§ 118, III; 

(2) G*) = }{j)< 

und es genügen also die beiden Größen 

u = (ft), V = Qk) 

der Invariantengleichung 

( 3 ) (v, li) = 0 . 

Die Größe v — Qk) ist aber außerdem eine Wurzel der 
Klassengleichung 

( 4 ) = 0 , 

und es ist zunächst festzustellen, wieviele Wurzeln die Gleichung 
(3) mit (4) gemein hat. 

28 ’*' 
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Die sämtlichen Wurzeln von (3) sind aber nach § 69: 

(5) 3 o ß>)> 3 

wenn A ein Eestsystem nach, dem Modul p durchläuft. Die erste 
von diesen gehört nicht zu den Wurzeln von (4), denn cj' = p m 
genügt der Gleichung: 

aß)'2 = 0, 

die primitiv und von der Diskriminante — ist. -Wenn wir aber 
jp £□' = CO A setzen, so erhalten wir für co' die Gleichung : 

(6) ap^ -|- jp (6 — 2 a /l) co' -f- — bl cp^) = 0, 

und diese Gleichungen sind ebenfalls von der Diskriminante 
— mp^» Es sind aber zwei darunter, die imprimitiv vom Teiler 
sind, nämlich die den Werten 

(7) A = 0, ayL — & = 0 (mod p) 

entsprechen. Die erste ist die Wurzel der Form (ap, 6, die 

zweite die der Form 

(ajp, h — 2 a A, C), 

und da& — 2aA = ö (mod 2 a) und [nach (7)] = — b (mod 2jj) 
ist, so ist diese Form komponiert aus(a,&, cp") und (p, — &, acp"“^), 
die in die zu l reziproke Klasse gehört. Daraus ergibt sich : 

I. Die Gleichungen (3) und (4) haben nur zwei Wur- 
zeln miteinander gemein, nämlich die Klassen- 
invarianten (ITi) und (n^fc), und wenn die Klasse l 
zweiseitig ist, so haben sie nur eine Wurzel 
gemein. 

Setzt man also in (3) u = (/c), so ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler von (3) und (4) vom zweiten, und wenn l 
zweiseitig ist, vom ersten Grade. Im ersteren Falle sind (Ih) und 
(P^/b) die Wurzeln einer quadratischen Gleichung, deren Koeffi- 
zienten rational von u abhängen, und deren Form im übrigen 
nur von der Klasse Z,. nicht von h abhängig ist. Dem hiermit 
bewiesenen können wir den Ausdruck geben: 

II. Es ist 

( 8 ) (ih) + (r^h) = 

oder, wenn l zweiseitig ist, 

(9) (llc) = 

worin fi(]c) eine rationale Funktion von (Ic) be- 
deutet, deren rationale Zahlenkoeffizienten nur 
von der Klasse Z, nicht von der Klasse k abhängen. 
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§ 121. Treniiiing der entgegengeaetzten Klassen. 

Wir betrachten nun die Reihe der Klasseninvarianten 

(10) . . h), ]C), (Ä), (I fc), (fk), (f Ä), . . 

jjie beliebig nach vorwärts und nach rückwärts fortgesetzt werden 
kann. In dieser Reihe ist, wenn l zum Exponenten £ gehört, 
(V'h) mit identisch, während alle zwischenliegenden Glieder 

davon und untereinander verschieden sind. Ist l zweiseitig, so 
enthält die Reihe (10) nur zwei verschiedene Glieder, von denen 
jedes durch das andere rational ausdrückbar ist. Anderenfalls 
schließen wir nach (8), daß jedes Glied der Reihe (10) rational 
ausdrückbar ist durch die beiden vorhergehenden (oder auch durch 
die beiden folgenden) in der Form 

( 11 ) (P+^lc) = —{p-n) + fi{Vh), 

Durch eine wiederholte Anwendung dieser Formel gelangt 
man zu dem Satze, daß jedes Glied der Reihe (10) rational 
ausgedrückt werden kann durch irgend zwei aufein- 
anderfolgende Glieder derselben Reihe. 

Ist aber l zweiseitig, so sind alle Glieder der Reihe 
(10) rational durch eines ausdrückbar. 

§ 121. Trennung der entgegengesetzten Klassen. 

Es kommt nun darauf an, auch im Falle eines nicht zwei- 
seitigen l die beiden Wurzeln der quadratischen (^eichung von- 
einander zu trennen, was durch Adjunktion von )/D möglich ist. 

Ist die Klasse l nicht zweiseitig, so sind die beiden Klassen- 
invarianten (Zfc), (iT^h) voneinander verschieden und daher 

(§ 118, in.) 

• = (”0 = j(f) 

eine einfache Wurzel der Transformationsgleichung 

Fp(u,v) = 0 

(§ 119, V.). Setzen wir also 



so folgt nach § 72, daß M rational durch 


i(®) 
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also rational dureli (Ä) und (Ih) ausdrückbar ist, und aus § 72 
ergibt sieb, daß M eine ganze algebraische Zahl ist. 

Diesen Satz wenden wir an auf je zwei aufeinanderfolgende 
Glieder der Keibe (7) und erhalten, wenn wir 


03, 


0)9 


23’ 


(De 


j) ' - 23 ' ' - p 

setzen, und wenn q) eine durch die Klasse l yollständig bestimmte 
rationale Funktion bedeutet: 

V24 

M 


( 2 ) 




( n (‘op y 


__ f ri (Wa) 


M,. 


_ ( ^(*^0 Y*— 
Ufo«-!)/ 


= 

= cp(l\ PK), 


9)(Z*-iÄ, K). 


( 3 ) 


(oa,-i)j 

Durch Multiplikation aller dieser Gleichungen folgt: 

... ]c). 


( n (toO V 


Nach § 120 kann aber die rechte Seite dieser Gleichung als 
rationale Funktion ^ (/r, l h) Ton (h) und (l k) (mit rationalen Zahl- 
koeffizienten) dargestellt werden. 

Andererseits ist, da l zum Exponenten s gehört, Z® mit der 
Hauptform, also Pk mit k und 03 ^ mit 03 äquivalent, also besteht 
eine Gleichung: 

«d-/3r = 1, 

und es ist tj (coe) : rj ( 03 ) nach § 38 zu bestimmen. Genügt, wie 
wir angenommen haben, 03 der Gleichung 
(5) aco^ h(D cp^ == 0, 

so erhält man aus (4), da g)^ = co/p^ ist: 

ßo^ (oc — p^ d) 03 yp^ = 0, 
was dui'ch Vergleichung mit (5) gibt 

ß 1 = ax^ (% — p^ 8 — hx^ y = — cx^ 
und wenn man p^8 = y setzt : 

« rz= iL ^ ß = aX^ 

z=—cx, j)‘d = jr , 


( 6 ) 


p^y = — cx, ])' 
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= ^ 24 * mx-. 

Daraus sind x und y bis auf die Vorzeichen bestimmt, und 
X kann positiv angenommen werden, und das Vorzeichen von y 
ergibt sich aus der Kongruenz 

(7) y = hx (modjp®). 

Betrachtet man dagegen die Komposition so hat man 

die Form (a, b, mit (p, — &, zu komponieren; man 

bestimmt ö' aus den beiden Kongruenzen: 

& (mod 2tt), b' = — b (mod 

und es ist alles ebenso durchzufiihren, nur daß an Stelle von 

(7) der Kongruenz 

(8) " y ^ — bx (mod 

tritt, d. h. y bekommt das entgegengesetzte Zeichen. 

Nach (5) und (6) ist aber 

( 9 ) „ + ßm ^ ^ 


w orin, wenn a und x und folglich ß positiv angenommen sind, 
y — m positiv imaginär zu nehmen ist. 

Es ist aber nach § 38, (4) 



(y + i—mx\ 

(g))J 

V 2 / 


und folglich erhält man nach (3) 


( 10 ) 


0 



( 11 ) 


Auf die gleiche Weise ergibt sich wegen (16): 

0 (k, r 


r-t) = 


? 


und die Gleichung (10) ist daher nicht erfüllt, wenn (Ih) durch 
(P^Ä;)” ersetzt wird, außer wenn 


(y + / 

'y — y — mc^ 

\ 2 ) ~ \ 

2 / 


ist. 

Dies ist aber nicht möglich, wenn, wie wir angenommen 
haben, j) nicht in m aufgeht: Denn zerlegt man p im Körper 
= 91 (y5) in die zwei voneinander versch iedene n konjugierten 
Primideale h, p', so geht das eine in |(j/ + ]/ — mx), das andere 
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in \{y — y — m x) auf, und diese beiden GröJSen müssen also 
relativ prim sein. Folglich kann die Gleichung (12) nicht bestehen. 

Die quadratische Gleichung, deren beide Wurzeln (?ä), (IT^h) 
sind, hat also mit (18) nur eine Wurzel gemein, und daraus 
ergibt sich der wichtige Satz: 

IIL Nach Adjunktion von )pD ist (ZÄ) rational aus- 
drückbar durch (/c) in der Form: 

(13) QV) = fi{Tc, yn), 

wo fl eine rationale Funktion ist, deren Form 
durch die Klasse l allein bestimmt ist. 

Die Änderung des Zeichens von hat den Erfolg, daß (l k) 
in (Z~^fc) übergeht, also: 

fiik iB) = /•»-! (fc, -iD). 

^ Ist Z zweiseitig, so gilt nach I. dieselbe Formel, nur daß 
yi) in fl dann nicht vorkommt. 

Ist V eine zweite Klasse von derselben Beschaffenheit wie Z, 
so kann man die Fornael (13) auf VTo anwenden und erhält: 

(ivk) = fi{vk, ys), 

was mit Anwendung von 

(Vk) = fv(k, iB) 

in eine Gleichung der Form: 

{IV k) = fivik, iB) 

Übergeht. Da man auf der linken Seite Z mit V vertauschen 
kann, so folgt 

so daß fiv nur von der zusammengesetzten Klasse IV abhängt. 
Ebenso läßt sich ableiten 

{ivv'k) = 

und da nach § 118, II. jede beliebige Klasse s der Diskriminante 
B aus solchen Klassen l zusammensetzbar ist, so ist die Formel 
(13) nebst den daraus gezogenen Folgerungen nicht mehr an die 
über l gemachte besondere Voraussetzung gebunden, daß der 
erste Koeffizient eine Primzahl sei. 

Wir haben also, wenn s, k zwei beliebige Klassen der 
Diskriminante B bedeuten, die Formeln: 

(w) (Sk) = f,{k, Yb) 

(15) (^^k) = f,{k,-)/B). 
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Ist Ä) die Hauptklasse, so ist 

2(0 = yZ) oder 2co = — 1 -f- V-ö, 
und da rein imaginär ist, so ist Ä = ^‘(co) nach § 69 (4) 
reell. Demnach ergibt sich aus (14) und (15), da jetzt (s]c) = (s) 
wird: 

Die Invarianten entgegengesetzter Klassen sind kon- 
jugiert imaginär, die Invarianten zweiseitiger Klassen 
sind reell. 

Kehren wir zu einer beliebigen Klasse h zurück und setzen 
in der Formel (15) sh an Stelle von Ä, so folgt: 

( 16 ) (k) = fsisk -iD), 

oder, indem man sh = h' setzt und f für fs schreibt, nach (21) 

^ ^ Qc) =f(Ä',-VD), 

worin nun h, h' irgend zwei Klassen der Determinante D sein 
können. 

Hiernach sind wir imstande, die Galoissche Gruppe der 
Klassengleichung, oder zunächst wenigstens eine Gruppe von 
Permutationen zu bestimmen, in der die Gruppe der Klassen- 
gleichung als Teiler enthalten ist. _ 

Nehmen wir zunächst an, es sei die yD dem Rationalitäts- 
bereich der rationalen Zahlen adjungiert, und wenn (h), (kf), (h")... 
die sämtlichen Klasseninvarianten der Diskriminante J) bedeuten, 

B (k, k', Je", . . .) 

irgend eine rationale Funktion dieser Größen. Nach unserem 
Satze läßt sich diese Funktion rational ausdrücken durch eine 
der Größen (Je), also etwa: 

R(&, Je', k", ...) = B'(k). 

Bedeutet ferner (s) eine beliebige Klasseninyariante der Dis- 
kriminante D, und hat die Funktion B die Eigenschaft, durch 
die sämtlichen h Permutationen 

/ k K 

\sk, sk\ sk'\ . . .r 

deren Gesamtheit wir mit © bezeichnen wollen, ungeändert zu 
bleiben, so ist B' (k)=B' (sk), und daher rational ausdrückbar. 

Die Galoissch^ Gruppe der Klassengleichung nach 
Adjunktion von Vü ist also in dem System © enthalten, 
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und da © eine Abelsclie Gruppe ist, so ist die Klassen- 
gleiciiiing eine Abelsche. 

Nehmen wir an, die Funktion E habe reelle (rationale) 
Koeffizienten, ^ wird gleichwohl ihr rationaler Ausdruck die 
Form a -f“ & ^jD haben, worin a, h rationale Zahlen sind. Der 
imaginäre Teil wird dann und nur dann wegfallen, wenn E auch 
durch die Vertauschung sämtlicher Klassen /r, 7^', /c", ... mit ihren 
entgegengesetzten _ungeändert bleibt. Daraus folgt, daß ohne 
Adjunktion von ]jl) die Galoissche Gruppe der Klassengleichung 
enthalten ist in dem System von 2h Permutationen, die man 
erhält, wenn man in @ jede Klasse in ihre entgegengesetzte ver- 
wandelt. Nur in dem besonderen Falle, in dem alle Klassen 
zweiseitig sind (der nur für eine endliche Anzahl von Deter- 
minanten stattfindet), ist dies letztere System mi^ identisch, und 
die Klassengleichung ist ohne Adjunktion von yi) eine Abelsche. 

Der algebraische Körper, der aus den rationalen Funktionen 
einer Klasseninvariante gebildet ist, ist daher, von dem zuletzt 
erwähnten Ausnahmefall abgesehen, kein Normalkörper, sondern 
ist von seinen konjugierten Körpern verschieden. Dagegen_erhält 
man einen Normalkörper, wenn man die Quadratwurzel ^jI) dem 
Körper der Klasseninvaxianten adjungiert. Denn jede rationale 
Funktion säi^licher Wui’zeln der Gleichung kann durch eine von 
ihnen und ^jD rational ausgedimckt werden. 

§ 122. Irreducibilität. 

Wir betrachten jetzt den algebraischen Zahlkörper 

(1) H = V5), 

der aus einer Klasseninvariante (k) der Diskxdminante D und yZ) ! 
zusammengesetzt ist; in diesem Köi’per sind nach dem vorigen 
Paragraphen alle zu derselben Diskriminante gehörenden Klassen- 
invarianten (/t), (Ä;'), (/v^'), . . . enthalten. Diesen Körper nennen wir 
den Klassei^körper der Diskriminante D. Den quadratischen 
Köi'per 3^(yi)) bezeichnen wir wie bisher mit lö, der,’ wenn 
1) — und z/ der Stamm von D ist, mit 9i identisch ist. 
h sei die Klassenzahl der Diskiuminante J). 

1. Es sei (Ä) irgend eine der h Klassenvaiuanten und \ 

(2) ■ 0 (k) = (ky + «1 (ky-^ 4- «2 {ky-^ = o 

die Gleichung niedrigsten Grades in ß, deren Wurzel (Tb) ist. ! 
Da (k) eine ganze Zahl ist, so müssen auch die ganze Zahlen 
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des Körpers Sl sein (Bd. II, § 149). Es ist dann, wenn t eine 
Variable bedeutet, 0(t) ein Divisor der Klassenfunktion 
und folglich ist auch die Diskriminante von 0(t) ein Teiler der 
Diskriminante von Hmif). 

Ist ^ eine beliebige ganze Zahl des Körpers Sl , so ist die 
Eelativspur in bezug auf Sl (Bd. II, § 175): 





eine ganze Funktion von höchstens vom Grade v — 1 , deren 
Koeffizienten ganze Zahlen von Sl sind. Lassen wir also t in (&) 
übergehen, so folgt: 


( 3 ) 

und daraus: 


f 

^ ~ a)'(fc)’ 


(4) & s = ^0 + (fc) + ß, {ky h ßv-i iky-\ 

•worin /3o, ßi^ ßv^i ganze Zahlen in Sl sind, und d eine ganze 
rationale Zahl bedeutet, für die man die Diskriminante der 
Gleichung (2): 

l = 2^[^'(/c)] 

nehmen kann. Die Körperdiskriminante geht dann in i auf, und 
keine der in b nicht aufgehenden Primzahlen ist in 
oder in S durch das Quadrat eines Primideals teilbar 
(Bd. II, § 174). Die Zahl b hängt nicht von der besonderen 
Zahl t ak. 

Eine ganze Zahl t ist nur auf eine Weise in der Form (4) 
darstellbar, weil sonst (Je) einer Gleichung von niedrigerem als 
dem i/ten Grade genügen würde, was der Voraussetzung wider- 
spricht; und daraus folgt, daß g nur dann durch eine 
ganze Zahl a des Körpers Sl teilbar ist, wenn alle Koeffi- 
zienten ßv^i durch oc teilbar sind. Denn stellt 

man t/oc in der Form (4) dar, so müssen die Koeffizienten in 
dieser Darstellung ebenfalls ganze Zahlen sein. 

Ersetzen wir (7c) in (3) durch eine andere Wurzel der Glei- 
ehung (2), so geht g in einen konjugierten Wert über, der eben- 
falls eine ganze Zahl ist. 

2. Nach dem Fermatschen Satze ist für jede beliebige 
Primzahl jp, wenn a eine ganze rationale Zahl bedeutet: 

(5) = a (mod jp). 
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Ferner ist, wenn ^ niclit in 2jD anfgeht, nach § 85 
J) 2 = (mod jp), 

also: 

(6) , yn"’ = (A p) y5 (mod J)). 

Bezeichnet daher a wie oben eine ganze Zahl des Körpers Sit 

„ _ ^ + 


also, wenn man mit 2Q mnltipUziert, x für Qx schreibt und mit 
a' die zu 06 konjugierte Zahl bezeichnet: 

2Qcc = x^y^/n, 2Qcc' = x — yi3y 
und daraus folgt nach dem Ferm ätschen Satze und nach (6): 

(Ai)) = +i, . ^ . 

«i> = «', = — 1. imoaj)> 

Daraus folgt nun, wenn f(k^ ^ — m) irgend eine Zahl von 
der Form (4) ist, mit Anwendung des polynomischen Lehrsatzes : 


( 8 ) 


f{jc, yS)*’ = /■(F, yA)^ (D, jo) = + 1, 

fik, iJOy = /(F, - ]ID), (D, j)) = - 1, 


(mod jp). 


worin für {hy steht, also die Bedeutung einer wirklichen 
Potenz hat. 

3. Wenn ein in f auf gehendes Primideal in ß ist, so ist 
die Norm von ^ eine Potenz von p: 

(9) 

Der Exponent f ist der Grad des Primideals 5p. Für jedo 
beliebige ganze Zahl g des Körpers K ist 

(10) = g (mod 5p), 

und wenn nmgekehrt die niedrigste Potenz von p ist, bei der 
die Kongruenz 

(11) ? (mod 5p) 

durch jede Zahl g befriedigt wird, so ist f der Grad des Ideals 5p 
(Bd. II, § 167). 

Es sind nun die Grade der Primideale zu ermitteln , die in 
der Primzahl p enthalten sind. 

Da p nicht in der Grundzahl des Körpers 9 aufgeht, so ist. 
p nicht durch das Quadrat eines Primideals teilbar. 
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4. Bedeuten Qc)^ (k% die sämtlichen Wurzeln der 

Oleichung 

Hni (^) 0, 

■SO ist für ein variables t 

= (ä:)] [t ~ (ft')] . . . p - (ft«"-«)] , 

und diese Funktion hat ganze rationale Koeffizienten. Es ist 
also nach (5): 

[Hm 0] ^ (niod ii), 

also, wenn wir t = (A) setzen: 

l(k)P _ (]c)] [(]c)p — (fc')] . , . [(k)p ^ 0^-1))] = 0 (mod ii). 
Bedeutet also ^ ein in p aufgehendes Primideal in g, so muß 
wenigstens einer der Faktoren der linken Seite durch ^ teilbar 
sein, und daraus folgt eine Kongruenz 
(12) ^ (h)P = 0) (mod 

worin (h') irgend eine der Klasseninvarianten ist, die auch mit 
(A) identisch sein kann. 

5. Ist zunächst 

(D, j)) = — 1, 

SO kann ^ jedenfalls nicht vom ersten Grade sein, weil ja schon 


(13) 


iJD^ = —)/i) 


ist. Ist aber in (12) (nach § 121) 

(ft') = /-(ft, V5), ft = /■(ft',_v5), 

so folgt aus (13) 

Qcr = -y^>) = - v^) = 

(k)p^ = Je (mod 

und mithin ist für alle ganze Zahlen g des Körpers Ä 

(14) (mod$), 
und ist vom zweiten Grade. 

6. Ist zweitens 

(D,jp) = +1, 

so gibt es, wie in § 118 bewiesen ist, zwei entgegengesetzte Klassen 
I, V~^ (die, wenn l zweiseitig ist, miteinander identisch sind), die 
durch Formen mit dem ersten Koeffizienten p repräsentiert 
werden können, und wenn (A) eine beliebige Klasseninvariante 
ist, so ist nach § 120 die Invariantengleichung für den Trans- 
formationsgrad p : 

(15) F^(ti,v) = Ö 




f 

% 

t 

L. 


f 




I- 

L 
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befriedigt für 

= (/ß), V — Q h) und v — (JT^ ]o). 

■ Nacli dem, was am Schlüsse des § 69 bewiesen ist [Formel 
(32)], folgt aber hieraus die Kongruenz 

(16) [(ky — Qk)] [{Iky — (fc)] = 0 (mod p). 

Wenn nun 5p ein in aufgehendes Primideal ist, so muß 
einer der beiden Faktoren auf der linken Seite von (17) durch 5p 
teilbar sein. Welche der beiden hiernach möglichen Annahmen 
wir weiter verfolgen, ist gleichgültig, da die eine in die andere 
übergeht, wenn k mit V^k und l mit vertauscht wird. Sei 
also 

(17) {hy=(lk) (mod 5p). 

Wenn die Kongruenz (17) für irgend einen der konjugierten 
Werte (k) befriedigt ist, so gilt sie auch für jeden anderen. 
Denn es ist nach § 121 : 

also 

(wy = f(h^, fS) = f(l]c, = (W) (mod 5p). 

Es folgt also aus (14), wenn man k durch l~^lc ersetzt: 

(18) Qrycy = (k) (mod')!), 

d. h. je nachdem für l die eine oder die andere der beiden zu p 
gehörigen Klassen l gesetzt wird, ist der eine oder der andere 
Faktor von (16) durch 5p teilbar. 

Durch wiederholte Anwendung von (17) ergibt sich für jeden 
beliebigen positiven Exponenten x 

(19) (ky ~ (l"k) (mod 5p) 

(Schluß von X auf x -)- 1). 

Wenn nun l zum Exponenten b gehört, oder s der Index von 
p ist, so ist nach (19): 

(20) {ky‘ = (k) (mod 5)3), 

und j)® ist die niedrigste Potenz von j), die dieser Bedingung 
genügt. Denn wenn noch eine niedrigere Potenz von ja die Kon- 
gruenz (19) erfüllt, so folgt aus (20), daß zwei verschiedene 
Klasseninvarianten (7c) , (/c') nach dem Modul 5p kongruent sind. 
Es wäre also ihre Differenz (Tc) — (h') durch ^ und mithin die 
Diskriminante von durch p teilbar, gegen die Voraussetzung. 
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Daraus ergibt sich nun wieder nach (7)^ daß die Kongruenz 
(21) = t (mod 

für jede ganze Zahl g in ® erfüllt ist und daraus also der Satz: 

Eine Primzahl jp zerfällt im Körper ff in lauter von- 
einander verschiedene Primideale, deren Grad gleich 
dem Index von ist. 

Wir wollen noch beweisen, daß es unter den verschiedenen 
in p aufgehenden Primidealen ^ immer eines gibt, für welches 
von den beiden aus (16) folgenden Kongruenzen die Kongruenz 
(17) besteht. 

Dazu bemerken wir; Wenn wir die sämtlichen Zahlen des 
Körpers ff in die konjugiert imaginären verwandeln, indem wir 
mit — yS und jede Klasseninvariante (k) mit der entgegen- 
gesetzten (fc"“^) vertauschen, so gehen die sämtlichen Zahlen eines 
Ideals 31 in die Zahlen eines konjugiert imaginären Ideals 31' über, 
das auch mit 31 identisch sein kann, und die Norm des Ideals 31 
ist gleich der Norm des Ideals 31'. Ist 3i ein Primideal, so ist 
auch 31' ein Primideal. 

Ist nun die Kongruenz (17) nicht erfüllt, so muß nach (16) 
(Ihy = (k) (mod^) 

sein, und auch diese Kongruenz bleibt bestehen, wenn k durch 
eine andere Klasse k' ersetzt wird. Setzen wir also l ^k ^ an 
Stelle von /r, so folgt: 

(jf-y = (mod^). 

Da also {Ic^y — eine Zahl in ^ ist, so ist (7c)^ — (? k) 

in dem zu konjugierten Ideal enthalten, und es ist 

{ky = Qk) (mod ^'), 

was aus (17) durch Vertauschung von ^ mit hervorgeht 

7. Aus diesen Sätzen ist die Irr^ucibilität der Klassen- 
gleichung auch nach Adjunktion von eine einfache Folge. 

Sind /r, fc' zwei beliebige Klassen der Diskriminante D, so 
können wir W nach § 118 in der Weise zusammensetzen; 

fc' = kivr .... 

daß durch die Klassen Z, Z', Z", ... die Primzahlen p, jp', jp", . . . 
darstellbar sind. Nach dem, was soeben bewiesen ist, können 
wir also die Primteiler dieser Primzahlen so wählen, daß 
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(l)p = (Jel) 

(mod 5p), 


(22) 

(Jcl)P' = (JeW) 

(mod 5p'), 



(Ul')P" = (JeU'l") 

(mod 5p") 



Nehmen wir jetzt an, es zerfalle die Klassengleichung, es sei 
also für ein yariables t 

so können wir, da /«, h' beliebige Klassen waren, (Ä) unter den 
Wurzeln von (t), (Jo') unter denen von E^ (t) wählen. In der 
Kette (22). gehört also das Anfangsglied (Jo) zu den Wurzeln (Zci) 
von und das Endglied (h') zu den Wurzeln (^a) von E^{t), 

Da mindestens an einer Stelle der Kette (22) der Übergang von 
den Wmzeln des einen Faktors zu denen des anderen stattfinden 
muß, so gibt es ein Paar von Wurzeln (fci), (It^, das für irgend 
eine Primzahl f und ein darin aufgehendes Primideal 5p der 
Kongruenz 

(Joi)^ = (Äa) (mod 5p) 

genügt. Da nun iZi(Zbi)==0 ist, so folgt durch den oft an- 
gewandten Schluß 

E^ (k,)y = E, (Icp) = E, (Jo,) = 0 (mod 5p). 

Da nun 

E, (Je,) = hl(]o,) - (Je,)] 

ist, so muß eine der Differenzen (Jc^) — (Je,) durch 5p teilbar sein, 
was nicht möglich ist, da ^ nicht in der Diskriminante von H 
aufgeht. 

Damit ist die Irreducibilität der Klassenglei- 
chung bewiesen; der Grad des Körpers ß ist gleich 
dem Doppelten der Klassenzahl festgestellt, und 
die im vorigen Paragraphen gefundene Gruppe © 
ist als die wahre Gruppe der Klassengleiohung er- 
kannt. 

8. Hiernach können wir alle Primzahlen p, abgesehen 
von einer endlichen Anzahl von Ausnahmen (die in 21) 
oder der Diskriminante von E aufgehen) in ihre Primfaktoren 
im Körper S zerlegen. 

Ist (E, p) = -|-l, so zerfällt p und Körper Sl in zwei kon- 
jugierte Piumideale ersten Grades. Ist p vom Index s, so ist 
jedes in p aufgehende Primideal p vom Grade s. Ist also 
JP — ^1 ^2 • • • 
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so ist wegen 5. N(p) = und folglich 

2 h = rs. 


Die Anzahl der Primfaktoren, in die p im Körper ^ zerfällt, 
ist also gleich 2h/s. 

Ist ferner (D, p) , so sind die Primfaktoren von p 

vom zweiten Grade, und ihre Anzahl ist also = 'k 

9. Eine interessante Folgerung ziehen wir noch aus diesen 
Eesultaten. Es sei (D, j^) = -f- 1 und s der Index von p. Dann 
ist 4j)® durch die Form darstellbar und 

(23) jj' = 

wenn zur Abkürzung 


• ( 24 ) 








X 


— y)/i> 
2 


gesetzt wird. Wir wissen nun, daß p in lauter verschiedene Prim- 
ideale vom Grade s zerfällt. Da p ungerade ist, und a?, y höchstens 
den gemeinschaftlichen Teiler 2 haben, so haben ft, p' keinen 
gemeinsamen Primfaktor in ff. Jedem Primideal 5|5, das in p 
aufgeht, entspricht ein davon verschiedenes (konjugiertes) Prim- 
ideal iß', das aus iß dadurch entsteht, daß man für alle Zahlen 
von iß die konjugiert imaginären Zahlen setzt. Es ist also p 
nicht nur durch iß, sondern durch iß^ teilbar. 

Nach § 121 ist 



und nach § 72, 4 genügen die Faktoren auf der linken Seite 
dieses Ausdrucks einer Gleichung P^gp(P^, ^ 2 ? =pi worin 
g?(P^, Zs) ganze algebraische Zahl ist. 

Daraus folgt aber, daß P^ nicht durch eine höhere als die 
erste Potenz von iß teilbar sein kann, während doch p durch iß® 
teilbar ist. Wir schließen also aus (25), daß jede der Zahlen 
durch die erste Potenz von iß teilbar sein muß, daß mithin alle 
diese Zahlen assoziiert sind. Bezeichnet also q irgend eine 
algebraische Einheit, so ist 

also ist p wirklich als ate Potenz einer im Körper ff existieren- 
den Zahl dargestellt, und P^ selbst ist eine Darstellung eines 
Primideals im Körper Sl durch ein Hauptideal im Körper ff. 

Weber, Algebra. III. 29 



450 


Achtzehnter Abschnitt. 


'§ 123. 



§ 123. Bezieliuiigen. zwischen Klasseninvarianten in den 
verschiedenen Ordnungen. 

Zwischen den Klasseninvarianten verschiedener Diskrimi- 
nanten D — mit dem gleichen Stamm ^ bestehen alge- 
braische Beziehungen, die wir jetzt aufzusuchen haben. 

Es sei j) eine beliebige Primzahl (auch jp = 2 nicht aus- 
geschlossen) und 
( 1 ) 

Es sei — D — — D' = also w' und 

(2) (tt) = 0, 

(3) (v) = 0 

seien die zu den Diskriminanten — — m' gehörigen Klassen- 
gleicliungen. 

V = j ((»') 

sei eine beliebige Wurzel der zweiten und 

(4) oj/2 -f JB' ß)' 4- 0' = 0, J5'2 — 4^'C' = D' 

die primitive quadratische Gleichung, der ra' genügt. Ä' möge, 
was erlaubt ist, durch p unteilbar vorausgesetzt sein. 

Wir betrachten nun die Invariantengleichung 

(5) (w, v) = 0, 

deren Wurzeln sind: 

(6) u=j{p(a'), j ^ 4 c = 0, 1, 2, jp — 1. 

Das Argument dieser Funktionen: 

, , Cö' + c 

G) = pco' oder = 

P 

genügt einer aus (4) abzuleitenden quadratischen Gleichung, 
nämlich : 

w = |) oj', AL' “1“ B'p CO -j- = 0, 

co^ -4- 0 

CO — ! , 

p 

+ (J3' — 2A'e)pco + Ä' — B' c + 0 ' = 0 . 

Die Diskriminanten dieser Gleichungen sind = p^ i), 
und die erste von ihnen ist immer primitiv, die Diskriminante 
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der zweiten Gleichung reduziert sich nur dann auf D, wenn sie 
imprimitiv ist und 

/g\ ^ Al c durch p, 

— i^'c + C' durch 

teilbar ist, und dann genügt die entsprechende Zahl (6) gleich- 
zeitig der Gleichung (5) und der Gleichung (2). Dies trifft aber, 
wie wir gleich zeigen, nur für einen Wert c zu, und folglich läßt 
sich der betreffende Wert n rational durch v ausdrücken. 

Denn ist zunächst p ungerade, so hat die erste Kon- 
gruenz (8): 

"lA!c — = 0 (mod 

nur eine Wurzel, und für diese ist 

(2Ä c JB'Y = 4:A'(Ä^c^ — £'c -j- C') = 0 (mod 2^^)- 

Ist = 2, so ist i)' und folglich J5' gerade und mithin 
JS' — 2 Ä'c immer durch 2 teilbar. Es ist dann 

(a'c — — j) = A> (A'c^ — JS'c + O'), 

und da i> = 0 oder = 1 (mod 4) ist, so ist die linke Seite hier 

JS' 

durch 4 teilbar, wenn A'c — = D (mod 2) angenommen wird. 

Geht man umgekehrt von einer Gleichung 

(9) ^02 -f J5(o + 0, B^ — 4:AC=1) 

der Diskriminan te D aus, nimmt A relativ prim zu p an und 
setzt «' = 23 co, so genügt »' der primitiven Gleichung 

(10) A co'2 -f 5p ra' = 0 

von der Diskriminante 5' =p3 5, und wenn wir also i? = 
setzen , so ist j (m) rational durch v ausdrückhar. Daraus 
folgt also der Satz : 

1. Jede Klasseninvariante für die Diskriminante JJ 
ist rational ausdrückhar durch eine Klasseninvariante 
für die Diskriminante p^Ä 

Um aber die Frage zu beantworten, wie viele Werte von v 
zu demselben Werte von u=j(<a^ führen, bemerken wir, daß 
die verschiedenen Werte von v, die dies leisten, Wurzeln der 
Gleichung (5) und (3) sein müssen, also in einer der Formen 

( 11 ) 



r 




29 * 
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enthalten sind. Nun haben wir aus (9): 

cö' = ^ C3, A j5j) 0 ' (7j)2 — 0 , 

p ’ 

Ap^a'^ + {B — 2Ac)pa’ Ac^ — JB c 0=0, 
deren Diskriminante D' ist. Unter den Größen (11) werden aber 
nur diejenigen der Gleichung (3) genügen, für die die ent- 
sprechende Gleichung (12) primitiv ist. 

Die erste der Gleichungen (12) ist nach unserer Voraussetzung 
stets primitiv; von den übrigen sind nur die nicht primitiv, für die 
(13) Äe^ — B e 0 = 0 (mod j?), 

und von den Größen (11) fallen soviele aus, die nicht Lösungen 
von (3) sind, als die Kongruenz (13) Lösungen hat. Bezeichnen 
wir für den Augenblick die Zahl dieser Lösungen mit so ist 
die Anzahl der Werte von die zu demselben Wert von a ge- 
hören, (p -j- 1 — 0' 

Nehmen wir zunächst jp = 2, so haben wir, da Ä ungerade 


ist, folgende Fälle; 



B = 0, 

G = C (mod 2), 

t = i. 

B=l, 0=0, 

c = 0, 1 (mod 2), 

t= 2, 

B = l, 0 = 1 

(mod 2), 

t = 0, 


(weil — c immer gerade ist). Dies läßt sich so zusammen- 
fassen : 

D = 0 (mod 4), ^ = 1, 

JD = l ' (mod 8), ^ = 2, 

D = 5 (mod 8), t = 0. 

Mit Benutzung des Zeichens (D, p) (§ 85) können wir also 
setzen: 

(li) t = ii),p) + i. 

Ist jp ungerade, so ist die Kongruenz (13) gleichbedeutend mit 
(2 J.C — Sy = D (mod jp), 

und diese hat eine Lösung (2 Äc — = 0), wenn jp in Z) auf- 

geht, wenn also (D, j?) = 0 ist, zwei Lösungen, wenn B quadra- 
tischer Best von p, also p) == ^1 ist, und keine Lösung, 
wenn D quadratischer Nichtrest, also (D, jp) = — 1 ist. Also 
gilt auch hier die Formel (14). 

Nehmen wir daher vorläufig an, was wir gleich genauer 
untersuchen werden, es seien unter den i? -f- 1 Größen 
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(15) 




G3 -f- C 


:p 

keine zwei äquivalente, so gehören zu jedem Werte von ti 
[p — (D, jp)] Werte und wenn wii‘ die Grade von (2) und (3) 
mit h und W bezeichnen, so ergibt sich (in Übereinstimmung mit 
den Formeln § 100) folgende Beziehung: 

(16) Ä' = 1> — (D, i))]A. 

Nach § 122 sind h und W die Klassenzahlen der Diskrimi- 
nanten D, D\ 

Es handelt sich also noch um die Frage, ob unter den Größen 
(15) nach Ausschluß der wegen (13) wegfallenden, noch äqui- 
valente Vorkommen können. Ist zunächst pco äquivalent mit 


43) — C 

(17) 
oder : 


so ist: 


(D c 


y d^w 

DO — |-” CO 


ad — ßy z=z 


(^18) ßpco^ (a -j- ß cp — dp^) CO ca — yp = 0. 

Diese Gleichung muß aus (9) durch Multiplikation mit einer 
ganzen Zahl g hervorgehen, und es folgt also: 

ßp = gA, u ßcf — = gB, ccc — gjg — gO. 

Da Ä durcli p unteilbar angenommen war, so folgt Merans, 
daß g und folglich « durch p teilbar ist. Setzen mr g = px, 
u = pa', so folgt;] 

( 19 ) ß = Ax, ßc — dp = J3x, cal — y — Cx. 


Setzen wir noch 


( 20 ) 

so ergibt sich: 

( 21 ) 

und aus 


cc' — ßc -{-'dp = 2/, 


2 j5 X t/, 
2(j3c — dp) — Bx — y, 


(22) pa'd — ßy = \ 

folgt sodann 

(2.S) j/2 — = 4. 

Der Wert x'l= 0 ist auszuschließen, weil sonst ß = 0 sein 
müßte, was der Gleichung (22) widerspricht, und wir können 
unbeschadet der Allgemeinheit x positiv annehmen. Da über- 
dies D nach dein Modul 4 entweder = 0 oder =1 ist, so 


i! 


!A 

t*- 
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bleiben zur Erfüllung von (23) nur folgende zwei Möglichkeiten 
übrig: 

1. D — — 3, rr = 1, y =: +1. 

Da es für die Diskriminante — 3 nur eine Formenklasse 
gibt, so können wir J. = 1, = 1, (7=1 annehmen, d. h. für 

2.7t i 

w die imaginäre dritte Einheitswurzel e ^ setzen, und erhalten 


unter den Größen (15) drei äquivalente, indem wir 
und = — 1 annehmen : 

CO 4- 1 


+ 1 , 


(24) 


pa, 


G) 

1' 


wie auch aus den Gleichungen: 

CO — 1 


03-1-1 


— l 

J3 03 


jp 4“ ^ co’ p 

erkannt wird, aus denen die Äquivalenz der drei Größen (24) 
evident ist. 

2. D = — 4, ir = 1, 2/ = 0. 

Wir können ebenso j? = 0, Ä = C = d. h. m = i an- 
nehmen und finden die zwei äquivalenten Werte: 


03 

i3 03, — , 

P 


-P 


03 


(25) 

wie auch aus der Gleichung: 

P a) 

folgt. 

Es seien ferner zwei der Werte (3) 

£□4-0 03 4" o' 

jt) ’ ~p 

äquivalent, so daß eine Gleichung besteht; 

(26) ” + ^ _ rp Hco + C') 

p «i? 4- + <^0’ 

oder 

^27^ ß "i" (ß "4^ /3 0 -|- ap — djp) 03 -j- 

ß cc^ c(,cp — 8dp — yp^ = 0 , 

woraus durch Vergleichung mit (9) 

ß — Ax^ 

ßc' -Y- ßc (xp — 8p = JBx^ 
ßcd acp — 8d p — yp^ = Cx^ 


aS — ßy — 


(28) 
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folgt, und wenn man wieder 

(29) ße^ — ßc -f- ap 8p = y 

/ 30 )’ 2(ßc'-^ap) = Bx^y, 

^ ^ 2(ßc —dp) = Bx — y. 

Daraus 

(31) — Dx^ = 4:pK 
Aus (28) ergeben sieb die Kongruenzen 

rtio'i ßcc' = Cx, ß{c-{-c') = Bx, ß = Äx 

( 32 ) Bx^ = ß4c-cr 

Soll c' von c modulo p verschieden sein, so kann hiernach 
weder x noch D durch jp teilbar sein und es folgt aus (32) 


und dies führt durch Elimination von c' für c auf die Kongruenz 
(13), also auf den auszuschließenden Wert von c. 

Fassen wir dies zusammen, so sehen wir, daß unter 
den Größen (15) nur in den beiden Ausnahmefällen 
D = — 3, D = — 4 äquivalente verkommen, und zwar 
sind im Falle D = — 3 je drei, im Falle D = — 4 je zwei 
von ihnen äquivalent. 

In diesen Fällen muß also die rechte Seite der Formel (16) 
noch durch 3 oder durch 2 geteilt werden, und die Formel 
bleibt also auch dann noch richtig, wenn man, wie schon früher, 
für D z= — 3, — 4 unter h nicht 1, sondern | und ~ versteht. 


§ 124. Klassenkörper und Ordnungskörper. 

Ist D = eine Dislaiminante und z/ ihr Stamm, so sind 
nach den Resultaten des vorigen Paragraphen die Klassen- 
invariante u der Diskriminante J rational durch die Klassen- 
invariante V der Diskriminante D ausdrückbar, und zu jedem u 
gehören r Werte von t;, wenn r nach der Formel (16), § 123 bestimmt 
wird. Diese Werte von v sind die Wurzeln einer Gleichung 
rten Grades, deren Koeffizienten rational von u abhängen. Die 
Größen v gehören also einem Körper ß(D) über ß(z/) an, der 
kein anderer ist als der Klassenkörper der Diskriminante D. 

In bezug auf die quadratischen Körper ß = 9t 
beide Körper Abelsche. Wir wollen, wenn eine genauere Unter- 
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Scheidung nötig ist, den Körper den Klassenkörper von 
S(D) den Klassenkörper für die Diskriminante D oder 
den Ordnungskörper für den Führer Q nennen. 

Nach den Resultaten von § 122 ist, vielleicht mit einer 
endlichen Zahl von Ausnahmen, 

ein Primideal p des Körpers Sl im Körper 
dann und nur dann in Primideale ersten Grades 
zerlegbar, wenn p in ß vom ersten Grade ist und 
der Hauptklasse angehört, also gleich einer kom- 
plexen Primzahl 



ist. 

Soll p in K(D) in Primideale ersten Grades 
zerlegt werden, so kommt noch hinzu, daß tc der 
durch Q bestimmten Ordnung angehöre, d. h. nach 
dem Modul Q mit einer rationalen Zahl kongruent 
sei (§ 96). 






Neunzehnter Abschnitt. 


Berecliming der lOasseninyariaiiten. 


§ 125. Die Klasseninvariante yg» 


Wir haben schon oben bemerkt, daß außer der Funktion 
j (g>) noch andere Modulfunktionen zur Bildung von Klassen- 
invarianten geeignet sind, und oft zu einfacheren Resultaten 
Anlaß geben. Unter diesen tritt uns zunächst die Funktion 
entgegen, die durch (co) definiert ist. 

Wir haben im § 71 gesehen, daß zwischen den Funktionen 

r-w * f \ “l” ^ 

(1) = n (<»)) ^ = ^2 y — , 

falls ad = n durch 3 nicht teilbar ist, und c durch 3 teilbar 
angenommen ist, eine Transformationsgleichung 

(2) v) = 0 

besteht. Die Funktion 0n hängt aber nur von den beiden Argu- 
menten ab, und in w) = 0 kommt also, wenn 

n = 1 (mod 3) ist, nur d. h. ^‘(co) vor; in diesem Falle kann 
daher diese Gleichung kein anderes Resultat ergeben, als die 
Invariantengleichung. Anders ist es aber in dem Falle 

(3) n = — 1 (mod 3), 

den wir jetzt voraussetzen wollen. 

Wenn einer der Werte v = it werden soll, so muß eine 
Relation bestehen 


(4) 


d (D 


C + 0 Ü} 


td-ßy = l, 


cc ß CO a 

und zugleich muß [§ 54, (15)] 

( 5 ) — ccß-\~ccy-\-ßö — a^ß8 = 0 (mod 3) 

sein. Es ist also jedenfalls co Wurzel einer quadratischen Gleichung: 

(6) + C = 0, D = — 4:Aa 
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n 



Besteht umgekehrt eine solche Gleichung, so folgt durch 
Vergleichung mit (4) in der früher angewandten Art, wenn y 
ganze Zahlen sind: 

d ß = Ax^ 
cw — ay = Gx^ 
cß da — ad = JBx^ 
cß — da — ad = y, 

2da = jB X — 2/, 

2(cß — ad) — B X y^ 

4:n = y^ ~ BxK 


( 7 ) 

woraus : 

( 8 ) 


Setzen wir A relativ prim zu 3n voraus, so muh g = 
a = n angenommen werden; denn nach (7) muß unter dieser 
Voraussetzung x durch d teilbar sein, und folglich auch ca — ay 
und cß — ad^ woraus folgt, daß auch «, c durch d teilbar sein 
müßten, während doch a, c, d keinen gemeinsamen Teiler haben.. 
Also ist 


( 9 ) 


2 a •= Bx — 2/^ ß = ÄXy 

2ny = e{B X — y) — 2Cx\ 2?id = 2 cÄx — B.x — y. 


Die Zahlen x^ y sind hier außer den in § 114, 1), 2) an- 
gegebenen Beschränkungen wegen (3) noch der unterworfen,, 
daß 2/2 — I)x^ = — 1 (mod 3) werde. Dadurch ist aus- 
geschlossen, daß D durch 3 teilbar sei. x muß von Null 
verschieden sein, und wir können es, ohne die Allgemeinheit zu 
beschränken, positiv annehmen. (Eine gleichzeitige Vorzeiohen- 
änderung von x und y bewirkt nur eine Vorzeichenänderung von 
oc, j3, d, die ohne Belang ist.) 

Ist D = — 1 (mod 3), so müssen x und y durch 3 unteilbar 
sein; ist D = 1 (mod 3), so ist y durch 3 teilbar, x nicht teil- 
bar. Im übrigen können die Zahlen y beliebig angenommen 
werden. Es ist dann c bestimmt aus den beiden (miteinander 
verträglichen) Kongruenzen : 


Jt 

Bx — y ^ 
c ^ = Ox • 


(mod n) 


und kann, da n durch 3 unteilbar ist, noch der Bedingung 

c = 0 (mod 3) 





ff 





unterworfen werden. 
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Nun ist nach (7) ß durch 3 nicht teilbar, und daher reduziert 
sich die Kongruenz (5) durch Multiplikation mit ß auf: 

oi 4" ^ = ö (mod 3) 
oder nach (7) und (3) auf 

(10) B = 0 (mod 3). 

Ersetzen wir in (6) co durch oj + 1, so geht B über in 
B + 2 und Yon den drei Zahlen jB, JS -f* 2 JL, j5 — 2 ist 
eine und nur eine durch 3 teilbar. Wir nehmen also an, es sei 
B selbst durch 3 teilbar, dann folgt, daß von den drei Werten 

27ti 2jti 

(11) ya(03), yj(ra + l) = e““ya(oj), ^ 2(0 — 1) = 

nur der erste der Gleichung 

(12) w) = 0 
genügt. Die Gleichung (12) und 

(13) u^—j{(o) — Q 

haben daher nur eine gemeinsame Wurzel, und diese ist rational 
durch j(m) ausdrückbar. Damit ist bewiesen: 

1. y^{co) ist eine Klasseninvariante, wenn co die 
Wurzel einer quadratischen Form ist, deren Diskri- 
minante und erster Koeffizient durch 3 nicht teil- 
bar sind, während der mittlere Koeffizient durch 3 
teilbar ist. 

Wenden wir dies Ergebnis auf den Fall n = 2 an, so er- 
halten wir zunächst aus der Gleichung (5), § 71: 

(14) <p2(w, =u^ — 2u^ ~ 495^^2 4- 2^.38.53 = 0. 

Die Gleichung 

ist, da D = 0 oder = 1 (mod 4) sein muß, nur für drei nega- 
tive Werte von D lösbar, nämlich 

JD = — 8, iT = 1, y = 0^ 

(15) = x — l^ y =’+:h 

j) — — 4 ^ iT = 1 , y = ii2. 

Diesen drei Werten von D entsprechend kann man für die 
Gleichung (6) die folgenden wählen: 

D=:_8, 0)2 4-2 = 0, 

D = — 7, 0)2 4-3054-4 = 0, 

D = -^4, 0)2 4- 1=0 

oder 
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JD = — 8 , 

i) = -7, 


CD 

CD 

CD 


V-2, 

-3 + V-7 
2 


Der Wert (i) ist aber (nach § 117) bekannt, nämlich = 12, 
und daher muß die linke Seite von (14) durch u — 12 teilbar 
sein. Da dieser Faktor bekannt ist, findet man leicht die übrigen : 
^4: _ 2 — 495 + 2*^ . 33. 53 = (4^ — 12) (%i — 20) {u -f 15)3. 

Da ^2 (cd) ebenso wie j (cd) für ein rein imaginäres cd einen 
positiven Wert hat, so muß der Faktor u — 20 dem Werte 
J) — — 8 entsprechen, und wir erhalten: 

(16) y3(*) = i2, 

(17) n (V:r2) = 20 , 

(18) = 


Es existieren außer — 7 noch fünf ungerade durch 3 nicht 
teilbare negative Diskriminanten: 

(19) — 11, — 19, — 43, — 67, — 1631), 

für die es nur eine Formenklasse gibt. Für diese ist also nach 
unserem Satze: 


— ^2 



eine ganze rationale Zahl Z. 

Um diese rationalen Zahlen zu finden, wollen wir Grenzen 
aufsuchen, zwischen denen sie liegen müssen, die um weniger als 
eine Einheit voneinander verschieden sind. 

Nach § 54, (5), (8) ist: 

y, (ß) = /■(«)!« - ^ = /•, (c)iG + 16 


/■(»)* 

: (ra)l6 _|_ 


16 


fii^y 


ferner nach § 34, (19): 






• 3 


/(«) 


V2, 


Daß nicht mehr Diskriminanten dieser Art_ existieren, kann bis jetzt 
nur daraus geschlossen werden, daß, soweit man die Berechnung der 
Klassenzahlen fortgesetzt hat, weitere ^zahlen dieser Art nicht gefunden sind, 
[vgl. die Tafel der Klassenzahlen von Gauss (Werke, Bd. II, S. 450)]. ' 






§ 125, 
also 

— ^2 

Setzt man also: 

( 20 ) 

so erhält man [§ 24, (11)]: 
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f{my 


256 

f(co)i 


g = e-rtV«, 


g"® jfT(l + 22 v-i)8 


256 s 


77 (1 + gäv-iy 


Wir machen min Gebrauch von der für jedes echt gebrochene 
■ positive X gültigen Grenzbestimmung: 

^ e“® >1 — X, 


1 4- a: < 6^= < 
und erhalten: 


x' 


1 < 71(1 4- < ßi-« 


woraus 


g 8 


8g 

256 st <; ^ < s"' t — 256 s® e 

und indem man die obere Grenze noch vergrößert, kann man 
dafür auch setzen: 


2 — 


16 g 


z<g- 


256 




Ss» I 212 s» 

2 “T l „2 


•8 S' 


S“ 


Für w = 11 ist s ungefähr = 

Unterschied beider Grenzen: 

2 

8 s* 


2“!^, woraus man ersieht, daß der 


212 s« 


1 _ 8 s — s"* ^ 1 — 2' 

bereits für m — 11 und noch mehr also für die größeren Werte 

von in sehr klein ist. Z ist also die zunächst über 

1 2 
S" 8 — 256 s® 

gelegene ganze Zahl, und dieser Wert, für die größeren m schon 
S~^, kommen einer ganzen Zahl außerordentlich nahe. Daraus 
berochnet man diese Zahlen^): 

1) Man tut gut, sicli bei diesen und vielen der später beschriebenen 
Rechnungen ein- für allemal den Briggischen Logarithmus 
log(7r logß) = 0,134934184:0 

zu merken, bei dem man übrigens meist mit 7 Dezimalen ausreicht. 
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— 

11' 

) = 32, 

L 2 

— Yi < 

^_3 4-y— 19' 

) = 96 = 32 . 3, 

V 2 / 

— Yi i 

3+y— 43' 

) = 960 = 64.15, 

V 2 / 

— yj 

^_3-|-y_67' 

) = 5280 = 32.3.5.11, 

V 2 

— Y2 ( 

^_3-|-y_163 

j= 640320 = 64.3.5.23.29. 

V 2 

Bei diesen Zahlen ist 

die Zerlegbarkeit in verhältnismäßig 


kleine Primzahlen bemerkenswert. 

Auch für die Diskriminante — 27 existiert nur eine Klasse. 
Da aber diese Diskriminante durch 3 teilbar ist, so ist nicht (co), 
sondern erst j (ay) eine rationale Zahl. Man findet durch ähn- 
liche Eechnung: 

) = 3.2^a.63. 

§ 126. Die Klassenin Varianten f{py^. 

Die Wurzeln der kubischen Gleichung 

(1) (u — 16)3 — (ß,) — 0 

sind, wie wir früher allgemein gesehen haben (§ 54), 

u = f{mYS —fiicoys 

oder 

(2) /'(ra)^S /‘(ra + l)«, 

Es sei nun wieder ca die Wurzel der quadratischen Gleichung: 

(3) * Ä(o^~\-Bg3-\-0 — 0 

mit der negativen Diskriminante: 

(4) I) = JB^ — 4:ÄC, 

worin ri, jS, 0 keinen gemeinschaftlichen Teiler haben, und j (ca) 
sei die Klasseninvariante. Setzen wir 

co' = co 4- 1 ca" =r 1 

' ca 

so .ist 

A(o'2 + (J5 2 ri) ca' + (J. — 5 4- C) = 0, 

^ ^ . ri. + J5 -f G — (5 + 2 (7) ca" + Cca"2 = 0. 


[ 
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Die drei Argumente von (2) sind also die Wurzeln von äqui- 
valenten quadratischen Formen. 

Wir unterscheiden die drei Fälle: 


1. J) = 0 (mod 4). Hier ist B gerade, und A und G können 
nicht beide gerade sein; von den drei Formen (3), (5) hat also 
die eine zvrei ungerade äußere Koeffizienten, die beiden andei^en 
haben einen geraden und einen ungeraden äußeren Koeffizienten. 

2. Ist jD = 1 (mod 8), so ist B ungerade = i (mod 8), 
AG = 0 (mod 2) , also ist wenigstens einer der beiden Koeffi- 
zienten gerade, und unter den drei Formen (3), (5) ist eine, aber 
auch nur eine, die zwei gerade äußere Koeffizienten hat. 

3. Ist D = 5 (mod 8), so ist 4H6' = 4 (mod 8) und die 
beiden äußeren Koeffizienten A und Q sind ungerade. 

Wenn es nun gelingt, eine ganzzahlige Gleichung aufzustellen, 
der von den drei Wurzeln (2) nur die eine genügt, so folgt 
daraus, daß diese eine Wurzel rational durch j (o) ausdrückbar 
und also eine Klasseninvariante ist. 

Es besteht zwischen den Funktionen 


(6) U = f{0f, v = (c = 0) (mod 2) 


für einen ungeraden Transformationsgrad n (§§ 73, 74) eine Trans- 
formationsgleichung : 

(u, v) — 0, 

und die Gleichung: 

(7) m) = 0 

ist also nach § 53 nur dann befriedigt, wenn für eine der 
Größen (6): 

c dca _ y 8co 

W ä ~Dl-\-ß<o' 


worin 
(9) oder 


(m) 


eine zur ersten oder zur zweiten Klasse (§ 36) gehörige lineare 
Transformation ist. 


Die Vergleichung von (8) mit (3) führt aber, wie oben, zu 


den Bedingungen: 
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( 10 ) 


ßd = Ax^ 
ac — y a = Ox^ 
ßc — da -j- ccd = JBx^ 
ßc — Sa — ad — 


fc 


4:n 




ad == 
Dx^. 


JBx — y 


Nehmen wir A und n ohne gemeinsamen Teiler an, so muß 
d = a = n sein, denn eine in x und ö aufgehende Primzahl 
müßte auch in y und folglich in a c — ya und ßc — da und^ 
wegen aS — ßy — auch in a und c aufgehen , während doch 
a, c, 0 keinen gemeinsamen Teiler haben sollen. Aus (10) wird 
a, i3, y, d, ö ebenso bestimmt, wie im vorigen Paragraphen. E» 
ergeben sich zunächst die beiden Kongruenzen 


cAx 


Bx-\~y 
2 ’ 


Bx — y 


Cx (mod 


von denen die eine aus der anderen folgt, wenn x teilerfremd 
zu n ist, und die Bedingung 

c = 0 (mod 2) 

Weiter folgt: 


ist damit verträglich. 

Bx — 


y 


(11) 


ß = Ax^ 


ny 


nS 


■Gx^c 


Bx — y 


Bx y 


Acx* 


Wenn nun D und mithin B ungerade ist, so müssen, da, 
wegen (9) a und d beide gerade oder beide ungerade sind, x und 
y gerade sein; also sind ß und y gerade, und a und d müssen, 
ungerade sein. Folglich muß von den beiden Zahlen Ix^ ly eine- 
gerade, eine ungerade sein. Das ist aber unabhängig davon, wie- 
sich A und C gegen den Modul 2 verhalten. 

Wenn also von den drei Größen (2) die eine der Gleichung 
(7) genügt, so tun es auch die beiden anderen, und wir können 
diese drei nicht voneinander trennen. 

Wir müssen daher B gerade annehmen und setzen zur 
Vereinfachung: 

(12) D = — 4w, 

worin m eine positive ganze Zahl ist. 

Wir unterscheiden: 


I 

l 

p 

i 

I 

I 

I 




I 
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L Wenn D = 4 (mod 8) ist, setzen wir 
n — X = y = 0^ 

« = yi ß = A 

I y = — C,d~^ (mod 2). 

Die Kongruenz (9) fordert also, da niclit alle drei Koeffi- 
zienten -4, j5, C gerade sein können, daß die beiden äußeren 
Koeffizienten ungerade, der mittlere durch 4 teilbar sei, und dies 
findet nur für eine der drei Formen (3), (5) statt; folglich ge- 
nügt eine der drei Funktionen (2) der Gleichung (7), und ist 
also Klasseninvariante. 

2. D = 0 (mod 8), 

n = m 1, X = 2/ = i 2, 

« = 1-1, ß = Ä, 

y = —C, d = 2). 

Es müssen also auch hier die beiden äußeren Koeffizienten 
ungerade B = 2 (mod 4) sein, und es verhält sich dann alles 
wie oben. Damit ist bewiesen: 

1. Ist CO die Wurzel einer primitiven quadra- 
tischen Gleichung mit negativer, durch 4 teilbarer 
Diskriminante I) und ungeraden äußeren Koeffi- 
zienten, so ist f{coy* Klasseninvariante für die Dis- 
kriminante JD. 

Die Annahme , daß Ä relativ prim zu « , d. h. zu m -|- 1 
oder zu m sei, kann nachträglich als unwesentlich aufgegeben 
werden. 

Denn wenden wir auf oo eine lineare Transformation (S) an, 
so geht die Gleichung (3) bei ungeraden Ä, C in eine äquivalente 
Gleichung über, in der die äußeren Koeffizienten dann und nur 
dann beide ungerade sind, wenn (G) zur ersten oder zweiten 
Klasse gehört, also wenn f(coy* durch (S) ungeändert bleibt. 
Man kann dann noch (S) so bestimmen, daß der erste Koeffizient 
in der umgeformten Gleichung (3) zu einer beliebigen Zahl, also 
auch zu n relativ prim wird. 

Weber, Algebra. III. 30 
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Auf dea Fall m = 1 ist dies Verfahren nicht anwendbar, 
weil ^0 für n = 1 , (o = i (aber auch nur für diesen Wert) 

identisch yerschwindet, für m = 1 haben wir aber bereits früher 
gefunden (§ 83): 

f = 64, 

so daß also auch in diesem Falle der ausgesprochene Satz gilt. 

Wenn ni ungerade ist, so ist bei ungeradem J., C der mitt- 
lere Koeffizient S durch 4 teilbar; dagegen ist bei geradem 7 n 
unter der gleichen Voraussetzung B nicht durch 4 teilbar. Durch 
die Substitution cd -f- 1 für co erreichen wir aber auch im Fall 
eines geraden m, daß B durch 4 teilbar wird; dann aber wird 
auch G gerade. Durch die Vertauschung (cd, cd -|- i) g^üt aber 
/(co)24 — /i(G5)2^ über, so daß wir also unserem Satz auch den 

folgenden Ausdruck geben können: 

2 . Ist o die Wurzel der quadratischen Gleichung: 

Ä(d‘^-\-Bo-\~G=0, 

worin A ungerade, B gerade ist, so ist, je nachdem 

B = 4: oder D=0 (mod 8 ) ist, f oder /*i (cd)^^ 

Klasseninyariante. 

Da A und C nicht beide gerade sein können, so sind nur 
drei Fälle möglich, yon denen durch die Vertauschungen 

(£ 0,0 + 1 ), 

der zweite auf den ersten und der dritte auf den zweiten zurück- 
geführt wird. Wir haben also in diesen Fällen: 

J. = 1, (7=1 (mod 2 ), Klasseninyariante f (cd)24^ 

(13) ^ = 1, C = 0 „ „ 

A = 0, (7 = 1 „ „ ( 05 ) 24 , 

Insbesondere ist also, wenn wir die Hauptform der Diskri- 
minante — 4m, (1, 0 , m), zugrunde legen, /(y— bei unge- 
radem und fl (y — bei geradem m eine Klasseninyariante. 

Diese beiden Zahlen haben einen reellen positiyen Wert, und 
sollen in den weiter unten folgenden Rechnungen yorzugsweise 
berücksichtigt werden. 

Aus der Gleichung ( 1 ) schließen wir (Bd. II, § 154, 11 .), 
da j(o?) eine ganze algebraische Zahl ist, daß auch /* ( 05)24 eine 
ganze algebraische Zahl sein muß, und die Form der Gleichung ( 1 ) 
zeigt, daß die Norm dieser Zahl eine Potenz yon 2 ist. 
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§ 127. Die Potenzen von f{p) als Klasseninvarianten. 


(1) 

( 2 ) 


Nach der Definition von y^{co) ist: 

/(„). = 


^2 ip) 
lung: 

A. co^ — j- 2 JB (D -j- C = 0, AG — JB^ = 


Ist CO die Wurzel einer Gleichung 


deren Diskriminante — 4w durch 3 nicht teilbar ist, so können 
wir, wenn nötig, durch Übergang zu einer äquivalenten Gleichung, 
A, 0 als ungerade, A durch 3 unteilbar und JB durch 3 teilbar 
voraussetzen. Dann aber sind nach den beiden vorigen Para- 
graphen f{poy^ und y^{co) Klasseninvarianten, und wir erhalten 
aus (1) den Satz: 

3. Ist CO Wurzel einer quadratischen Form von 
negativer, durch 3 nicht teilbarer Diskriminante, 
deren beide äußere Koeffizienten ungerade, deren 
mittlerer Koeffizient durch 6 teilbar ist, so ist 

/■(aj)8 

eine Klasseninvariante. 


Um die Frage zu untersuchen, ob auch noch niedrigere 
Potenzen von f{co) Klasseninvarianten sein können, machen wir 
Gebrauch von der Formel: 


( 3 ) f{co-\-2ry = i-^ficoy, 

worin r eine ganze Zahl ist; die Werte 

0},, = £0 

sind die Wurzeln von äquivalenten quadratischen Gleichungen 
A COr 2 JBr COr “f“ ^5 

worin 

(4) Br = B —2Ar, 

und hierin läßt sich r nach dem Modul 4 so bestimmen, daß 
bei ungeradem m: 

(5) Br = 0, 2, 4, 6 (mod 8) 
und bei geradem m: 

(6) Br = 1, 3, 5, 7 (mod 8). 

Wenn es nun gelingt, eine Gleichung mit rationalen Koeffi- 
zienten aufzufinden, der von den vier Werten (3) entweder nur 

30* 


if 


f: 

I r 

■,W 

r 


W 

fer 

Ik 

ir 

;ta, 

ik 


,1 



r 

I 
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der eine, der dem "Werte r=0 oder zwei, die den Werten 
r = 0, 2 entsprechen, genügen, so folgt, daß f{coy oder f{coy^ 
KlasseninTarianten sind. 

Ist außerdem m durch 3 unteilbar, so kann man die Br alle 
durch 3 teilbar voraussetzen, und ea folgt dann durch Kombina- 
tion mit dem Satz 1., daß auch 

/(co)s = /(o})2 oder f{coy^ = fi^y 

unter den Klasseninvarianten enthalten sind. 

Nachdem so unser nächstes Ziel bezeichnet ist, machen wir 
von dem Ergebnis des § 73 Gebrauch, daß zwischen 



eine Modulargleichung: 

(7) (ii, v) = 0 
besteht, wenn 

ad = c = 0 (mod 16) 
ist. Die hieraus abgeleitete Gleichung 

( 8 ) U) == 0 

ist dann und nur dann befriedigt, wenn 

/qx g + _ r + ÖG) 

^ ^ a ” « + /3a)’ 


worin ^ eine lineare Transformation der ersten oder zweiten 
Klasse ist, die [nach § 40, (12)] der Bedingung genügt: 


( 2 \ (a + /S4-y-t}) 

oder der damit gleichbedeutenden : 

(10) ay -y- ß8 — 2aß — 2ad = 0 (mod 16). 

Aus (9) folgt aber, wenn co der Gleichung (2) genügt, wie 
wir im vorigen Paragraphen gesehen haben. 


n = -y ni 

(11) cc = Bx — ny = — Cxy-c(Sx — i/), 
ß = ÄXj nd = — Bx — y -y Acx, 

Nehmen wir zunächst m ungerade an, so können wir n = m, 
also rr = 1, y = 0 setzen, und da c durch 16 teilbar ist, folgt: 

oc = j5, ß = A, y = — mO, d = — mB (mod 8), 




i 
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also ergibt (10): 

(12) B ^ ^ — (m -f- 1) -j- j = 0 (mod 8). 

Wenn nun m = 3 (mod 4), eo ist Ä G = 0 (mod 4) und 
der in (12) in der Klammer stehende Ausdruck ungerade, daher 
ist (12) nur unter der Voraussetzung befriedigt, daß 
B = 0 (mod 8). 

Wir wollen, um Wiederholungen zu vermeiden, bei den im 
folgenden auszusprechenden Theoremen ein- für allemal voraus- 
setzen, daß co die Wurzel einer solchen Gleichung (3) der Diskri- 
minante — 4n^ sei, in der Ä ungerade, B durch 8 teilbar sei. 
Damit ist also das Theorem bewiesen; 


4. Ist m = S (mod 4), so ist /“(co)® Klasseninvariante. 
Ist ferner m = 6 (mod 8) , so reduziert sich die Kongruenz 

(12) auf; 

£ ^ -j- 2^) = 0 (mod 8), 

und diese Bedingung ist erfüllt, wenn B durch 4 teilbar ist, da- 
gegen nicht erfüllt, wenn B nur durch 2, nicht durch 4 teilbar 
ist. Daraus folgt : 

5, Ist m = 5 (mod 8), so ist f(coy^ Klasseninvariante. 
Ist m = 1 (mod 8), so läßt sich aus der Kongruenz (12) 

nichts schließen. Dies stimmt mit dem Umstande überein, daß 
in diesem Falle ^^(^ w) nur von abhängig ist. Um auch 
hier zu ähnlichen Kesultaten zu gelangen, wenden mr die Trans- 
formation zweiter Ordnung an. Wir nehmen in (7); 

(13) n = l (mod 8) 
und setzen; 

uv = +V2^ 

oder [§ 34, (18)]: 

Die Gleichung (7) geht dadurch über in eine Gleichung: 



ir 

iw 

t 






Rl. 
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'■f 

oder genauer gesagt, je nach, der Wahl des Vorzeichens in zwei 
Gleichungen, die außer dem Produtt 


nur rationale Zahlkoeffizienten enthalten. Letzteres ersieht man 
daraus, daß in der Gleichung (7) nur solche Produkte vor-" 
kommen, in denen h h gerade ist (vgl den Anfang von § 74), 
Die Relation (14) fordert nun, daß (o einer Gleichung 
g + _ y((a + 1) + — 1) 

^ ^ a «(cö 4“ 1) + — 1) 


genüge, in der 



eine zur ersten oder zweiten Klasse ge- 


hörige lineare Transformation ist. Damit aber eine der beiden 
Gleichungen (14) wirklich erfüllt sei, ist nach § 40, (12) noch 
erforderlich : 




(17) (oc — ß) (cc ß y — d) = 0 (mod 8). 

Nun folgt aber, wenn co Wurzel der quadratischen Gleichung 
(2) ist, aus (16) wie oben: 

0 (oi — 1 ~* ^) = j4l. OC^ 

d(oi — ß) = jBw 

( 18 ) c{ci — ß) — Cb {v — S) = GXy 

c{a + /3) — a{y J^8) = JBx — y, 

2n = mx^^. 

Ist nun, wie vorausgesetzt war, 

m = \ (mod 8), 

so setzen wir: 


m -f- 1 


oder 


m -f- 9 
■"~2 ’ 


je nachdem m=l oder = 9 (mod 16) ist, so daß auch = 1 
(mod 8) wird, dann ist = 1, ^ 1 oder = + 3 zu setzen, 

und wenn wir A relativ prim zu n voraussetzen, so wird 0 = 1, 
a = w, und aus (18) folgt: 

Ob -j- ß •= A^ n {y — d) = — G -j- c (JB -j- j/), 

Cb ß = S -f- n (y -|- d) = — JS 4 ” 2 / " 4 “ ^ 

Hiernach ergibt die Bedingung (17), da JB y ungerade, 
c = 0 (mod 16) ist: 




A = C (mod 8), 
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was nur möglich ist, wenn B = 0 (mod 4) ist. Um aber zu 
entscheiden, welche der beiden Gleichungen (15) erfüllt ist, kommt 
es nach § 40, (12) darauf an, ob 

(^a-ßy2-l+(a-ß){a-^ß + Y-S) 

,^der, was dasselbe ist, 

(5 _|_ yY _ 1 ,_|_ y-^ „ C) 

durch 16 oder nur durch 8 teilbar ist. Vermehrt man aber in 
diesem Ausdruck B um ein ungerades Vielfache von 4, so ver- 
ändert er sich um ein ungerades Vielfache von 8, woraus zu 
schließen, daß, je nachdem = 0 oder = 4 (mod 8), die eine 
oder die andere der beiden Gleichungen (15) befriedigt ist. 
Damit ist bewiesen: 

6. Ist m = 1 (mod 8), so ist Klassen- 

invariante. 

In den Fällen, wo m = 3 (mod 4) ist, können wir noch 
einen Schritt weiter gehen. Wir haben in § 73 neben den 
Schlaeflischen Modulargleichungen auch die Gleichungen 
(19) 0^(u^^v^) — O 

kennen gelernt, die zwischen 

<2o); «. = /.(»)•. = (I) f. 

bestehen, und aus § 73, (10), (15) ergibt sich, daß, wenn n = l 
(mod 8) vorausgesetzt wird, rational durch 

% “f" K 

dargestellt werden kann. Wenn wir also in (19) 

(21) % = A ( ^ i/a (ra)3, «1 = (c3)3 

setzen, so wird 

±V2' 

lind « 1 ® + kann rational durch ausgedriickt werden 

[§ 34, (11)], d. h. es geht 

(«1, «i) = 0 

in eine oder, nach der Wahl des Vorzeichens, zwei rationale 
Gleichungen für _ 

I = V2 /■(«)' 

über, die wir mit 

(22) F{±^) — 0 

bezeichnen wollen. 



til !U. 
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Die GleicliuBg (22) hat aber wieder eine Gleichung der 
Form (21) zur Folge, so daß in beiden die Vorzeichen überein- 
stimmen, und die Gleichung (21) fordert nach § 40, (7) : 


(23) 


C “ 1 ^ 0 G) 

a 


y + d CO 


d = 0 (mod 2), 


CC -j- G3 ’ 

— I y (2cc — d) = 0 oder = 8 (mod 16), 

und zwar gilt, je nachdem die eine oder die , andere Kongruenz 
stattfindet, in (21) und (22) das eine oder das andere Vorzeichen. 

Nehmen wir m — n, also m ~ — 1 (mod 8), so ergibt sich 
aus (2) und (23) ganz wie oben: 


ß = ny = — C-f-cJB, 
oc = nd = — B 
also aus der zweiten Kongruenz (23): 

C^j^CB — 1 = 0 oder = 8 (mod 16), 

woraus zunächst folgt, daß B jedenfalls durch 8 teilbar sein 
muß; yermehren wir aber B um ein ungerades Vielfache von 8, 
so geht die eine dieser Kongruenzen in die andere über, und 
infolgedessen geht in (21) das eine in das andere Vorzeichen 
über. Für ein bestimmtes co besteht also nur die eine der 
beiden Gleichungen (22) und es folgt: 

7. Ist m = 1 (mod 8), so ist y2 /‘(co)^ Klassen-* 
invariante. 


Wenn wir einer durch alle bekannten Beispiele bestätigten 
Induktion vertrauen dürfen, so besteht noch das folgende Theorem : 
8. Ist m = 3 (mod 8), so ist fipy Klasseninvariante* 
Indessen fehlt hierfür noch der allgemeine Beweis. 

Ist m = 2 (mod 4), so wenden wir dasselbe Verfahren an, 
wie oben im Falle m = 1 (mod 8). 

Wir setzen: 


(24 ) 2 n = -m y% 

und nehmen ?/ = 0 oder = + 2 , so daß n = 1 (mod 4) wird* 
Wenn wir dann in der Gleichung (19) 



setzen, so ergibt sich eine Gleichung, die nur y2 (co)« und 
rationale Koeffizienten enthält. (19) ist aber nur dann erfüllt 
[§ ^0, (7)], wenn 
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und außerdem 

(27) — 1 4~ y(2« — d) = 0 (mod 16); 

aus (26) und (24) folgt: 

= 2ny= — G 

ß = A, 2nd = —{B ~ y) 

und daraus schließt man wie oben: 

9. Ist m — 2 (mod 4), so ist V2 /\(cd)ö Klassen- 
invariante. 


(mod 16), 


Wiederum weisen ^mtliche Beispiele darauf hin, daß, wenn 
m = 4: (mod 8) ist, '^2fi{c3y^ Klasseninvariante ist. Aber 
auch hierfür fehlt noch der Beweis. Wenn m durch 8 teilbar 
ist, tritt eine Eeduktion nicht ein. 

In den Fällen 4. bis 8. ergibt sich nach 3. eine weitere 
Reduktion auf die dritte Wurzel, wenn m nicht durch 3 teilbar 
ist. Demnach erhalten wir folgende Fälle: 

w = + 1 (mod 3), 

Klasseninvariante 


:= 


3 
5 
1 
7 

3 
2 

4 

die Fälle 


m = 
m = 
m = 
m = 
m = 

M = 


(mod 4) 
(mod 8) 


/■4)^ 

V2 f{m)\ 

V2 A(®)^ 

y2 A(<»>, 

5) und 7) nur durch 


1) 

■ 2) 

3) 

5) 

6) 

7) 

wovon freilich die Fälle 5) und 7) nur durch Induktion ge- 
schlossen sind. 

Die Klasseninvarianten /“(m) eignen sich ganz besonders zur 
numerischen Berechnung, weil sie unter allen die einfachsten 
Resultate liefern. Wir geben daher zunächst eine größere Reihe 
von Beispielen, die sich auf Grund unserer bisherigen Entwicke- 
lungen leicht ableiten lassen, und die zugleich die Methoden 
kennen lehren, deren man sich auch zu weiter fortgesetzten Rech- 
nungen dieser Art bedienen kann. 

Es wird bei diesen Berechnungen häufig die Aufgabe gestellt, 
reduzible, ganze rationale Funktionen in Faktoi'en zu zerlegen. 
Eine solche Zerlegung ist, wenn sie gefunden ist, natürlich sofort 


I 
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zu verifizieren; aber auch das Auf finden der Faktoren gelingt 
leicht, wenigstens soweit die Rechnungen bis jetzt fortgesetzt sind, 
da man häufig in den späteren Fällen früher gefundene Resul- 
tate benutzen kann, und überdies die allgemeine Form der Fak- 
toren kennt. Beispiele werden dies erläutern. 


§ 128. Die ersten Fälle der Berechnung von /*(■[/— m). 
Setzen wir in der kubischen Gleichung: 

(1) — 16 = 0, 
deren Wurzeln nach § 54 

sind, w = i, also [§ 125, (16)], ^2 = so folgt: 

— I2u — 16 = 0, 

eine Gleichung, deren einzige positive Wurzel te- = 4 ist, so daß 
wir in Übereinstimmung mit § 126 erhalten: 

( 2 ) _ f(i) = 1 ^ 2 ; 

setzen wir co = ]/ — 2, also ^2 = [§ 1^^? (1"^)]? erhalten 

wir aus (1) die Gleichung: 

— 20u — 16 = 0 

mit der einzigen rationalen Wurzel — 4. Da a ber nach den 
Sätzen der beiden vorhergehenden Paragraphen fi — 2)® rational 
sein muß, so ist: 

(3) = 

2 Tti 

Wir setzen ferner co = e ^ ^ also y 2 (^) = 0 (§117) und 
erhalten aus (1): 

= 16. 

Dieser Gleichung genügt [§ 34, (19)]: 

2 7ti 

^ _|_ V=:3V_ 16e s 

'A 2 J - 

woraus der reelle positive Wert: 

(4) /■(y=3) = 

Um die übrigen Resultate des § 125 anwenden zu können, 
setzen wir 

m = 7, 11, 19, 43, 67, 163, 
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und benutzen die aus § 34, (19) folgende Formel; 

/‘(®)/2 ~ e~~^ ^2. 

Demnach ist, wenn wir 

f (V— ^^0 = 

setzen, x nach (1) die reelle positive Wurzel der Gleichung 

(5) — 2^ = 0. 

Für m = 7 erhalten wir nach § 125, (18) 

(6) f{)Ri) = 1/2, 

während in den anderen Fällen, nach Einsetzen der Werte für 
sich die Gleichung (5) erst in zwei Faktoren 12ten, diese wieder 
in zwei Faktoren 6ten und schließlich diese in zwei Sten Grades 
spaltet. Die so erhaltenen Gleichungen sind kubische Gleichungen 
für x% x\ x^^ x^ von denen wir jedesmal nur die beibehalten, 
die eine reelle positive Wurzel hat, der schließlich — ni) 
selbst genügt. 

Um die erste Zerlegung zu finden, setzen wir die Gleichung 
(5) in die Form: 

(x^^ — ax^Y — (bx^ cY = 0, 
und haben die ganzen Zahlen a, &, c aus den Gleichungen: 

2 a 4- — a\ =: 2^ 

zu bestimmen, also c = +16; die Gleichung 12ten Grades mit 
positiver Wurzel lautet also: 

x^^ — bx^ — ax^ — 16 = 0. 

Die Zahlen a, b bestimmen sich aus den obigen Gleichungen 
leicht, und so findet man schließlich die gesuchten kubischen 
Gleichungen. Man erhält z. B. für m = 11 successive 
^12 _ Sx^ -Y 16 x^ — 16 = 0, 

— 4^2 — 4 = 0, 
x^ — 2x^ -Y 2 X — 2 = 0. 

In den fünf Fällen des § 125 findet man folgende Gleichungen: 


(7) 

* = fiizi 

11),- 

X^ - 

- 2a;^ 

+ 

2x 

- 2 

= 0, 

(8) 

« = fii— 

19), 

^3 

-2x 

— 

2 = 

0, 


(9) 

X = fii- 

■ 43 ), 

X- - 

- 2 x^ 

-- 

2 = 

0, 


(10) 

X = /■(V— 



- 2 x^ 

— 

2:1? ~ 

- 2 

= 0, 

(11) 


163), 

- 

- 6x^ 

+ 

4:X - 

- 2 

= 0. 
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§ 129. Anwendung der Transformation zweiter Ordnung zur 
Bereclinung von Klasseninvarianten. 

Die Transformation zweiter Ordnung läßt sich., wenn nötig 
in mehrmaliger Wiederholung, auf alle solche Diskriminanten 
— 4m anwenden, für die eine Potenz Ton 2 ist, also- 

z. B. auf m = 7, 15, 23, 31. 

Diese Kechnungen sind aber beschwerlich, und wir werden 
einfachere Wege finden, um in diesen Fällen zum Ziele zu kommen. 
Bessere Dienste leistet die Transformation zweiter Ordnung, um 
aus einer bekannten Klassen invariante eine neue zu finden, die zu 
einer Diskriminante gehört, die das \ierfache der ersteren ist. 

Dazu führen folgende Formeln: 

Nach § 34 ist: 

= fi^y^ 

fiicoYMay = 


woraus 


/. / N — 64 


Das Vorzeichen der Wurzel wechselt nur für = 64, 

also für G) = i, und ist, solange —ico reell und größer als 1 
ist, positiv zu nehmen, da die linke Seite für ein verschwindendes 
q positiv unendlich wird. Es ergibt sich daraus: 

_ f{coy^ 


2f^{coy 


oder 


fXmy 


64 


f,{a>yf(py[ncoy^ + VfH“* - 64j 

und auf dieselbe Weise: 


32, 


M<^yM<^y[A(<üy^ + + 64] = 32. 

Ferner ist nach § 34, (16): 

/i(2ra)/2(to) = V 2 , 

woraus 

(1) 2 fl (2 (oy = f(coy [f (03)12 -f i f(<ay^ — 64], 

= fl (a,y [f, (03)12 y/i (03)2^ + 64j. 


Diese Formeln können dazu dienen, wenn /‘(co) oder /i(£o) 
bekannt ist, fi{2co) zu berechnen, also /i(y — 4w) aus /■(V- m) 





& 

I 
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oder /i (V — m). Auf diese Weise findet man sehr leicht, wenn 
man aus den Formeln des vorigen Paragraphen f{i\ (^-^2), 
/*(y — 3), fi^j — 7) entnimmt: 

(2) s, 

(3) /i(V^l6)®= 8V2(l+1/2)^ 

(4) ACV- 8)«= 8(1 +V2), _ 

(5) A(V— 32)® = 32(1 +1/2)^ -f8V2y8(l + l/2)* + (l+V2). 
Setzen wir: 

/; (y- 32)® = 8 a;, 

SO ist X Wurzel der hiquadratischen Klassengleichung: 

(6) {x^ — 24;r — 2)2 — 8 (8x + 1)2 = 0, 

die durch Adjunktion von ^2 in zwei quadratische Gleichungen 
^2 _ 8 (l + iß)"- ru — 2 (l + V 2) = 0 
zerfällt. Ferner finden wir so: 

(7) /\(V=^)* = 2|^2(l + y3), 

(8) A (y=^)' = 2 y 2 (3 + y?). 

Auf andere Fälle werden wir diese Methode später noch 
anwenden. 


§ 130. Bereclmung von Klasseninvarianten aus den 
S c h 1 a e f 1 i s Chen Mo dulargleiehungen. 

I. Wenn wir in einer der Gleichungen zwischen = f{coi) 
und V = f(na)) oder zwischen w = /^(g)), v = (§ 73), 

für tt einen der bekannten Werte von f (V— m) oder — 2 ^^) 
einsetzen, so erhalten wir eine Gleichung, welcher f(ß—n^m) 
oder fl (y — n'^m) genügt. 

Diese Gleichung enthält unter Umständen noch fremde 
Faktoren, die man aufzusuchen und zu beseitigen hat, 

Ist n eine Primzahl, so erhalten wir nach § 123 vollständigen 
Aufschluß über diese überflüssigen Faktoren. Geht n in m auf, 
so ist in der betreffenden Gleichung ein zur Determinante — m 
gehöriger Linearfaktor abzusondern, ist — m quadratischer Nicht- 
rest von n, so sind überflüssige Faktoren überhaupt nicht vor- 
handen, ist — m quadratischer Best von n, so ist ein zur Diskri- 


r 




r- 

f 

m 

i 


r 
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minante — 4:m gehöriger quadratischer Faktor abzusondern, und 
wenn m — l ist, so ist die nach Absonderung der fremden 
Faktoren übrig bleibende Grleichung ' ein Quadrat, 

Als Beispiele für diese Fälle nehmen wir: 


1. 

w = 3, 

= 3, 

Absonderung eines Linearfaktors. 

2. 

m = 2, 

n = 5, 

kein fremder Faktor. 

3. 

m — % 

q% r= 3, 

Absonderung eines quadratischen 
Faktors. 

4. 

m = 1, 

n — 3, 

Quadrat. 

5. 

m — 1, 

n = 5, 

Quadrat nach Absonderung eines 
quadratischen Faktors. 

6. 

m = 1, 

= 7, 

Quadrat. 


Im -Falle 1. hat man in der auf den Transformationsgrad 
n = 3 bezüglichen Formel des § 73 zu setzen: 

M3 2, «ä = /(y— 27)® — 2 X, 

also 

4 o i 1 A ^ 

Ä ~ A ;r, B = 4:X , 

und folglich: 

_ 4^3 ^ 2a; + 1 = {x — l)(x^ — 3x^ — Sx — 1) = 0„ 

so daß man für m — 27 erhält: 

(1) f(i— 27 f — 2 X, a:3 — 3a;3 — 3a; — 1 = 0. 

Im Falle 2. setzen vir im System II.. des § 73 (w = 5): 

«1 = fl (V^ = 1^, % = fl (y=^ = f 2 a;, 

= — — a:s, = 2(a:2 + 

so daß man (ohne fremden Teiler) die Grleichung 6ten Grades: 

(2) ^_^3 + 2(a;3 + l) = 0, A(V=^==y2^ 

erhält, die sich für 

1 

y — X 

auf den dritten Grad reduziert: 

(3) r + 22/=* + 32/4-4 = 0. 
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Im Falle 3. setzen wir im System 11. des § 73 (n = 3): 
Ul — vf = fl {^j— 18 )* = 

x^ — 4:X^ — Qx — 4 = (x^ 2) (x^ — ix — 2), 

also 

(4) — icc — 2 = 0, fl (y— 18)* = 'fix. 

Die Auflösung von (4) ergibt: 

(5) X = 2 + ye. 

Im Falle 4. ist: 

u = f{i} — = /(y^' = 1 / 23 ;, 


^ = f + |. 


4 

2x — 

X 




2 ^ 

4^3 _j_ 8a;.+ 4 = {x^ — 2x— 2)2 = 0, 


also _ 

( 6 ) a ;2 — 2 « — 2 = 0 , /( y =^* = 1^2 3 ;, 

(7) ä: = 1 + ys. 

Im Falle 5.: 

u = f{^ = f 2 , ® = /(y^^ = 


Ä = X^ -j- B — 2iyX^- 


i.).- 


*■ +F.-K*‘-?)=(*+i) ')’="■ 


( 8 ) 

( 9 ) 


a, _ 1 _ 1 = 0, f(ff^ = V2®,- 

X 


^ ^ + y^ 
^ - 2 

Endlich setzen wir für ^^ = 7: 
u 

und finden 


f2, = f(y=l9) = :^ 


0 = («8 — 4a:’|+ 28a:^ — 32« + 16) 

= («* — 2 «s — 2 «2 — 4a; -j- 4)2, 

woraus leicht durch Auflösung einer quadratischen Gleichung. 

(10) ie+-| = i+y^’ 




480 Neunzelmter Absclinitt. § 130. 

Auf dieselbe Weise sind die in der Tatelle am Ende auf- 
geführten Klasseninyarianten für 

m — 75, 36, 100, 63, 175 

berechnet, und diese Eeclinungen lassen sich auch noch weiter 
fortsetzen. 

II. Aus den Schlaeflischen Modulargleichungen läßt sich 
noch auf verschiedene andere Arten für die Berechnung von 
Klasseninvarianten Nutzen ziehen, 

Setzen wir 

'in .1 

o = , cj = y — m, 

(0 ^ 

so wird 

( 11 ) /■(£») = f (^) = f ii— «*); 

wenn also in der Modulargleichung für den Transformations- 
grad m 

u = V 

gesetzt wird, so ergibt sich eine Gleichung, unter deren Wurzeln 
m) vorkommt. In 'dem System I. des § 73 ist dann 
immer = 2 zu setzen, und es ergeben sich die Formeln: 


m = 


jB = 

— 

8 

= 2, 


m = 

5, 

B = 

— 

4 

= 2, 


m = 

7, 

B = 

+ 

8 

= 9, 


m — 

11, 

B ~ ^2 

— 

2 

_B5 _ iJS _ 

- 25 = 2, 

m = 

13, 

B = 

— 

64 

= 9.25, 


m = 

17, 

B = u^ 

+ 

16 


— 544 = 0, 

m = 

19, 

B = 

— 

8 

J53 _ 33JB2 

+ 2525 — 


Die Fälle m = 3, 7, 11, 19 ergeben keine neuen Eesultate, 
können aber zur Verifizierung der früher gefundenen verwandt 
werden; aus m = 5, 13 erhalten wir durch Auflösung einer 
quadratischen Gleichung : 
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(12) f(V-5)* = 1 + Vö, 

(13) = 3 + Vl3. 

Für m = 17 ist die Klassenzahl 4, also die oben angegebene 
Gleichung, die in bezug auf vom 4ten Grade ist, die Klassen- 
gleichung. Löst man sie in bezug auf JS auf, so erhält man: 

^ = 34 + 10 Vi7, 


H 7 

(“•+!) 


5 + yi7, 


2 Y (i + yiT)^ 
(V ~ 2 


Wenn man also 


i2x = 

setzt, so erhält man für x die quadratische Gleichung: 

, • ,1 i + yn 

(14) ^ i = —2 

III. Wir setzen für co die Wurzel der quadratischen 
Gleichung : 

2co2~j-2r£ö'-|-?^ = 0, 

worin n eine ungerade ganze Zahl bedeutet und r eine ganze 
Zahl, deren Quadrat kleiner als 2n ist, also: 

(15) 2(0 2 r — 

— r -4" V — m ^ „ 

(16) CO = , m = 2n — 

Es ist dann nach § 34: 

r Tti 

(17) -)- 2r) = e y2, 
und nach (15), (16): 


(18) 


(19) 

U (») = 


rn% 

= e" 12 yq, 

rni 


e 12 y2 

09) AW = J-f, ^ y— 

setzen wir also, je nachdem r und folglich auch m gerade oder 
ungerade ist, 

(20) a: = /iCy— w), X = /(y— m), 

Weber, Algebra. III. 31 


31 
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so wird 
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§ ISO. 



( 21 ) 


AH 


■ys 


X 




rrti 

' IT / 


und diese Werte hat man für ««i, in das System II., § 73 zu 
substituieren, um eine Grleichung für x zu erhalten. 

Indem man für r die verschiedenen zulässigen Werte setzt, 
bekommt man aus (16): 


n = 3, 
n = 5, 

= 7, 
n = 11, 
n = 13, 
n = 17, 
n = 19, 

Als einfaches Beispiel wählen wir n 
§ 73, II.: 

, 4 

T 

Daraus ergibt sich für r = 0: 


m = 6, 5, 2, 
w = 10, 9, 6, 1, 

m = 14, 13, 10, 5, 

m = 22, 21, 18, 13, 6, 

m = 26, 25, 22, 17, 10, 1, 

m — 34, 33, 30, 25, 18, 9, 

m = 38, 37, 34, 29, 22, 13, 2. 

7 und erhalten aus 


r7t 


+ - = 7 + 4V2cos^ 


( 22 ) 

für r 
(23) 
für r 


^ ^ 


X 


A(V- 14), 


1 das bereits bekannte 

f (y::^* = 3 + yis, 


2 ; 


i + ys 
y2 


(24) A(y-lO)^ 

Als zweites Beispiel nehmen wir noch w = 13 und erhalten: 

(25) A, = 


JS, = 16cos^; 


für r = 0, 4, also m = 26, 10 ergibt sich hieraus iBj = 16, und 
folglich nach § 73: 

A^ — 6Al + ALf 4- 20 4- 16 = 0, 

während für r = 2, also m — 22 in dieser Gleichung A^ in 
— Al zu verwandeln ist. 

Man findet aber leicht die Zerlegung: 

~h -^1 4" 20J.1 + 16 

= (Al 4" l)^(.^i 2)ä(.<4j" 4" ^Ai 4" .4.1 4" 4). 
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Ist — i ö > y2, SO ist auch /‘f ( 0 ) > y2, denn f\ ( 0)2 geht, 
während — ig ) von ^2 bis co geht, ebenfalls, und zwar stets 
wachsend 1 ), von y2 bis . co , und folglich ist negativ für 
T = 0, 2, 4. 

Der erste Faktor -|- 1 verschwindet, wie aus dem schon 
bekannten Resultat (24) hervorgeht, für r = 4; daher verschwindet 
der dritte Faktor 4: füi* r = 0, während 

Al 2 für r = 2 verschwindet. 

Wir erhalten also nach (25): 

(27) , A (V=1Ö)^ = i2y, = 1, 

(28) A = yßij, = 2, 

(29) A (y=^)^ = 1/22/, 2/0 - 22/0 — 22/* + 1 = 0. 


IV. Als Beispiel für eine andere Art der Verwendung der 
Schlaeflischen Modulargleichungen, die zu der sonst schwer zu- 
gänglichen Klasseninvariante führt, möge das Folgende 

dienen. 

Wir setzen: 

(30) 2 4- 2rct) -f- n == 0, 

/o.N — ^ + V — n i) 

(31) (o = 1 ’ 

Es kann hierin r jede Zahl bedeuten, die m positiv macht, 
die aber mit n keinen Teiler gemeinschaftlich hat [weil sonst 
(30) imprimitiv ist]. Es wird dann nach § 34: 

(32) = +'■)! = 77^’ 

TTti 

fl [2 (n 0 ) 4“ ^)] = A "f“ V — ~ ^ ^^ 00 ^ 


0 Aus § 54, (11) folgt nämlich durch die Substitution 1 — i): 
(■/. f, (..)« = - ^ [fW + f (^)^] d CO. 
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also: 



wenn, je nacMem r gerade oder ungerade ist, 

(33) X ■= (y— m) oder = /‘('j/ — m) 

gesetzt wd. Nehmen wir also in der zu n gehörigen Modular- 
gleichung IL, § 73; 

Ul = /a (cd), 

rni ___ 

..= (|)a («»)=(!■) 

oder 

( \ _ rrti 

n). = . 

SO ergehen sich zwei Gleichungen, aus denen man durch Eli- 
mination Ton Ul eine Gleichung für x herleitet. 

Um für n — h diese Eechnung durchzuführen, setzen wir: 


(34) 


^VTZi 

xf^(G)) = l/2e 


X 


5r7ti 

e ^7/, 


woraus man, entsprechend den beiden Annahmen für t?i, für ein 
ungerades r die Gleichungen erhält: 


S‘ + |r + 2(,<-i) = o. 

+ i + l) = o. 


Diese Gleichungen gelten für r = 1, 3, 7, die zu den 
Werten m = 49, 41, 1 gehören. ' 

Subtrahiert man die beiden Gleichungen (35), so kann man 
den Faktor | — rj abwerfen, der nur für m == 1 verschwinden 
kann: 

m + ny - iv](i ~ 2 + = 
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und wenn man die beiden Gleichungen (35) addiert: 

[(I + 1?)® — 3 1 1? (I + jj)] (^1 -j- 

Es ist aber nach (34): 

^ x\ 

und man erhält also eine Gleichung für wenn man (| -f- t;) 
eliminiert. Diese Gleichung wird nach dem gewöhnlichen Elimi- 
nationsverfahren, wenn man 

setzt, in der Form 

(36) ^6 — 9^5 ^ _|- 6^8 _ 19^2 _ 17^ _ e _ 0 

gefunden. Hierin ist aber noch der auf die Determinante — 49 
bezügliche Faktor enthalten. Für diesen ist [nach Formel (10)]: 

^ ™ 2 + y 7. 

Es muß also die linke Seite von (36) durch 
^3 — 4 ^ — 3 

teilbar sein, und die Ausführung der Division ergibt den für die 
Determinante — 41 gültigen Faktor: 

_ 5 ^8 3 ^2 ^ 3 ^ _j_ 2 = 0, 

(37) _ /(V=:4i) V2 

V2 

§ 131. Berechnung von Klasseninvarianten aus den irrationalen 
Formen der Modulargleichungen. 

In außerordentlich einfacher Weise führen vielfach die irra- 
tionalen Formen der Modulargleichungen zur Aufstellung von 
Klassengleichungen. 

1. Im § 75 haben wir gesehen, daß, falls m = — 1 (mod 8) 
ist, zwischen den beiden Funktionen: 

Wl 1 

Q.A = f(a) /■(w cj) 4- (— 1)” \fx (®) fl («2' ®) + fa (“) /s (« ®)]» 

TO 4* 1 

ff 2 2 , (-1)~2 

fl (®) fl ®) fi (ß>) f(fo)f {m co) 


_i_ ve 
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eine algebraische Gleichung besteht, und diese Gleichungen sind 
dort für m = 7, 23, 31, 47, 71 aufgestellt. 

Setzen wir darin: 

03 = mco = y — m, /‘(y — m) = y 2 

y — m 

so wird nach § 34: 

w-f 1 w-H 

= + £=4:X-\- .. 

' X ' X 

Daraus ergibt sich z. B. für m = 23, wo = 1 ist, die 
Gleichung : 

(1) f (V— 23) — ■^2x, ~ x — 1 = 0 

und für m = 31 : 

a'9 — 4:X^ Sx^ — 1 = 0. 

Dies ist zunächst eine kubische Gleichung für x^\ man spaltet 
daraus aber leicht die kubische Gleichung für x selbst ab: 

(2) f(V— 31) = 1/2 r, x-^ — x^—l = 0. 

Ähnlich ergeben sich die Gleichungen: 

( 3 ) = 

a;5 — _ 2a; _ 1 =: 0, 

W . f(i'^^ = i2x, 

X‘ — 2 ^ ^3 ^2 ^ I _ Q 

Im letzten Falle, m = 71, ist tou der unmittelbar erhaltenen 
Gleichung 9ten Grades der der Aufgabe fremde Faktor (x + l)^ 
abgesondert, 

2. Um zu einer weiteren Berechnungsart zu gelangen, wenden 
wir die Transformation zweiter Ordnung an. Wir haben zunächst 
allgemein [für ein veränderliches a>, § 34, (17)]: 

f (2«)8 + f,(2a>y = 2 Ä+AM:, 

/2 {^r 


/(2«).= 
f2(2a>y = 


f(ca)s 4, 8 

f(my -f /; (a,)8 ^ 

h («)* fi (aj)8 ’ 


woraus : 
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§ 131 . 
daraus 


f(myf(2ci>y + /; (a5)Y2(2ra)8 = 8 -f 


was sich nach § 34 leicht in die Form bringen läßt: 

[f{coyf{2cay + fxi(x>yf2(2coyy = le + fi{wy^ -j- 
und hieraus kann die Wurzel gezogen werden: 

(5) ficoyfi2 my + ^ (aj)‘ ^ (2 a)* = (ö)« + 


64 






Es genüge nun m der quadratischen Gleichung: 
(6) 2 cjä 2 r 03 -j- w = 0 

mit ungeradem n, also; 


— r y — m 

2 ’ 


m = 2n — r^. 


(7) 

Wenn dann 

(8) ^j2 X = f {^| — oder = /i (“j/ — 

gesetzt wird, je nachdem r ungerade oder gerade ist, so wird 

1/2 

(9) Mpy = e 
Ferner folgt aus 

205 = — -~2r 
m 

nach den Formeln des § 34: 


(10) 


f{2o}) = f 


/i(2ß) = A(-)e 


f,(2(a)=fJ-)e «, 


SO daß die Gleichung (5) ergibt: 


( 11 ) 


f(a,y 


+ (— i)*" A fl 


= e 12 ys U* + 





l 


’r" 

t 





ffU. 


It- 


1- ™. 
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Aus (10) folgt nocli weiter: 

-) = y2 e , 

/ V ^ V rni 

(13) f(ß>)f(f) A(®)fx(f) = V2e~. 

Wenn wir n = 23 und r = 0 annehmen, so gibt die Glei- 
chung § 75, (8) mit Benutzung yon (12): 

(14) /■(“)/'(^) - A (‘^) A (5) = 2 + 1/2, 

woraus durch zweimaliges Quadrieren mit Benutzung von (11) 
und (13) folgt: 

+ ^ = 36 + 26 1/2; 

hieraus leitet man die einfachere Gleichung ab: 

(15) a?4”“ = 3 + y2, r=z /‘2(^y — 46). 


3. Wir machen endlich noch eine Anwendung der Trans- 
formationsgleichungen des § 76 für einen zusammengesetzten 
Transformationsgrad auf die Determinante — 39. 

Setzen wir 

„ = f{V:r39), » = f(|/^. = 

SO ist in der auf w = 39 bezüglichen Gleichung (22), § 76 zu 
setzen : 


A 


2~, B 
u 


^2 


■2^, 

V 


und die erwähnte Gleichung gibt: 

gZ ^ ^2 5 ^ 0 — 

woraus nach Abwerfung des Faktors ^ 2 die folgende her- 

vorgeht : 

( 16 ) ^ 2_^_3 = 0 , ^ = 

Jj 

Zwischen u und v besteht aber andererseits eine Trans- 
formationsgleichung dritter Ordnung (§ 73) : 

8 ^12 


6^4 ^ 9^2 _ 2,. 


was sich mit Hilfe von (16) auf die Form z^ — 2=z + '1 VlB 

^ 2 

bringen läßt. 
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§ 132. 


Daraus erhält man 

ylä), 

4- vo = 4 (l7 + 5 VlS), 

^(S __ „3 — y2 (3 + Vi3), 

so daß, wenn m* = VSa: gesetzt wird, für x die quadratische 
Gleichung folgt: 

(17) rr* - ^ (a; + 1) = 0, f = iQx. 

Wir wollen unsere Resultate jetzt noch anwenden auf zwei 
Probleme , die in die allgemeine Transformationstheorie des 
siebenten Abschnittes gehören. 


§ 132. Die Schlaeflisclie Modulargleichung für den 
23steii Transformationsgrad. 

Jede Klassengleichung tritt als Dmsor in einer großen Zahl 
von Transformationsgleichungen auf und kann daher, wenn sie 
auf andere Weise bekannt ist, zur Berechnung von Transforma- 
tionsgleichungen benutzt werden. Wir nehmen als Beispiel den 
23sten Transformationsgrad. 

Nach § 73 besteht, wenn 

(1) u = f{ca), ?; = f(23 0 ), ^ = 0 (mod 48) 

gesetzt ist, eine Gleichung zwischen 



B= uv , 

und es ist schon in § 74, (14) gezeigt, daß diese Gleichung die 
Form hat: 

(3) J. = jßio _| B + Wn, 

wprin die Koeffizienten ^i, W 2 rationale Zahlen sind. 

Statt nun diese rationalen Zahlenkoeffizienten wie dort aus den 
Entwickelungen von u v nach Potenzen von q zu berechnen, 
suchen wir die Wurzeln der Gleichung (3) für aus der 

komplexen Multiplikation zu bestimmen. 
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Durch Multiplikation mit -^ 12-^12 geht die Gleichung (3) in. 
eine Form über, welche w, v nicht im Nenner enthält, die wir 
für den Augenblick mit 

(4) t;) = 0 
bezeichnen, so daß für ein unbestimmtes x und o : 

(5) F [/ (ra), x\ = {x — /■(23 m)] Y[\x — f ^ . 

Wir untersuchen nun, für welche Werte von ra die Funktion:. 

(6) F'(m, u) = F'[/'(o), firn)] 

= [/H - /'(23®)] n [^(«) - 

verschwindet. Es verschwindet zunächst offenbar der Faktor: 


für. 




23 


23 


Verstehen wir ferner unter r eine der Zahlen +2 oder +4,. 
und dementsprechend unter 

TO = 23 — 

entweder 19 od er 7, so verschwinden von den Faktoren von (6), 
für cj = y — TO je zwei, nämlich: 

/24r + co'\ 


«») - 


('«’■ + V-»') ;irf 

Yr m\ 

\ 23 ) ~ ^ t 

V 23 / 


denn es ist 


Wir fügen noch hinzu, daß 

"/■(«») -f(y-m) 

für CO = y m einer endlichen Grenze zustrebt, wie man durchi 
Differentiation nach co erkennt (§ 54), und daraus folgt, daJl. 
F(u, u) durch [« — f(-^— m)Y teilbar ist. 
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§ 133. 


Wenn man u = v setzt, so wird 

= 2, n = «2 + 

und wenn m = f {^ — >»)) m = 1, 19, 23 gesetzt wird, so erhält 
man aus § 128, (6), (8), § 131, (1) durch Elimination von u die 
Gleichungen für B: 

m— 7, 5 — 3 = 0, 
m = 19, 52 — 652 + 105 — 6 = 0, 
wi = 23, 53 — 552+ 45 — 1 = 0. 

Die beiden letzten kubischen Gleichungen sind, da sie keine 
rationale Wurzel haben, irreducibel, und daraus ergibt sich ohne 
Rechnung die gesuchte Modularglerchung (3): 

(7) J. — 2 = (5 — 3)2 (53 —6 52 + 105— 6)2 (5s - 5 52 + 45- 1 ). 

In der Abhandlung: „Ein Beitrag zur Transformationstheorie 
der elliptischen Funktionen mit einer Anwendnng auf Zahlen- 
theorie“, Math. Annalen 43, 185, habe ich auf demselben Wege 
auch noch die Transformationsgleichung für den 47sten Trans- 
formationsgrad abgeleitet. 


§ 133. Die Resolventen 7 ten und Uten Grades für den 
7 ten und Uten Transformationsgrad. 

Wir haben in § 82 gesehen, dajß für den 7 ten und Ilten 
Transformationsgrad Resolventen der Grade 7 und 11 existieren. 
Auch bei der Bildung dieser Gleichungen kann die Theorie der 
komplexen Multiplikation nützliche Dienste leisten. 

Wir betrachten, wenn n = 7 oder = 11 ist, die Trans- 
formationsgleichung , 

F,.(«,n) = 0, 

deren Wurzeln, wenn u = f(a>) gesetzt wird, 

j./ß) + C\ 

(1) = fi^ “)> = I v~ir“y 

sind, wobei c als Index von v nach dem Modul n genommen 
werden kann, während es unter dem Zeichen f durch 48 teilbar 

vorausgesetzt werden muß. 

Diese Gleichungen sind nach § 73: 

^2^ w = 7, — m’ 1)2 + 7 le* D* — 8 « n + = ß) 

(3) M=ll, t)22 — «11 1)1 * + Um“ n® — 44 «’ n’ + 88 u“ r'* 

— 88m3m3 + 32 mm + m>2 = 0. 
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§ 133. 


(i) 


Wir haben in § 73 den Einfluß der drei Vertauschungen 

(c') = (ra, C3 + 2), 


(c"0 

durch, die ii ühergelit in 




7it 

e ^ 


05 -)- 

V! 

u ’ 


auf die Wurzeln der Gleichungen (2) und (3) untersucht. Dieser 
Einfluß ergibt sich aus den Zusammensetzungen: 


(5) 

( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 

( 9 ) 

( 10 ) 


fn, 0\ /l, 0\ /n, 0\ 

U ij '^2, ij '.c', V’ 

c' = ß -|- 2 (mod n); 




cd' ~ — 1 



(:0(-:;:)=co(-;;;)Gv)’ 
/» 1 

(mod 


c -f- 1 

a — /3 = 1 — c'", y ^ ö ^ 

oc ß == n, n(y — d) = (c — 1) — c'" (c -f- 1), 

und nach § 34 und § 40, (12) geht also durch die Substitutionen 
(c'), (c''), (c'"), mit Rücksicht auf 

2 = 2 (mod 48), 
die Wurzel Vo über in: 


( 11 ) 


Jttn 

e 12 




(I) 


Vefff^ 


und dies gilt auch für c = oo. Die Vertauschungen der Indices, 
die sich so ergeben, sind: 

(12) TO = 7, c = 00, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 

c' = oD, 2, 3, 4, 5, 6, 0, 1, 


c" 

n'ff 


c" = 0, 00 , 6, 3, 2, 5, 4, 1, 
1, 6, 0, 5, 4, 2, 3, 00. 
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(13) M = 11, c = CO, 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 

d = 00 , 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10, 0, 1, 

d' = 0, CO, 10, 5, 7, 8, 2, 9, 3, 4, 6, 1, 

c'" = 1, 10, 0, 4, 6, 5, 8, 7, 9, 2, 3, 00 ! 

Als Wurzeln der Resolventen 7ten und Ilten Grades können 
■wir nach § 82 je eine der beiden folgenden Funktionen betrachten: 

(14) M = 7, 

(i’to 'yv + 8)(®v+2 e) ('l’v + i — ■y» + 6) 

('^00 Vv)(VvJ^-^ 'yv + 6)(^v + 2 'yv + 8)(^v + 4 '^v+e) 

~~ 7 = — — , 

(15) n = 11, Wv = 

' i yn tto ’ 

%0v = 

{v^-'Oy) (Vv^i—Vv^q) (^v+^~^v+2) (^v-h9--'?^v.flo) 

worin "j/? und yil positiy genommen sein sollen. 

Es tritt nun zunächst der folgende bemerkenswerte Unter- 
schied zwischen beiden Fällen hervor. 

Durch die beiden Vertauschungen (c% (c'Q werden im Falle 
n = 7 die Wv nur untereinander vertauscht, und zwar in folgen- 
der Weise: 

^^45 ^^61 ^^61 

(ö') W2, Wo^ 

(c") tVo, W:li Wi, IV^, lOs, 

während [nach (13)] im Falle n = 11 durch die Vertauschung 
(c') die Größen w gleichzeitig ihr Vorzeichen ändern, so daß 
folgende Vertauschungen eintreten: 

Wq^ Wj^ iOsi tVioj 

(c') -W 2 , -tüß, -ly?, -iVs, -Wq, -Wo, -Wi, 

(c") Wq, Wh, iOq, ■ Wq, 104 ^, W 2 , Wq, %, Wi, Wio, 

und ebenso verhält es sich mit ^ü^ 

Daraus folgt nun (§ 54), daß die iVv Wurzeln einer Gleichung 
7ten oder Ilten Grades: 

(16) iü’* 4 “ ^ 4 - ... -4 Al = 0 
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§ 133 . 



sind, daß darin aber im Falle w = 7 sämtliche Ai rational von 
abhängen, dagegen im Falle n = 11 die Ai mit geradem 
Index ebenfalls rational von f(coy^ abhängen, während die mit 
ungeradem Index das Produkt von mit einer rationalen 

Funktion von sind. Die Zahlkoeffizienten enthalten außer 

rationalen Zahlen nur noch die Irrationalität bzw. ^Vll, 
und demnach wollen wir diese Gleichungen bezeichnen durch 


( 17 ) 0[iv,f{(oy\ iil] =0, ' 

0[iv,f{coy% tVii] = 0. 

Ändern wir gleichzeitig die Vorzeichen von i und lü, so ergibt 
sich, wie wir in § 82 gesehen haben, eine Gleichung, deren 
Wurzeln die Größen sind. 

Auch bei der Anwendung der Substitution (c'") zeigt sich 
für die beiden Fälle ein Unterschied. 

Es ergibt sich nämlich aus (13), mit Kücksicht darauf, daß 
nach (2) das Produkt sämtlicher Vv den Wert hat, daß im 
Falle n =. 7 durch die Substitution (c"') die Wv nur unterein- 
ander vertauscht werden, und zwar in folgender Weise: 

/tÜQ, lüi, W2, Wq\ 

Ws, Wq, IÜ2, 10 tOo, 10 J' 


und daraus folgt, daß in diesem Falle die Koeffizienten Ar 
alle ungeändert bleiben, durch die Vertauschung: 

(«»)”■ 

Überdies kommen im Nenner dieser Koeffizienten 
nur Potenzen von f(coy^ vor (§ 73), und die Potenzen von 
steigen bis zu derselben Höhe wie die von /'(cö)-^^. 

Im Falle n = ll gehen durch die Vertauschung (c'") die 
Größen Wv in die Größen tOv über, und zwar in folgender Reihen- 
folge : 

/wq, 10^, ^02., lOs, ^o^, %, ^t?6, 'Wj, 

\iOs, ^ol to'r, zo'o, tOQ, it?5, We, wi, Wg, W^o, toi / 

Nach (17) können wir diese Eigenschaft durch die in bezug 
auf ^o identische Gleichung ausdrücken: 

- 0 [-t,, -zViT] = iVn), 

und daraus ergeben sich die folgenden Eigenschaften der Koeffi- 
zienten Arl 
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Av bleibt ungeändert durch die gleichzeitige Ver- 
tauschung: 

und enthält bei geradem v nur die geraden, bei un- 
geradem V nur die ungeraden Potenzen von 

Auch hier treten nur Potenzen von /■(<») im Nenner auf, 
und die Potenzen von /'(ra) steigen bis zur selben Höhe wie die 
von 

Um über die Grade der Funktionen Ay ins Klare zu kommen, 
betrachten wir die Anfänge der Entwickelungen nach steigenden 
Potenzen von q = e*®'“. 

_« 1 . 

Es beginnt die Entwickelung von /‘(co) mit g ^4^ die von 

M __ 1 __ 2 Trio 1 

mit q von Vc mit q e worin aber in der letzten 

Exponentialgröße, wenn wir c auf seinen kleinsten Rest (mod n) 

reduzieren, auch ^ nach dem Modul n zu nehmen, also für 
4o 

« = 7, 11: 

^ — 1 (mod 7), 

i = 3 (mod 1 1) 

m setzen ist. Wenn wir also hieimach 

ZTti 6 7ti 

p — ß 7 Q^er =6 

setzen, so erhalten wir aus (14), (15) als Anfänge der Ent- 
wickelung 

für n = 7 : 

— — . -L 

Wy = q ’’ p 8 ’'(^> — 98) ((»2 — () 8 )((>* — Q”) -\ , 

für n — 11\ 



fyil uoy = q p’-v (98-^8) (98-()1») ((>8 -i>0 + ••• 

Es ist aber für w = 7 : 

(? — ?®) ((»“ — ?“) — Q’’) — — 9 — 9’* — + P* + 

und für M = 1 1 : 

(p — P“) (p® — P®) (P* — P®) (P’' — P”^") (P“ ~ P’) == 

9 98 Q*‘ (>■'’ p8 -(- p8 -f- p8 -f“ P® “I" P’ P^®' 
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§ 183 . 


Da 1, 2, 4 die quadratischen Eeste von 7 ; 1, 3, 4, 5, 9 di& 
quadratischen Reste von 11 sind, so können diese beiden Summen 
nach Bd. I, § 179 bestimmt werden, und ergeben in den beiden. 


Fällen : 




so daß 

iff 

und — 

-iVii, 


(18) 

iVy — q 

X 

T gBV 

5 

n 


Wv = — g 


n 


Hierdurch läßt sich eine obere Grenze ableiten, bis zu. 
der in Äv die Potenzen von f(a) höchstens ansteigen können,, 
wenn man noch beachtet, daß die Äv als ganze rationale (und 
symmetrische) Funktionen der w» darstellbar sind. 

Für n = 7 ergibt sich so, da alle Exponenten von /(o) 
durch 24 teilbar sein müssen, daß Aj, A^, A^, A^ Kon- 
stanten sind, während Aj nur die erste Potenz von und 

zwar mit dem Koeffizienten — 1 [nach (18)], enthält. 

Für M = 11 muß, wenn f (coy^^ die höchste in A^ vor- 
kommende Potenz von /‘(ca) ist, 


sein, und überdies muß A mit v zugleich gerade oder ungerade 
sein. Daher sind A^, A^ konstant, A,, Ag enthalten die höchste 
Potenz ficoyi, A^o enthält auch f (a 3 )^s. Da die A mit ungeradem 
Index nur ungerade Potenzen von /"(co)!« enthalten, so ist Ai = 0,. 
^3, A enthalten f(a}y^, A,, Ag enthalten bis f(ay% in A^ 
steigt /(ca) bis zur 60sten Potenz an. 

Für den Fall n = 7 wollen wir nun die Konstanten voll- 
ständig mit Hilfe der komplexen Multiplikation bestimmen, und 
zwar genügt dazu die Betrachtung der Werte der Wv für ca = L 
Für o) — i wird 

“ = /(i) = 1/2, 

und wenn wir diesen Wert in die Gleichung (2) einführen, und 

1 / 2 « = ,* 

setzen, so ergibt sich: 

(19) aJ® — 4*1^ -t- 28** — 32* 16 = 0. 

Die linke Seite dieser Gleichung ist das Quadrat des Aus- 
druckes : 

( 20 ) 


*4 _ 2*3 — 2*2 _ 4a; _|_ 4^ 
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go daß also die Werte von v fm co — i paarweise einander 
gleich werden. Aus § 119, (15), (17) folgt, wenn a = i, also 
:= l, 0=1,-B = 0, m — i, p = x = 7, y = 0 gesetzt 
wird, daß für cc' — — 1 (mod 7) Vc — Vc' wird, so daß also: 


( 21 ) «„ = % «1 = % = ^4 = % 

Der Ausdruck (20) läßt sich in die beiden quadratischen 

Faktoren ; _ 

^2 _ (l -f /7) a: + 2, — {l — p) x ^ 2 

zerlegen, so daß die acht Werte von x paarweise je einer der 
vier Größen ^ 

,oo^ + i-p yi 

(22) ^=*=1/2’ 2 p 

gleich werden, und es handelt sich noch darum, diese vier Werte 
den einzelnen Vv zuzuordnen. Dazu bemerken wir, daß «o 
i reell sind, und daß ebenso «i, % reell sein müssen, 
weil sie gleichzeitig einander gleich und konjugiert imaginär sind. 

Aus no entsteht v, dadurch, daß man g mit einer gewissen 
Eiuheitswurzel multipliziert; da aber die Entwickelung von n, 
nach Potenzen von g nur positive Koeffizienten enthält [vgl. § 24, 
(11)], so folgt, daß Vo größer sein muß als Vi, und mithin ist 

Für die beiden anderen Wurzelpaare ergibt sich; 

r- 1 — VT , .^7 

y 2 «2 = yr «8 = — 2^ + 

4,- r- i-y^ .n 

f2., =V3.. = -jn-.^ 

Daß in diesen Ausdrücken das Vorzeichen von i richtig ge- 
wählt ist, schließt man auf folgende Weise: ^ 

Aus (23) ist zu ersehen, daß für cj = i, also für « — Vj, 
die Wurzel Wo verschwindet, und daß also für diesen Wert A, 
, verschwinden muß. Nach den oben nachgewiesenen Eigenschaften 
ist hierdurch A-, vollständig bestimmt, nämlich : 

/ . 64\2 



Weber, Algebra. IIX. 


32 
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§ 133. 


woraus folgt, daß für keinen anderen Wert von als 64 zwei 
der Werte Vy einander gleich werden. Es tritt diese Gleichheit; 
also nur für o = i und gewisse mit i äquivalente Werte von co 
ein, und daher nicht für einen anderen rein imaginären Wert 
von (D, 

Der Anfang der Entwickelung nach steigenden Potenzen von 
q ergibt nun: 

— 2 . 48\ ./cö 4- 2 . 48\ 

(26) v, — v., = f{^ \ 

= sin ^ -I , 

SO daß für einen hinlänglich großen reellen Wert von — ico die 
linke Seite von (26) positiv imaginär ist. Wenn nun — ico auf 
reellem Wege von qo bis 1 geht, so geht, wie wir oben gesehen 
haben, — Vf, nicht durch Null. Es muß also auch für co — i 
die Differenz V 2 — positiv imaginär sein , wie in (24) an- 
genommen ist. 

Wenn man also die Werte (23), (24) in (14) einsetzt, so 
ergibt sieh für o = 

Wq = 0 , = 0 

( 27 ) w,=w,=iv, = w, = 

t«, = - + 

4 

Danach kann für den Fall « = 7 die Eesolvente vollständig 
gebildet werden. Sie lautet: 

( 28 ) «..(»-l±iü)‘(„ + iVIiL±iV!)') 

= “ Y, 

V «17 

und nimmt eine einfachere Gestalt an, wenn man 
setzt : 

( 29 ) _ 64 
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Füx’ den Fall n = ll ist die entsprechende Eechnnng noch 
nicht durchgeführt. Verhältnismäßig einfach erhält man, wenn 
man mit Benutzung der Betrachtungsweise des § 119 die Werte 
Yon o aufsucht, für die eine der Größen %0v verschwindet: 

" 1 - 

M = f 2, M = V2, M = 1, 

und daraus 

2‘_Y r... - U 


(0 = 1 ^ 


CO 


= V-7, 


=(«■■- 5) (•“ 


«12 


«12/ 


82 * 



Zwanzigster Abschnitt. 

Die Mttltiplikatorgieicliung in der komplexen 
Multiplikation. 


§ 134. Die Elassenin Variante { go ). 

Wir haben jetzt die Funktion 

n {p) = Vi {co) — 123 

auf deren Eigenschaft als Klasseninvariante zu prüfen. 

Wir haben zunächst für ein variables m die Multiplikator- 
gleichung Ister Stufe (§ 72, 3), wonach, wenn 

(1) = 3, c = 0 (mod 4), 

die V Größe, 



durch die linearen Transformationen nur miteinander permutiert 
werden. Setzen wir also 


(3) u=j (ro), V =j , 

SO besteht zwischen v die Invariantengleichung 

(4^) F(v, u) = 0, 

und es ist 

F{x, u) — n{x — v), 

w^enn das Produktzeichen sich über die v Wertsysteme von 
a, &, c erstreckt. Die Summe 

(5) = 

ist ^ füi ein unbestimmtes x durch lineare Transformation un- 
geändert und daher eine rationale Funktion von u. Da die Funk- 
tion aber für jeden endlichen Wert von j(co) einen endlichen 
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Die Klasseninvariante yaCw). 


( 6 ) 


M . 


Wsrt liät^ so ist sio oino gaiizB Funktion von Lassen 

wir in (5) x m v übergehen, so ergibt sich 

_ il) {v, u) 

F'{v) ’ 

worin ip{v, u) eine ganze rationale Funktion von u und v 
ist, mit rationalen Zahlenkoeffizienten. 

Lassen wir nun in (6) ro in die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung der negativen Diskriminante 

D = J52 — 4^0 

übergehen : 

(7) -A. CO^ — }— £ö -|- (J 0, 

so können einer oder mehrere der Werte v gleich u werden. Ist 
dies nur für einen der v Werte v der Fall, so wird F' (v) für 
V = u nicht verschwinden , und wir können nach (6) If rational 
durch diesen singulären Wert von u ausdrücken. 

Die Gleichung u — v führt aber die Bedingung mit sich: 
c-|-0£o y-[-dco 

U OC -|— ß CO 


Daraus folgt: 


( 8 ) 


eß — aS 


dß = Ax, 

Fx + ij 


d C6 


Bx — y 


ca — ay = Cx, 


(9) in = 'iß — jDx^^ 

worin x positiv angenommen werden kann. 

. Wir nehmen A ungerade und relativ prim zu D an. Ist 
D = 1 (mod 4), so setzen wir n = — D und erhalten aus (9): 
j/2 -|- n {x^ — 4) = 0. 

Der Wert ir = 1 ist hiernach nur dann zulässig, wenn — D 
das Dreifache einer Quadratzahl ist. Sehen wir zunächst von 
diesem Fall ab, so bleibt nur 

X — % 2/ = 0, 

und aus (8) ergibt sich: 

0 = 1, ß = Ci =z B, 

a = n, y = ^ = B (mod 4), 

a ßG) = 

und durch die beiden letzten Gleichungen (8) ist c nach dem 
Modul n bestimmt. 
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§ 134. 


Naci. § 38 (15) ist also 

(10) M = (- 1)^+ iD^ r, (co), 

und es wird hier nur einer der Werte v = u, demnach ist M 

und folglich auch ^p5 ^3 (co) rational durch j (co) ausdrückhar. 

Um auch den Ausnahmefall zu erledigen, setzen wir 


n = — D = 3^2. 

Dann wird (9): 


2/2 <-[- 3 (x^ — 4) = 0, 

und diese hat die drei Lösungen: 

X = 2, y = 0, 

X = y =zZ^Sm. 

Die Gleichungen (8) ergeben für o; = 2 wieder die Formel (10): 
und die beiden anderen Fälle ergeben 


0 

a 


1, 

B + 3m 
2 ' 



r = 0 , 

a ß CO 


a S = B (mod 4), 

Yb + 3 «j 
2 


Daraus erhält man nach § 38 (15) für die Werte 



Nun sind zwar nicht die Größen M^, üfg, einzeln, wohl 
aber, wie wir gleich zeigen werden, ihre symmetrischen Funk- 
tionen, z. B. ihre Summe, durch y(ü}) rational ausdrückhar, und 
daraus ergibt sich auch für diesen Fall, daß YBys{co) Klassen- 
iuTariante ist. 

Von der Annahme, die wir gemacht haben, daß Ä relativ 
prim zn 2 B sei, können wir uns nachträglich befreien, da y3(ß)) 
durch alle linearen Transformatoren höchstens sein Zeichen 
ändert. Wir haben dann den Satz: 

1. Ist Z* = 1 (mod 4), so ist Y^Vzip) Klassen-- 
invariante der Diskriminante B. 
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§ 134 


Die Klasaeninvariante (w). 


Um den Satz vollständig zu begründen, müssen wir noch 
beweisen, daß die symmetrischen Funktionen der M^, M^, in 
dem zuletzt betrachteten Ausnabmefall rationale Funktionen von 
j (o) sind. Dies erfordert, daß wir untersuchen, was aus (6) wird, 
wenn für einen singulären Wert u von v der Nenner F'(®), und, 
da M endlich bleibt, auch der Zähler verschwindet. -Wir lassen 
zunächst wieder co variabel und bezeichnen die Wurzeln von 
(4) mit 

(11) «2, ^2, Vy. 

Es mögen nun für den betrachteten besonderen Wert von a 

(12) Ul, Ua, . . ., ®;. 

einander gleich werden, während die übrigen davon 

verschieden bleiben. Wir nehmen irgend eine symmetrische Funk- 
tion der Größe (12), z. B., für ein unbestimmtes t: 

(13) 6 = {t — Ul), (t — U 2 ), . . ., (t — Ul) ; 

wenn wir in ö alle Permutationen der Größen (11) ausführen, so 
bestimmen wir r Werte 

(14) ffl, 02) • • •! 

wenn v\ 

^ ~ A! {v — .1)! 

die Anzahl dex' Kombinationen von v Größen zu je k (ohne Wieder- 
holung) bedeutet. Über t können wir so verfügen, daß auch für 
den singulären Wert co nur eine der Größen (14) gleich dem 
ersten (J wird. Die ö» sind die Wurzeln einer Gleichung 

0 (,/;, li) = 0 

vom Gi’ade r, und für den singulären Wert x = 0 bleibt 0'(ö) 
von Null verschieden. 

Betrachten wir nun eine symmetrische Funktion S der (12) 
entspx’echenden Größe 

ifcfj, K/g, Mx^ 

so nimmt diese durch die v Kombinationen der Zahlen 0, c, die 
zu den Werten (11) führen, gleichfalls r Werte Si^ 8^^ Sr an, 
und die Summe 

ist eine rationale ganze Funktion von x und m. Daraus folgt, 
indem man x in d übergehen läßt: 

_ ®(g, m) 

“ a>'(M) 
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§ 134. 


Für den singulären Wert werden nun alle die Größen (12) 
einander gleich und gleich also 6 eine rationale Funktion von 
w, und damit ist der gesuchte Beweis geführt. 

Als bemerkenswerte Beispiele wählen wir die Fälle des § 125: 


rs'! 

(— 1 + V— 3) 

= 24 y^, 

V 2 ) 

ni 

1 + i^\ 

= 27 y^, 

\ 2 / 

rd 

-1 + y- 11 ) 

= 7.8i~ 11, 

^ 2 / 

73 ( 

'_ i y_ l9^^ 

= 8. 27 y~19, 

. 2 / 

73 ( 

1 + y- 27>| 

= 8. 11. 23 y^, 

. 2 ) 

73 ( 

- l + y- 43\ 

= 8. 7. 81 y— 43, 

^ 2 ) 

78 ( 

- 1 + y- 67\ 

= 7. 8. 9. 31 i— 67, 

2 / 


— 1 + y— 163) 

= 8. 27. 7. 11. 19. 127 y— 163. 

2 ) 


Auch hier ist die Zerlegbarkeit der rationalen Faktoren in 
Terhältnismäßig kleine PrimzaUen auffällig. Wir geben hier 
noch einige Beispiele , in denen nicht y5 , sondern '\j — D vor- ■ 
kommt. 

Wir haben im § 128 gefunden: 


n (y-2)* = 2, f (y=3)^ = 2, = 2. 

Darauf wenden wir die Formeln an (§ 129): 




_ in^ + 64 

n ’ 


und finden 


/(f=^' + A()C2)'=*V2, 

A(V=3)*-/.(V=3)' = ^, 



Die Klasseninvariante und 
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Hieraus erliält man und aus den Formeln [§ 54, (3)] 
%2 = : 


. f2(<^y . ,2 _ /i («>)' 


also 


0} 


- - f(w)S' 

3<2 = (y2 — i)^ 


CO = y — 3: 3{® 

CO = y — 7; 


P 


■ i}-PT 

4 8 ’ 

8 — sy? _ (3— y?)* 

16 ~ 32 ■ 


f 


§ 136. Die Klasseninvariante und 
Es ist in § 126 gezeigt, daß, wenn die Diskriminante JD durch 
4 teilbar ist, und die quadratische Gleichung, deren Wurzel <a 
ist, ungerade äußere Koeffizienten hat, KlasseninTariante 

für die Diskriminante D ist. 

Es ist aber nach § 54 und § 34 

16 .2 = — 16 . 

f(o)8 /■((a)ä/'i(2cj)B 


( 1 ) 


:2v.'2 =: 


X 2 }C 


Genügt nun 05 der Gleichung 
^2) J. (»2 J5 03 -1“ 0 — 0 

mit der Diskriminante 

']) = B^ — iAG, 


so genügt co' == 2 CO der Gleichung 

Aco'^ + 25(o' 4 - 46’ = 0 

mit der Diskriminante 4D, und nach § 126, (13) ist daher 
fl (2 (o)2i Klasseninvariante für diese Diskriminante. Es ist also 
und x® rational ausdrückbar durch Klasseninvarianten der 
Diskriminante I) und 4D. 

Die identische Gleichung 

4- + 2X0 _ 

(6) 1 4 xo 

zeigt, daß dasselbe auch für den Modul x“ gilt. 

Da X“ durch jede lineare Substitution in eine rationale 
(linear gebrochene) Funktion von xs übergeht, so kann jetzt auch 
die Voraussetzung, daß die Koeffizienten Ä, 0 ungerade sein sollen, 
fallen gelassen werden, und wir haben den Satz; 

2. Ist die Diskriminante I> ^ 0 (mod 4), so ist 
x^((o) Klasseninvariante der Diskriminante 4D. 
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__ Im § 134 ist ferner nachgewiesen, daß für D == 1 (mod 4) 
yDy8(co) Klasseninvariante ist. Es ist aber (§ 54) 


i^) 


ys(co) = 


8 (2 4- JC2 (jc'ä — 


Genügt ca der Gleichung (2), und setzt man: 


( 5 ) 


G) 


Cö' 1 

= C' -f 1’ 


SO ergibt sich für die Gleichung: 

(6) (A + JB + — 2(Ä — C)a)' + (Ä — B + C) = 0, 

Ist D = 5 (mod 8), so sind B, G ungerade, .und ist 
D = 1 (mod 8), so können wir A und C gerade annehmen, und 
folglich ist in beiden Fällen (6) eine primitive Gleichung für 
von der Diskriminante 4D. Es ist daher nach § 126, 1. 
eine Klasseninvariante für diese Diskriminante, und da nun 
nach § 34 (18) 

f(®)/’(«') = P 


ist, so gilt dasselbe für f{coy\ Daraus folgt, daß Klassen- 
invariante für 4D ist, und da man nach (4) rational durch 
und ausdrücken kann, so ergibt sich: 


3. Ist die Diskriminante i) = 1 (mod 4), so ist 
rational ausdrückbar durch eine Klasseninva- 
riante der Diskriminante 4i) und durch 

Ist j{(o) Klasseninvariante der Diskriminante D, so sind 
(2 m), (I «) Klasseninvarianten für 41), und es ist: 


( 7 ) 


(/•i(2co)2* 4 16)8 

__ [256 + ^(a))«]» 

fl (2 


16(16%'2 ^ 




[f-(fr+-r 

[256 — |— (®^)^^J^ 

41)“ 

16(16;c2 4- x'^y 

~ (o)« 




Hieraus ergibt sich, daß auch umgekehrt die Klasseninvarianten 
der Diskriminante 4D rational durch auisdrückbar sind. 



§ 136 . 


Quadiatisclie Transforinationsgrade. 

Um auch jc (ra) selbst als Klassenin Variante auffassen zu 
können, wendet man die Gausssche Transformation (8 9 8 
an. Danach ist; ’ 


■woraus : 



4 % (o) 

[1 -f“ 


% (ö?) 


+«■(«)] 

4-2,.(|) 


Es ist also % (a) rational ausgedrückt durch ^2 (c) ,^2 

und ra' = genügt der Gleichung 



•^8) 4 jd 0^2 2 03^ — {— 0 0. 

Ist 6' eine gerade Zahl, was wir annehmen können, wenn 
D = 0 (mod 4) oder = 1 (mod 8) ist, so kann in (8) der 
Faktor 2 weggehoben werden und die Diskriminante von (8) ist 
gleich D. Ist aber C ungerade, was bei D = 5 (mod 8) not- 
wendig ist, so ist die Dislcriminante von (8) gleich 4D. Daraus 
folgt nach 2. und 3.: 

4. a) Ist D = 0 (mod 4), so ist 3£(ca) rational ausdrück- 
bar durch die Klasseninvarianten der Diskri- 
minaute 41). 


b) Is_^D = 1 (mod 8), so ist x({o) ausdrückbar durch 
yz) und durch die KLasseninvarianten der Dis- 
kriminante 4J9. 

c) Ist D = 5 (raod 8), so ist %(g}) rational ausdrück- 
bar durch y/J und durch die Klasseninyarianten 
der Diskriminante 16J). 



§ 136, Quadratische Transformationsgrade, 


Wenn der Transformationsgrad n eine ungerade Quadrat- 
:zahl ist, so ist nach § 72, 5. für ein variables co: 
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wenn ad = n und c dnrcli 8 teilbar ist, eine ganze algebraische 
Funktion des Körpers worin 

(2) V = 3 u = j (cj). 

Es werde nun darin für co eine Wm’zel der primitiven 
q^uadratischen Grleichung 

( 3 ) ^ CO^ — (0 ö 0 , 

mit negativer Diskriminante 

(4) D = J52-~-4JLC 

gesetzt, und wir nehmen ein für allemal an, daß Ä positiv und 
relativ prim zu 2 Dn sei, was keine Beschränkung ist. Soll nun 
V = u werden, so ist dafür die notwendige und hinreichende 
Bedingung: 


( 5 ) 

( 6 ) 


C dco 

a a ß(X)^ 

ad — ßy l. 


Vergleicht man (6) mit (3), so folgt (§ 114), daß es zwei 
ganze positiTe Zahlen x, y gehen muß, deren erste positiT an- 
genommen werden kann und die den Bedingungen genügen; 

dß = Äx, cß + da — ad = JBx, 

rij\ — 0 X ^ cß -j— 0w — j— ad y^ 

Idee = Bx-{-y, 

2(cß — ad) = Bx — y, 
und daraus wegen (6); 

(ß) An z=z — BxK 


Ein Primteiler von 0 müßte, da Ä relativ prim zu n an- 
genommen ist, in X und in y aufgehen. Dann aher auch in 
CK — ay und in cß — ad, 

folglich in a, 0, c. Da diese drei Zahlen aber ohne gemeinschaft- 
lichen Teiler sind, so muß 0 = 1 sein, und aus (7) ergibt sich; 


( 9 ) 


2 ’ 


ß = Äx, 


daraus folgt, daß x und y keinen ungeraden gemeinschaftlichen 
leiler haben, und daß, wenn x und y gerade sind, \(Bx y\ 
ungerade sein muß. Da wir überdies x positiv annehmen können,, 
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h 

I 

I' 

C 

!' 






I 


I 


§ 136 . 


80 kommen nur eigentliche Lösungen von (8) in Betracht 
(§ 114). Jede eigentliche Lösung führt aber nach (9) zu einem 
Wertsystem oc, und durch die Kongruenzen 


( 10 ) 


c a 




cß 


Bx — y 


(mod n) 


zu einem bestimmten Wert von c (mod »), der auch noch durch 
8 teilbar angenommen werden kann. Wenn umgekehrt x, y 
diesen Bedingungen genügen, so habe « und ß keinen gemein- 
samen Teiler, wie aus 

Bx — ij „ 
a — rL — ßüx = — n 

hervorgeht. Denn danach müßte ein ungerader Teiler von a 
und ß in n aufgehen, und müßte daher, da Ä relativ prim zu n 
angenommen war, in x und folglich in y aufgehen. 

Es folgt aber noch, wenn wir von den beiden Ausuahme- 
f allen D = — 3, D = — 4 absehen, die uns hier überhaupt 
nicht interessieren, weil für diese j(c3) rational ist, daß ver- 
schiedene Lösungen von (8) auch zu verschiedenen Werten c 
führen. Denn nehmen wir an, daß ein und derselbe Wert von c 
zu zwei verschiedenen Systemen (a, ß, y, ä) führen könnte, so 
würde aus (5) eine Kelation der Form 

^ a -f- ßa 

folgen, und diese Substitution ist, wenn sie nicht identisch ist, 
nur für die beiden erwähnten Ausnahmefälle möglich. 

Demnach ist die Anzahl der v-Werte in (2), die nach 
(3) gleich u werden, so groß wie die Anzahl der eigent- 
lichen Lösungen der Gleichung (8). 

Hat die Gleichung (8) nur eine solche Lösung, so ist der 
entsprechende Wert von M rational durch u ausdrückbar. Hat 
sie aber mehrere Lösungen, so sind die zugehörigen Werte von 
die Wurzeln einer rationalen Gleichung: 

(11) 0(M,u) = 0, 

deren Grad in bezug auf M ebenso groß ist, wie die Anzahl 

dieser Lösungen (§ 134). 

Es genügt ferner u der Klassengleichung 

ALd (m) = a. 



5 
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Wir können als ganze Funktion von u darstellen 

und können dann diese Funktion durck ihren größten gemein- 
scliaftlichen Teiler mit f/_j) (tt) ersetzen. 

Wir können a und ß positiv annehmen. Für ß liegt dies in 
den bereits gemachten Voraussetzungen. Für w können wir es 
immer dadurch erreichen, daß wir B um ein Vielfaches von 2A 
vermehren, wodui’ch wir zu einer äquivalenten (parallelen) Form 
kommen. Dadurch kann Bx y positiv gemacht werden. 

Bestimmen wir also den Quotienten 



nach § 38, (15), so ergibt sich, da ß gerade oder ungerade ist, 
je nachdem x gerade oder ungerade ist: 


( 12 ) 


X = 0 (mod 2) : Jlf = ( ^ ^ 


a — 1 jti 
'T~ ßT" 

l — ß 7t i . 


ß\ — nr~^ 

' '' ^ ß (0 ^ 




(13) 


a;= 1 (mod 2): M = 

Die Quadratwurzeln 

y — i(a -f- ^ Ol) = ^ — i 


]/ — t(a -j- ß o)^ 


y H- 

2 


haben positiven reellen Bestandteil. Diese Werte von M genügen 
also der Gleichung (11). Kommen unter ihnen gleiche vor, so 
kann der Grad der Gleichung (11) durch Absonderung mehrfacher 
Wurzeln auf rationalem Wege erniedrigt werden. 

Da die Gleichung (11) zur Zerlegung der Klassengleichung 
nach den Vorzeichen von M angewandt werden soll, so ist es 
von Wichtigkeit, zu entscheiden, ob unter den zu demselben » 
gehörigen Werten von 31 in (12) solche Vorkommen, die sich nur 
durch das Vorzeichen unterscheiden. 

Wir untersuchen, wann zwei verschiedene von den Werten 
(12), etwa 3£y dieselbe 8te Potenz haben. Ist 
• (U) 

so muß, wenn p eine zwölfte Einheitswurzel und o?, y; y' zwei 
verschiedene Lösungen der Gleichung (8) sind: 

( 15 ) = 
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Daraus folgt,^ daß q einer quadratischen Gleichung 
genügen muß, also daß 

. V t • j + 1 + y — 3 

(16) (> = oder q = = — =^-l 

sein muß, weil dies die einzigen nicht reellen zwölften Einheits- 
wurzeln sind, die einer quadratischen Gleichung genügen, ui^ 
^ + 1 zu X — x\ y = y' führen würde. Demnach muß '^I) 

einem Körper angehören, der durch eine dieser Irrationalitäten q 
bestimmt ist, d. h. es muß 

(17) D = — oder D = — 
sein. Im ersten Fall folgt aus (15) 

y = +2 Wir, 


2mx' = 


(18) 
also nach (8): 

n = m^{x^ -f“ 

und da n ungerade yorausgesetzt war, muß auch m ungerade 
sein; nach (18) sind y' und wegen (8) auch x^ x' gerade, und 
aus (12) folgt, da y und ß gerade sind: 

und aus (18): 

= («' -f ß'coy 

(19) = 


fy -~f- ixm\^ 

V 2 7’ 

fy' ix* m\^ fy ^ ixm\^ 

\ 2 ) - ~ \r~2 ) ’ 


-MK 


Es haben also M und M' nicht gleiche, sondern entgegen- 
gesetzte 4te Potenzen. 

Im zweiten der Ausnahmefälle (17) folgt in gleicher Weise 
aus (15): 

. 20 % ±2y' = y — 3mx, 

^ ' +2mx' = y-^mx. 

Darauf folgt, wenn man die oberen Zeichen nimmt, 

(21) m(x'y — y' x) = 2«, 

und hieraus schließt man, daß m ungerade sein muß; denn wäre 
m gerade, so müßte y und y' gerade sein, und nach (21) wäre 
2w durch 4, also n durch 2 teilbar. Dieser Fall ist also nicht 
weiter zu berücksichtigen, wenn wir ein gerades 1> voraussetzen. 
Hiermit ist folgender Satz bewiesen: 

1. Es sei Z) = 0 (mod 4) eine negative Diskriminante, 
X, y seien zwei Zahlen ohne gemeinsamen un- 
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geraden Teiler und so, daß, wenn x gerade ist, 
y = 2 (mod 4), ferner so, daß 
n = — D x^) 

eine ungerade Quadratzahl ist. 

Es sei ferner M durch die Formel (12) bestimmt. 
Dann hat die Funktion H-b(u) einen Teiler 

( 22 ) 

der mit keiner der Funktionen 
(23) ^( — ^( — i^Mu) 

eine gemeinsame Wurzel hat. , 

§ 137. Zurückführung ungerader Diskriminanten auf gerade. 

Nach einem von Kronecker ausgesprochenen Satz läßt sich 
die Kiassengleichung unter Adjunktion von Quadratwurzeln in 
so viele Faktoren zerlegen, als es für die betreffende Klassen- 
gleichung Geschlechter der Formenklassen gibt, und zwar so, 
daß jedem dieser Faktoren nur die Klasseninvarianten f genügen, 
für die die entsprechenden quadratischen Formen (^, -B, G) zu 
einem und demselben Geschlecht gehören. Diese Zerlegung er- 
halten wir aus den im vorigen Paragraphen bewiesenen Satz 1. 

Daß dieser Satz in der Form, in der wir ihn ausgesprochen 
haben, sich nur auf gerade Diskriminanten D bezieht, ist für 
den Beweis des Kroneckerschen Satzes keine Beschränkung. 

Denn wenn D = 1 (mod 8) ist, dann ist nach § 123 der 
Klassenkörper identisch mit dem Klassenkörper ®(4D). 

Ist aber D = 5 (mod 8), dann ist der Grad von Ä(4D) dreimal 
so groß als der von ^f(i)), aber der letztere ist in dem ersteren 
enthalten, und die Anzahl der Geschlechter für S? (D) und ^ (4 D) 
ist die gleiche (§ 104). 

Ist u — j {co) eine Klasseninvariante für D = 1 (mod 8), 
so sind 

(1) V =j {ca') = 3 (2 ca), j j (^^^) 

KlasseninyarianteQ Yon 4D, und u ist eine rationale Funktion 
von v: 

(2) u = cp{v), 

die ungeändert bleibt, welche der drei Größen (2) man auch 
für V setzen mag. Alle Charaktere der Formen, deren Wurzeln 
CO und cd' sind, haben denselben Wert. 



§ 138. Zerfällung der Klassengleiohung nach den Geschlechtern. 513 

Ersetzt man in (2) v durch eine andere Klasseninvariante 
derselben Diskriminante 4 D und desselben Gescblecbtes, so gebt 
auch u in eine andere Klasseninvariante der Diskriminante D 
über, bleibt aber auch in demselben Gescblecbt 

Läßt man also in (2) v die Klasseninvarianten eines Ge- 
scblecbtes der Diskriminante 4D durchlaufen, so durchläuft 
ii die Invarianten des entsprechenden Geschlechtes der Diskri- 
niinante D [indem es jeden dieser Werte dreimal, bei D = 1 
(mod 8) nur einmal annimmt], und die symmetrischen Funktionen 
dieser sind in dem gleichen Rationalitätsbereich enthalten wie 
die Größen v. Ist daher die Klassenfunktion jSL 4 J)(v) nach den 
Geschlechtern in Faktoren zerlegbar, so gilt das gleiche von 


§ 138. Zerfällung der Klassengleichung nach den Geschlechtern. 
Um den Satz 1., § 136, anzuwenden, setze man 

(1) JD = JB^ — iÄC = —4m, 
und zerlege m in zwei Faktoren 

( 2 ) m = m' 

wobei vorausgesetzt ist, daß ungerade und ohne 
quadratischen Teiler sei. 

Nun machen wir in dem Satz 1., § 136, die Annahme: 

. . X = 4:, y = 2 (4 m' — m"), 

^ ^ n = (4^n' -j- m")2. 

a = 2B 4m' — 

(4) 06 m" — 4, A C — {B — 

ß = 4.A. 

. . a ß CO — 2i in" + 4 m' — 


Die Durchführung der entsprechenden Betrachtungen für ein un- 
gerades D würde zwar auch möglich sein, würde aber zahlreiche Unter- 
scheidungen und Weitläufigkeiten nötig machen. Hier ist ein Punkt, wo die 
Gau SS sehe Bezeichnung und Unterscheidung von Formen erster und zweiter 
Art, deren ich mich noch in der ersten Auflage bedient habe, eine gewisse 
Vereinfachung des Ausdrucks mit sich bringen würde. Es hängt das mit 
der Ausnahmestellung zusammen, die die Zahl 2 in der ganzen Theorie der 
elliptischen Funktionen einnimrat, die in der Weier strasssehen Theorie 
etwas zurücktritt, aber doch nicht ganz verschwindet. Auf der anderen 
Seite ist diese Auszeichnung der Zahl 2 auch wieder die Quelle von großen 
Vereinfachungen, namentlich in den numerischen Resultaten. 

Weber, Algebra, III. 33 
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worin die Quadratwurzeln positiv zu nehmen sind. Sodann ist, 
weil B gerade ist 


am" 


•1 (mod 4), 




und folglich nach dem Eeziprozitätsgesetz und nach (4): 


/'ccm‘'\ 1 

_ /-1\ / Ä \ 

\a)-^ 

Ä J \ ^ / \am" ) 


also: 

( 


\ani" J 

(6) 

0= 

III 

y = 4 0 (mod 8), 

also: 

Tita 

ferner: 

jB -j" 2 w' = ! 

also: 


1 nf 4 “ 1 

2 


2 — 
.3^ 


(-1)0-1, 

C (mod 4), 

-}- 2 C (mod 4), 

m'' + l 

und demnach endlich nach § 136, (12), (13): 

wofür man auch setzen kann; 

(8) If = 


/ ji_\ / / ™" — 1 , \8 

Vwöy ^ ^ V«*") 


Nach dem Satz 1. (§ 136) ist dann teilbar durch 

eine Funktion 

0{M,u), 

die zu 0 ( — relativ prim ist. Setzen wir 


( 9 ) 


^ = — l 2^ 


y»w' i ^ 




so ist für jede KlasseniuTariante Ton D eine der beiden 
Gleichungen 
( 10 ) 


== 0, 0(—(i,u) = 0 
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befriedigt, und zwar die erste .oder die zweite, je nachdem 


( 11 ) 

ist. 


m 




2. Hieraus folgt, daß das Vorzeichen = il 

nicht von der besonderen Form (A, 5, 6'), sondern nur 
von der durch diese Form repräsentierten Klasse ab- 
hängt, also ein Charakter der Formenklasse ist. 

Nun ist die Invariante einer zweiseitigen Klasse reell, und die 
Invarianten entgegengesetzter Klassen sind konjugiert imagi- 
när. Für zwei entgegengesetzte Formen ( J., jB, C), (J., — jB, G) 
ist aber das Vorzeichen (11) das gleiche, und daraus folgt, daß 
entweder reelle oder konjugiert imaginäre Wurzeln, und 
folglich reelle Koeffizienten hat, und sich daher nicht ändert, 
wenn durch den konjugiert imaginären Wert fx' ersetzt wird. 
Nun sind die beiden Fälle = 1 , m'’ = 3 (mod 4) zu unter- 
scheiden, weil es davon abhängt, welches Glied in (9) imaginär 
ist. Das eine Mal kommt i nur in der Verbindung das 

andere Mal in vor, und demnach ist: . 

(12) ®(f.,M) = I [a.(;.,M) + :m" = l 


Die Funktion und folglich auch hat reelle Koeffi- 
zienten jind enthält nur die eine der beiden Quadratwurzeln 
y^, ym'. Di^y/u" ist nach unserer Voraussetzung immer 
irrational, ist nur dann rational, wenn m' ein Quadrat ist. 
Da H(u) rationale Koeffizienten hat, so muß es, wenn ni" = 1 
durch und und wenn = 3, und m* 

kein Quadrat ist, durch W (y^u', n) und F ( — fi) teilbar sein. 

Nun ändert M sein Vorzeichen durch die gleichzeitigen 
V orzeichenänderungen : 


(13) 


(mod 4), 


(i, — Q, (yui", — ym''):^u" = 1 
(^, — i), (y^', — ]lm') : = 3 

und folglich ist, wenn nicht m'' = 3, und zugleich m' ein Quadrat 
ist, in beiden Fällen: 


(14) H(u) = 0(M,u) ^(—M,u), 

und diese Zerlegung ist nur dann nicht möglich, wenn ui" = 1 
(mod 4) und zugleich m' ein Quadrat oder m' — 1 ist. 

33 
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3. Jedes der beiden Vorzeicheii (11) kommt in gleich 
vielen Klassen der Diskriminante D = — 4m' m" vor und 
die Klassenfunktion ist durch Adjunktion von 


y^m", wenn 


(mod 4) 


in zwei Faktoren vom Grade \h zerlegbar, auJ3er wenn 
m" = 3 und m' ein Quadrat ist. 

In diesem Ausnahmefall ist, wenn wir = 4m' setzen, 
— = z/ der Stamm von 

D = 

und es ist für jede durch eine Form der Diskriminante D dar- 
stellbare und zu D teilerfremde Zahl A: 

(A^) = fA") =+i 


und H (w) ist mit 0 (A/, ^t) identisch. 

Zerlegt man m in einer zweiten Art in zwei Faktoren 

(15) m = mlmi', 

wo mi' denselben Bedingungen genügt wie m", so erhält man in 
gleicher Weise eine Zerlegung 

(16) H{u) 

und indem man den größten gemeinschaftlichen Teiler von 
0 (x¥, u) und ^ (Aii, u) aufsucht, erhält man eine Zerlegung von 
H{u) in vier Faktoren: 

R (u) — 0^ (u) 02 (^) ^3 (^) ^4 (u), 
vorausgesetzt, daß in 0{M, u) eine Quadratwurzel einer Primzahl 
vorkommt, die in 0(M^, u) nicht enthalten ist. So fährt man 
fort und zerlegt allmählich H(u) in Faktoren, deren Anzahl eine 
Potenz von 2 ist. 

Wir wollen die Anwendung auf die einzelnen Fälle etwas 
genauer betrachten. 

1) Ist m = 3 (mod 4), so sind alle Charaktere in der Form 



enthalten, und die Formel (8) reicht hin, um alle Geschlechter 
voneinander zu trennen. Ist hier m" = 3, so ist m' = 1 (mod 4) 
und aus (12) folgt, daß in den Teilgleichungen nur die Quadrat- 
wurzeln aus solchen Zahlen verkommen, die von der Form 4t^ -)- 1 
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sind. Bezeichnen wir also mit jp, p', jp", ... die Primfaktoren von 
m von der Form 4w -)- 1, mit g', g", ... die Primfaktoren von 
m von der Form -f-' 3, so kommen in den Teilgleichnngen 
die folgenden Quadratwurzeln vor: 

Vf) Vf') Vf") ■••) Vi?) V^) •••■) 

wenn also nur ein ^ in m enthalten ist, so kommt in den 
Teilgleichnngen nicht vor. Da in diesem Fall wenigstens ein g[ 
in m auf gehen muß, so ist die Anzahl der zur Zerlegung er- 
forderlichen Quadratwurzeln gleich der Anzahl der in m auf- 
gehenden Primzahlen, vermindert um 1, also gleich der Anzahl 
der diesem Fall entsprechenden unabhängigen Charaktere. 

2) Ist 

m=l (mod 4), m = 6, 2 (mod 8), m ^ i (möd 16), 
so können nach § 105 beziehungsweise die Charaktere 

(^). ©. (^). (^) 

durch die Charaktere von der Form 



ausgedrückt werden, und es reicht also auch in diesen Fällen die 
Formel (8) aus, um alle Geschlechter voneinander zu trennen. 
Die Formeln (9), (12) lehren, daß in diesen Fällen zur voll- 
ständigen Trennung der Geschlechter folgende Adjunktionen 
nötig sind: 

m = 1 (mod 4), V?) Vf") •••) Vä) V?) Vä") ••• 

w ~ 6 (mod 8), V2, Vp, iJ', Vf") •••) V«?) Vfföf") ••• 

jw = 2 (mod 8), Vf) V?) V^) •••) V^?) V 23 ') V^S") ••• 

m = l (mod 16 ), Vf') i¥\ ■■■■> V^) Vs') Vd") ••• 


Denn im Fall m = l (mod 4) ist die Anzahl der q jedenfalls 
gerade. Setzt man also m = qr^m", m' = qr'‘ und versteht 
unter die größte in auf gehende Quadratzahl, so i^ 

m" = 3 (mod 4) und die Formel (12) gibt die Adjunttion von ^jq, 
also ist in diesem Fall zur vollkommenen Trennung der Ge- 


schlechter 


Vf) Vf') V/') •••) V«) Vä') Vä") ••• 

zu adjungieren, und die Anzahl der Quadratwurzeln ist gleich 
der Anzahl der in m aufgehenden Primzahlen, wieder in Über- 
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einstimmuug mit der Anzahl der unabhängigen Charaktere. Auf 
ähnliche Art ergehen sich die übrigen Fälle von (16), 

In den noch übrigen Fällen, nämlich in = 12 (mod 16) und 
m = 0 (mod 8), ist die vorstehende Zerlegung zwar auch noch 
anwendbar, in den so gewonnenen Teilgleichungen sind aber 
immer noch je zwei oder je vier Geschlechter vereinigt, ent- 
sprechend den Charakteren 



Wir leiten also noch eine zweite Transformationsformel wie 
(8) her, indem wir die Gleichung 

in = y- — Bx'^ 

(8), § 136, folgendermaßen befriedigen: 
m = in*' = 0 (mod 4), 
a? = 2 , y = — m"), n = {m* -(- m")\ 

worin wieder in" ungerade und durch kein Quadrat teilbar an- 
genommen ist, aber auch = 1 sein kann, und aus § 136, (9) 
erhält man 


a = B in* — 1 ?/', ß = 2A, y 2 C (mod 8), 
am!* = äO — ßB — m'*)\ 

]/a ßco = ^[m* + i ^m**. 

Nehmen wir der Einfachheit halber jB = 0 (mod 8), was 
nötigenfalls durch Übergang zu einer parallelen Form erreicht 
wird, so ergibt sich in* = G (mod 8), oc = G — m** (mod 8) und 
folglich 


' 2 64 


a(Y-ß) 


= (-1)- 


A + 1 



und daraus ergibt sich nach § 136, (12), (13): 

/ 0 \ / 4 \ / i\ / v8 

( 18 ) = ^ = im"y 


Diese Formel ergänzt die vorige für den Fall m = 12 
(mod 16), und zeigt, daß auch in diesem Falle die vollständige 
Zerfällung der Klassengleichung durch Adjunktion von 


Vf) Vf') Vf") •••) Vff) Ve') ■■■ 


r,i 


geschieht. 



§ 138. Zerfällung der Klassengleickung nach den Geschlechtern- 
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Ist niiE ni durcli eine uoch höhere als die zweite Potenz von 
2 teilbar, so kann man, wenn der Exponent von 2 ungerade ist, 
nach § 105, (7) alle Charaktere auf solche von der Form 



zurückführen. Man setze 

m = 2 

indem man wieder unter die größte in ^ni aufgehende Quadrat- 
zahl versteht und wende, je nachdem ni" = 1 oder = 3 (mod 4) 
ist, die Formel (8) oder (18) an. Man erhält dann die vollständige 
Zerfällung der Klassengleichung unter Adjunktion der Quadrat- 
wurzeln aus_^ sämtlichen in m aufgehenden Primzahlen , aus- 
schließlich y2. 

Ist aber der Exponent der höchsten in m aufgehenden Potenz 
von 2 eine gerade Zahl, so genügt auch (18) noch nicht zur voll- 
ständigen Zerlegung der Klassengleichung. Man kann zwar hier 
wmder du£ch die Formeln (8), (18) durch Adjunktion sämtlicher 
und die Funktion H zerfallen, die y2 bekommt man aber 
dadurch nicht hinein, und es bleiben also immer noch je zwei 
Geschlechter in einer solchen Teilgleichung enthalten. Um auch 
diese noch zu trennen, leiten wir unter der Voraussetzung, daß 
m durch 8 teilbar sei, noch eine dritte Formel her. 

Wir setzen 

m = 


X = y = Im' — 2 m'\ n = (^m' -f- 

7ti 

^ — i(^ = e ^ (| 4 “ 


worin wieder m" ungerade und durch kein Quadrat teilbar ist. 
Hier folgt aus § 136: 


(19) 


M=(r 


m 7ti . 

- 1) ö e ^ 



m" -h 1 m" — 1 \3 

2 i 2 y 


Nachdem die Zerlegung nach den Charakteren \^fj durch 

die Formeln (8) und (18) erledigt ist, handelt es sich nur noch 
um die Zerlegung nach den Charakteren 

(^>S> 

d. h. nach dem Verhalten von A gegen den Modul 8. Es genügt 
daher, in der Formel (19) m" = 1 zu setzen, wodurch man 
folgende vier Werte von M erhält: 



4 

li 
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""'3 



y2 




-4 = 1 (mod 8), 


M=(— 1)8 — iy ^)8 = M', ^ = 3 (mod 8), 

y2 

^ -t • 

If = (-1)8 . ^ (I — = M", ^ = 5 (mod 8), 

y2 

iK = (— 1) 8 (l — i I = -M'", ^ ^ 7 (mod 8). 

y2 

Die vier Werte Yon M gehen aus dem ersten hervor durch 
die Vertauschungen: 


( 20 ) 


( 21 ) 


M, 

i% 7, 


M\ 

y 2, i, 

— -j/m, 


-V2, i, 

Ym, 

M"\ 

y2, -i, 

— ym. 


Ist nun 0 (Jf, tt) = 0 in demselben Sinne wie oben die 
zwischen u und M bestehende Gleichung, so sind die vier Funk- 
tionen 

0 (J/, li), 0 (— ilf, 0 (i M, u), 0 (— i M, u) 

ohne gemeinsamen Teiler, und wenn 0(M^ u) in enthalten 

ist, so sind auch die drei anderen Funktionen 0 [ — If, ?i), 
0(Of, w), 0{ — iM^u) in S{u) enthalten, da die Vorzeichen 
der Irrationalitäten (20) beliebig geändert werden können. Es 
ist daher 


H{u) = 0{M,u)0{—M, u)0{iM, %i)0{~iM, u), 
und es kommt also jeder der vier Fälle 

J.= l, J. = 3, A = A = 7 (mod 8) 

in gleich vielen Formenklassen der Diskrimin ante — im vor. 

Eine Ausnahme tritt nur dann ein, wenn m ein Quadi^at 
oder das Doppelte eines Quadrates ist, weil im ersten Falle )/m 
rational und daher nur di^^ Vertauschung (ilf, Jf") gestattet ist, 
im zweiten Falle y2 und gleichzeitig ihr Zeichen ändern, also 
nur die Vertauschung (Jf, Ji') zulässig ist. 

Aber es genügen auch schon diese Vertauschungen, um die 
Teilgleichung durch Adjunktion von weiter zu zerfallen. 



Beispiele. 
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Im ersten Falle kommen nach § 105 nur die beiden Kon- 
gruenzen 

= 1, A = b (mod 8), 
im zweiten Falle nur die beiden Kongruenzen 
^ = 1, Ä ~ 3 (mod 8) 

Yor, und zwar wieder in gleich viel Formenklassen. Die yoII- 
ständige Zerlegung der Klassengleichung nach den Geschlechtern 
erfordert, wenn m durch 8 teilbar ist, immer die Adjunktion der 
Wurzeln aus sämtlichen in m auf gehenden Primzahlen, ein- 
schließlich 2. 

Man bemerkt, daß in diesen Betrachtungen ein neuer Beweis 
der Yon Gauss und Dirichlet bewiesenen Sätze über die Existenz 
der Geschlechter enthalten ist, freilich nur für negatiYe Dis- 
kriminanten. 


§ 139. Beispiele. 

Zur wirklichen Ausrechnung der Zerfällung der Klassen- 
gleichung sind die Formeln des Yorigen Paragraphen nur in be- 
schränktem Maße anwendbar wegen des zu hohen Grades der 
Transformationsgleichungen. Wir werden nachher in einem Falle 
eine wenigstens nahe Yerwandte Methode zur Anwendung bringen. 
Ist die Klassengleichung bekannt, so läßt sich meist leichter die 
Zerlegung direkt finden, indem man einen Ansatz von bekannter 
Form mit unbestimmten Koeffizienten macht; so findet man aus 


den Formeln § 130, 

(2), (29), (37) die folgenden Teilgleichungen, 

■worin das positive 

Zeichen der Quadratwurzel dem Haupt- 

gescUecht entspricht: 

m — 50, 

A(V— 50) ='^2co, 


f -f 1), 

m = 26, 

A(V- 26)^= i2x, 



m = 41, 

V2 

V2. ' AV-41)“’ 

— 

5 + V41, 7 4-]/4r_ 

2 2 


i. 

I 

r 

r 
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Um aber eine Anwendung unserer allgemeinen Methode zu 
geben, nehmen wir m = 3 (mod 8) an und setzen D = — w. 
Wir befriedigen die Gleichung: 

4:n = 


indem wir setzen 


= h y 


m* — 


, in 


-|- ‘m"\^ 
2 / ’ 


wobei y und folglich n ungerade ausfällt. Es wird ferner nacli 

Setzen wir unter der Voraussetzung, daß n durch 3 nicht 
teilbar ist, .... 

« ^ = (I) • ■ Vä 

SO läßt sich M mit Anwendung Yon § 38, (15) bestimmen und 
man findet, wenn m” denjenigen der beiden Faktoren m', 
bedeutet, der modulo 4 mit 1 kongruent ist: 

Um hiervon eine Anwendung zu machen, setzen wir n = 25, also- 
20 = m' -f- 

und folglich 


(2) ^ = - ^ 


m” = 1, 

m' 

= 19, 

m = 19, 

wi" = 17, 

m' 

= 3, 

m = 51, 

=13, 

m' 

= 7, 

on — 91, 

nf = 9, 
die Form 

m' 

= 11, 

II 

CD 

CO 

(i. 

m' 

- m" 



zugrunde, so ist J. = 1 zu setzen, und (2) ergibt: 
m = 19, ilf =r 


m =51, M = e ^ 
m = 91, M = 
m = 99, M = e^- 


- 2 ’ 
_ Vl3 — i y? 

~ 2 ’ 

_ ^3-iVn 
- ® 2 



§ 189 . 


Beispiele. 
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Nun genügt nach § 72, (27), (28) M einer Transformations- 
gleichung, die, wenn 

X = M'^ bM* -\- 15lf3 _j_ 25lf2 -(- 26 M 


= 


.(-^+ i) + ^ (-^+ i) + 


gesetzt wird, die Gestalt erhält: 


(4) 


i(®) = 


a° + iQ;c + 5)^ 


Für m =19 erhält man hieraus den schon oben (§ 125) 
gefundenen Wei't 


72 


-96, 


und für die drei übrigen Werte von m erhält man 
j 7 + V— 51 ^ = _ 2« . 27 (6263 + 1519 VT?), 

(5) (^ -3 + V-91 \ ^ ^227 63 fß), 


j (zzldll — _ 212 (4 591 804 316 -f 799 330 532 ^33). 

Hieraus kann man zu kubischen Gleichungen für 

/(|/=l9y‘ 

gelangen, indem man von den Formeln Gebrauch macht (§ 34, 
§54): 

r -|- y — m\ y 2 e 




ryti 

■ IT* 


Yi (- 


r +. V— m \ fCV- w)'' 


162 


worin r = 7, 3, 1; w = 51, 91, 99 zu setzen ist. Setzt man 
also für r = 3: 

/■(V— m) — X, 

so erhält man: 

(6) -f- }'2(a))fl;i« — 162 = o, 

und für r = 7, 1 : 

/■()/— w)® = 2 a;, 

für diese beiden Fälle: 

(7) ^24 _ [3 _ — 1 = 0, 



r 

!i- 


f 


fr- 

iir 

Hl 




'f 
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WO für 'y 2 (^) j((o) die Werte (5) einzusetzen sind. Diese 

Gleichungen lassen sich noch zerlegen, und man erhält für x 
selbst viel einfachere Gleichungen: 

f(\'— 51/ — — X — l =^17 

(8) /(y— 91) = X, x» — 2 x^ — X — 2 = -^TBx, 

f{)j— 99)®= 2x, x^ —Ux^ — ix — \ =^ß^{2x'^-\- x). 

Die Darstellung der Klasseninvarianten j (m) durch eine 
einzige Quadratwurzel ist immer dann möglich, wenn zwei Ge- 
schlechter und in jedem Geschlecht eine Klasse vorhanden ist. 

Diese Werte von m finden sich in der Gaus s sehen Tafel der 
Klassenzahlen (Werke, Bd. II, S. 450 ff.) unter der Bezeichnung 
II, 3, von denen die auszuwählen sind, die = 3 (mod 8) sind. 1 

Ihre Anzahl ist aller Wahrscheinlichkeit nach endlich, wie die 
erwähnte Tafel auf weist; es sind die Zahlen: 

m = 35, 51, 75, 91, 99, 115, 123, 

147, 187, 235, 267, 403, 427. 

Wenn die Formenklassen in eine beliebige Anzahl von Ge- ^ 

schlechtem zerfallen, aber in jedem Geschlecht nur eine Klasse 
enthalten ist, dann lassen sich nach dem in § 138 bewiesenen 
Satze alle Klasseninvarianten durch Quadratwurzeln aus- ; 

drücken. Von Euler und Gauss ist durch Induktion geschlossen, i 

daß es nur eine endliche Anzahl, nämlich 65, solcher Diskrimi- j 

nanten gibt i). In der Abhandlung „Zur komplexen Multiplikation ; 

elliptischer Funktionen“ (Mathematische Annalen, Bd. 33) habe i 

ich diese Zahlen alle berechnet. Sie sind auch in der Tafel der 
Klasseninvarianten, die diesem Buche beigefügt ist, enthalten. ; 

Euler, Nouv. Mem. de Berlin 1776, S. 338. Gauss, Disq. art. 303. 

Euler ist auf diese Zahlen auf einem anderen Wege gelangt, nämlich, von 
der Aufgabe, große Primzahlen zu ermitteln (Vgl. die Straßburger Disser- 
tation von Peter Meyer: Beweis eines von Euler entdeckten Satzes, be- 
treffend die Bestimmung von Primzahlen, Straßburg 1906). Diese Zahlen 
sind : | 

1, 2, 3, 4,. 5, 6, 7, 8, 9, 10, 12, 13, 15, 16, 18, 21, 22, 24, 25, 28, 30, 33, 37, ! 

40, 42, 45, 48, 57, 58, 60, 70, 72, 78, 85, 88, 93, 102, 105, 112, 120, 130, 133, ! 

165, 168, 177, 190, 210, 232, 240, 253, 273, 280, 312, 330, 345, 357, 385, 408, i 

462, 520, 760, 840, 1320, 1365, 1848. ' 


I 
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§ 140. Konvergenz einer unendlichen Reihe. 
Wir betrachten eine beliebige quadratische Form 

(1) y) = 2Bxy Cy^ 

mit negativer Diskriminante 

(2) ' --m — — AL C, 


in der vorläufig die Koeffizienten A, JB^ G nicht notwendig als 
ganze Zahlen betrachtet werden sollen, nur sollen sie reell sein. 
Nehmen wir y als rechtwinkelige Koordinaten in einer Ebene 
au, so entsprechen den ganzzahligen Werten von x^y die Gitter - 
punkte. Die Gleichung 

i) {x, y) = t 

stellt für ein konstantes t eine Ellipse dar, und die Anzahl 
Z(t) der Werte von 'ip, für ganzzahlige x, y^ die kleiner als t 
sind, ist gleich der Anzahl der im Innern dieser Ellipse gelegenen 
Gittei'punkte. Nach Bd. II, § 194, (5) nähert sich der Grenzwert 
des Verhältnisses .2^(0: ^ für ein unendlich großes ^, dem Flächen- 
Inhalt der Ellipse ^ = 1 , nämlich dem Werte n : fw. A.lso 
haben wir 


( 3 ) 


Lim 


Z({) ^ ^ 
i )/m 


Lassen wir also in der unendlichen Reihe 


(^) ^ ^ -i/; (ar, yy 

die Zahlen y alle ganzzahligen Werte, ausgenommen die Kom- 
bination X = 0, y ==^ 0, durchlaufen, so ist nach Bd. II, § 196, 4 
iS für s > 1 konvergent, und es ist 
/c\ Lim (s — 1) iS = /— “* 
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Im folgenden soll durch direkte Umforinung der Summe S 
nachgewiesen werden, daß 

g ^ _ 

(s — 1) 

für s — l einen endlichen Grenzwert hat und dieser Grenzwert 
soll bestimmt werden. 


§ 141. Die Krone öE er sehe GrenzformeL 
Wir ordnen die Glieder der Reihe 


S 


2? 


i> (*, i/y 

zunächst in der Weise an, daß wir die dem verschwindenden t/ 
entsprechenden Glieder absondern und von den übrigen je zwei, 
welche entgegengesetzten Werten von iv und y entsprechen, zu- 
sammenfassen. 

So erhalten wir: 

(1) S = Jf. + Ns, 

wenn zur Abkürzung 

y X 1 

( 2 ) Ms 

^ (3^ 

gesetzt ist. Der Wert JV, den Ns für s = 1 erhält, läßt sich, 
da die Eeihe für s = 1 unbedingt konvergent bleibt, direkt 
bestimmen und ergibt: 

/V 2 ® 1 *2 

(4) N = — S — — —• 

Um das Verhalten von Ms für s = 1 zu ermitteln, zerlegen 
wir die Funktion ^{x,y) — Ax'‘ -\- 2Bxy -}- Cy^ in zwei kon- 
jugiert imaginäre lineare Faktoren: 

Ax^ 2 B xy Oy^ = A(x m-^^y) (x — co^y), 


O ^ y _ _ 

1,00 - 00,00 {Ax^ + 2Bxy + 

1 


wenn 

( 5 ) 




B i}[m —B -f i 

Z— ^ 

so erklärt werden, daß ^jm positiv ist. 

Hierdurch wird 

(6) M = B ^ ^ 

^1,00 ~co,oo {x -j” 


( 6 ) 
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Nun ist nach, einem bekannten Satz aus der Theorie der 
F- Funktionen, wenn h eine beliebige Größe mit positiv imagi- 
närem Bestandteil bedeutet: 


CO 



0 


worin die Potenz ( — i ky dadurch eindeutig erklärt ist, daß, wenn 
— ik — gesetzt, q positiv und der Winkel & zwischen — - 

JU 

7t 

und --["2 angenommen wird, ( — iky — zu setzen ist. 

Ersetzt man hierin i k durch die konjugiert imaginäre 
Größe — i k\ indem man zugleich einen neuen Integrationsbuch- 
staben fj wählt, und multipliziert beide Gleichungen, so folgt: 

OD 00 ^ 

0 0 

Hierin setzen wir für fc, k' die beiden konjugierten Faktoren 
X 03^^, X — co^y von yj und führen den Integralausdruck (7) 
in (6) ein. 

Dadurch erhalten wir: 


.(8) M,: 




■Ä,r{s)ris) 


22 


00 00 

11 




0 0 

Wir fassen nun das Produkt der beiden Integrale auf der 
rechten Seite dieses Ausdruckes, das wir zur Abkürzung durch 


(ö) 


w = 


00 00 

2 J I + rjy~^ d ^ d 1] 


0 0 

bezeichnen, als Doppelintegral auf, 
das sich, wenn als recht- 

winkelige Koordinaten in der Ebene 
gedeutet werden, über den positiven 
Quadranten des Koordinatensystems 
erstreckt. 

Um das Doppelintegral umzu- 
formen, teilen wir den Integrations- 
bereich durch eine den Winkel 
halbierende Gerade in die beiden 
Teile I, II (s, die Fig. 2), und sub- 
stituieren im ersten Teil 


Fig. 2. 



W 


1» 



r 
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im zweiten Teil: 
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^ — V = — W, I + 

Wenn man dann, wie die Figur andeutet, zuerst bei kon- 
stantem u in bezug auf v integriert, so erhält man: 

00 00 

W == j* j* g7tiy[«(cüi’-cü2) + t;(cüi-{-tU2)] 


^2 _ 


dv^ 


CO 00 

/• (* /q)2 ^2\5— 1 


dv 


oder, wenn man zur Abkürzung 

00 

(10) (p+ (u^ ~ j* ^ + “^ 2 ) ± w (0)1 — üJg)] 

tt 

setzt, 

00 00 

(11) ^ = J -|- J e-^’^^^'^(p_(u)du. 

0 0 

Diese nach u genommenen Integrale zerlegen wir in lauter 
solche Bestandteile, deren Grenzen die Keihe der ganzen Zahlen 
sind, wir setzen also, da a: eine ganze Zahl ist: 

cp y V+1 

(12) I =r Z! e-^’^^^^(p^(u)du^ 

0 V 


» ; 

— Z (p4.(u v)du. 

0)“ 0 -V ^ 

1 

= j e-^^^^^f(u)du^ 


f(u) = Z q)^ {u 4- y) 

0,oo 


wenn wiederum 
(13) 

gesetzt ist. 

Wenn wir nun zunächst die Summation in bezug auf x aus- 
führen, so können wir von der Grundformel aus der Theorie der 
Fourierschen Eeihen Gebrauch machen: 

X ^ 

- fL J M = I [/(o) + f(i)] 


— i ( 0 ) -j- .S (pi (v), 

1,00 


(14) 



§ 14:1. Die Kroneckersclie (xrenzformel. 

s 

und erhalten also, da nach (10) 

cc 

(15) (p^{0) = 9_(0) = qD(0) = j + 

ist, aus (11), (12) und (14): 

(16) 2 W = q>(0)-\- i (.) + (^)]. 

— 00 , 00 1^00 

Führen wir dies in (8) ein, so zerfällt Ms in zwei Teile: 

(17) Ms = Ps + Qs, 
wenn 

p _ (2 ^ 
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(18) 


J.»r(s)r(s))5‘^^^^’ 


(2^)^ 


= ÄHWm J WJ 

gesetzt wird. 

Nach (15) ist, wenn wir für v eine neue Integrationsyariable 
t durch die Gleichung 

Ttivico^ -|- a>2) = 




— t 


einführen, und die Summation nach y ausführen: 

f” 


y ... 


also : 
( 20 ) 




J e*-l 


(4 (TT 


Hieraus läßt sich der Grenzwert P leicht bestimmen. Es 
ist nämlich das Integral 


( 21 ) 


(30 


da der in der Klammer stehende Ausdruck für ^ = 0 und t = co 
einen endlichen Wert behält, bis s = 1 stetig, und hat daher 
den Grenzwert : 

CO 

j - I) d ( = - r' (1) = 0,5772 . . , 


Weber, Algebra. III. 


34 
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Zerlegt man also das Jntegral (21) in seine beiden Bestand- 
teile und setzt 


so folgt: 


= r(2.s - 2) = 
r(2s — 1)\ _ 


Lim 


1 2 (s — 1) 




und wenn man also die Entwickelung nach Potenzen von s — 1 : 


einsetzt, 

( 22 ) 


r(2s3-i) = 1 + 2r'(i)(s-i) + 


Lim ( 2 -j 

,=i 1 J e* — 1 s — 


0 . 


Man erhält ferner durch. Entwickelung nach Potenzen von 
s — 1; 


(23) 


{4.nyfmJ‘-''r(sY 
A 




SO daß nach (20): 
r24) P - - 


et — 1 


+ 7r= 


+ 


^m(s — 1 ) Ym 


log ^ — 2 r 
4^m 


'( 1 )) + 


worin die noch j folgenden Gtlieder mit s — 1 verschwinden. 
Daraus folgt : 

(25) Lim ( PI — t (log A _ 2 T' (l))- 

V im{s — l)) |iyw\"4w ''V. 

Es bleibt noch der Bestandteil Qs zu untersuchen übrig, der 
für s = 1 einen endlichen Grenzwert Q erhält; diesen können wir 
ohne weiteres durch Einsetzen des ^W^ertes s = 1 bestimmen. 

Es läßt sich nämlich in (10), solange u und y größer als 
Null sind, nach Einsetzen des Wertes s = 1 die Integration 
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ausführen und ergibt mit Riicksiclit auf den Wert Ton 

A(c3i CO 2)' 

/ \ A . 

(p+{v) = — - 

^Ttymy 

worin G5 — oder = cog zu setzen ist, je nachdem das obere 
oder untere Zeichen in 9+ (v) genommen wird. Durch Ausführung 
der Summation nach y folgt hieraus: 

V y A 

E E (p^(v) — = E log(l — 

1,« i,<» 

und die Summe nach v läßt sich auf die Funktion r}(a}) zurück- 
führen, da nach § 24, (8): 

rj((X)) = e 12 fx (I — ß27tivüi'^ 
l,co 


ist. Danach wrird, immer für s = 1, 


i 1 (loyr,ia>) - 

1,03 1,00 ^%]jm \ / 

Führen wir dies Resultat in (19) ein, nachdem ^wir dort 
s = 1 gesetzt haben, so ergibt sich der Grenzwert Ton Q,: 


(26) 


Q 


2 it 


i 


m 


logi](a{) rj (oj^) 


ll 

3ä' 


Hiernach erhalten wir aus (4), (25), (26) die folgende Grenz- 
formel, deren Ableitung das Ziel dieser Betrachtung war: 

^ ^ a~:i {A 2 B X y '•{- Gy^y (s — l)^m 


2 7tr'(l) 7C J A 

— ^ 7 = h 7= — 

ym y m 


2 % 


logri{G}^)n{oo^- 


4m y^ 

Aus (27) ergibt sich in Übereinstimmung mit § 140, (5): 


Ä, y 7 t 

Lim (s — 1) E — — Tr^j 

also nur abhängig von m, nicht von der besonderen Form ip- 
Verstehen wir also jetzt unter A^ 2B^ G ganze Zahlen und lassen 
ip ein vollständiges Repräsentantensystem der zur Diskriminante 
— 4 m gehörigen Formenklassen durchlaufen, so folgt 

</■ 1 7t h 

(28) Lim (s — 1)EE— = jL, 

^ ^ 8=1 im 

wenn h die zur Diskriminante — 4 m gehörige Klassenzahl ist. 

34* 
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Aus (27) leitet man eine einfachere Formel her für die 
Funktion 

/ 03 -|- 1 \ ■ „ ~ 

7tty\ Q I V l 9 ) 

f{a>) = V-i = W X 

‘ ^ ^ 7I{g)) rj {(D) 

Ersetzt man nämlich 

Ä durch 2J, 

B „ Ä-i-B, 

C „ i(-4 + 2£H-G), 

SO bleibt m — AG — ungeändert und coi, co^ gehen über in 

t ^ ' ^2 1 

% = — 03, = -^ 

Setzt man also 

^ ^ r=[2Ä, 2(A + B), i(Ä + 2B+ G)], 

so ergibt sieb aus (27) 


/x,v 2 x,y 1 

Lim ( 2 -f 2? 4 

»=i \ 4/” t‘ 


^ loa /‘(«’i) fiPi) 

y™ ^ 1/2 ■ 


Wir uehmeu jetzt nicht nur Ä, 2 B, G, sondern auch Ä, B, C 
als ganze Zahlen ohne gemeinschaftlichen Teiler und Ä ungerade 
an. Dann ist ip eine primitive Form der Diskriminante — im, 
und wir betrachten zunächst die beiden Fälle 
>w = 1, m = 2 (mod 4). 

Nehmen wir, was keine weitere Beschränkung ist, 7? = m -|- i 
(mod 2) an, d. h. B gerade oder ungerade, je nachdem m un- 
gerade oder gerade ist, so ergibt sich aus 

m = AG — B^: 

A — G = 0 (mod 4) m ungerade, 

^ -f- 0 = 0 „ m gerade, 

und die Form tjj' ist primitiv von der Diskriminante — im. Es 
ist nach der Komposition der quadratischen Formen: 

t' = foi’, 


^2, 2, " ^ ^) (m ungerade), 
t) gerade), 
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und folglich durchläuft ifj' gleichzeitig mit ein Repräsentanten- 
system der Diskriminante — Am. Es durchläuft aber cDj die- 
selbe Wertreihe wie co^, wenn auch in anderer Reihenfolge, und 
demnach ergibt sich durch Summation der Formel (30): 

/oi\ TT 1 


wenn sich das Produkt U auf die Wurzeln mit positiv imaginärem 
Teil eines vollen Formensystems mit der Diskriminante — Am 
bezieht. 

Wir werden in der Folge der Kürze wegen diese 
Wertreihe der co ein vollständiges Wurzelsystem der 
Diskriminante — Am nennen. 


§ 142. Die Normen der Klassenin Varianten f (co). 

Wir lassen co ein vollständiges Wurzelsystem der Diskri- 
minante — Am durchlaufen, und setzen voraus, daß in der Form 
(/l, 2JB, 0), deren Wurzel co ist, A, C ungerade, A relativ prim 
zu m sei, worin keine weitere Beschränkung liegt; dann sind 
nach § 126 die 24sten Potenzen von f(co) Klasseninvarianten und 
ihre Norm ist eine Potenz von 2. 

In einer zweiseitigen Klasse gibt es stets einen Repräsen- 
tanten von einer der beiden Formen: 

(A, 0, ü), (A, 2J?, A), 

worin A ungerade vorausgesetzt werden kann. Im ersten Falle 
ist CO rein imaginär und folglich [§ 24, (11)]: 

f{a), f,{co), f^(a) 

reell und positiv; im zweiten Falle sind ej und l;ta konjugiert 
imaginär, folglich: 

/•(„) = /•(-!) 

reell und 

A (o) = A (- i)> A (®) = A (- 

konjugiert imaginär, und nach der Formel f (ra) (to) (o) = y2 
ist auch hier /(®) positiv. 

Wir können also den Eepräsentanten {A, 2B, ü) immer so 
gewählt annehmen, daß A und 0 ungerade sind und daß /(cj) 
für eine zweiseitige Klasse reell und positiv wii’d; reprasentiei en 
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■wir ferner zwei entgegengesetzte Klassen durch ( J., + 2 0), so 
sind die entsprechenden Werte von /‘(o) konjugiert imaginär, ihr 
Produkt daher positiv, und es folgt also nach diesen Bestim- 
mungen, daß das Produkt 

nf{m) 

einen positiven reellen Wert hat, der eine Potenz von 2 ist. 
Wir setzen, indem wir mit h die Klassenzahl bezeichnen, diese 
Potenz = so daß 


( 1 ) 


n 


_ 1 

9 ^ 


Es wird unsere Aufgabe sein, diesen Exponenten x zu be- 
stimmen. Wir schicken aber noch folgende Bemerkung voraus, 
die dieser Aufgabe ein erhöhtes Interesse verleiht. 

Infolge der Grleicbung [§ .54, (8)]: 

(2) — 16 = 0 
ist, wenn co die Wurzel einer zur Klasse h gehörigen Form der 
Diskriminante — 4m ist, /'(co) eine ganze algebraische Zahl, 
und da f{coy in (2) auch durch — A ersetzt 

werden kann, so sind auch fi{ci))^ A(^) ganze algebraische 
Zahlen. Mithin ist es auch 

Ist p eine ungerade Primzahl, von der — m quadratischer 
Best ist, und p durch die Formen der Klasse l (der Diskrimi- 
nante — 4 m) darstellbar, so ist bei passender Bestimmung von c 
nach § 118: 

C G) 

P 

die Wurzel einer zur komponierten Klasse Ik gehörigen Form, 
und es kann (wenn nicht gerade = 3 ist), c durch 48 teilbar 
angenommen werden. Setzen wir also: 

M = /■((o), V = 

so ist sowohl uv als 2:uv eine ganze algebraische Zahl. 
Wenn wir daher nach § 74 
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setzen (wo jetzt JB natürlich nicht zu yerwechseln sind mit 
den Koeffizienten der quadratischen Form), so ist B eine ganze 
algeteaische Zahl, und nach § 74, (14) ist A die Wurzel einer 
algebraischen Gleichung, deren Koeffizienten ganze algebraische 
Zahlen sind. Es ist also A ebenfalls eine ganze algebraische 
Zahl. 

Da aber die beiden Quotienten und die Wurzeln 

der quadratischen Gleichung 

— Ax l = 0 

sind, so folgt, daß 

u T V 

— und — 

V u 


ganze Zahlen, und da sie zueinander reziprok sind, Einheiten 
sind. 

Es sind also u und v assoziierte Zahlen. 

Da man nun nach § 118 durch wiederholte Kompositionen 
mit Klassen l (durch die Primzahlen darstellbar sind) Yon jeder 
Klasse h zu jeder anderen Klasse ä' derselben Diskriminante 
gelangen kann, und da zwei mit einer dritten assoziierten Zahl 
untereinander assoziiert sind, so haben wir den Satz: 

Setzt man für co die h Wurzeln der Formen eines 
Systems von Repräsentanten der Diskriminante — 4m, 
so sind die h Zahlen /(o) untereinander assoziiert; und 
daraus nach (1) unmittelbar den merkwürdigen Satz, der sich 
leicht an allen Beispielen bestätigen läßt: 

f(a)):2'^ ist eine ganze Zahl, und zwar eine Einheit. 

1. Die Bestimmung der Exponenten r ist durch elementare 
Hilfsmittel möglich, wenn m = 1 oder = 2 (mod 4) oder m = 3 
(mod 8). 

Machen wir in der Gleichung mit ungeraden äußeren Koeffi- 
zienten 

( 3 ) A(x)^ 2 Bg) 0 = 0 


mit der Diskriminante 4(B^ — AO) 


G)' 


1 


(4) « = ^qri’ 
so erhalten wir die Gleichung 

(5) ^ + 


03 ' 


: — im die Substitution 
ca -(^ ,,1 


oa — 1’ 


(J. — 0 ) ra' 


j_ — 2Ü -j- 0 _ Q 
'I 0 . ’ 




536 


Einundzwanzigster Abschnitt. 


§ 142. 






i 

d 

1 




*4 


die gleichfalls die Diskriminante — 4 m hat, und worin, wenn 
m = 1 oder = 2 (mod 4) ist, die beiden äußeren Koeffizienten 
ungerade sind; denn es ist: 

für m = 1 (mod 4), B = 0 (mod 2), Ä -j- G = 2 (mod 4), 
f ür m = 2 (mod 4), j 5 = 1 (mod 2), Ä C = 0 (mod 4), 

Daraus folgt, daß 

«“) '■“‘ä /'(I-ip). 

von 24sten Einheitswurzeln abgesehen, dieselbe Wertreihe durch- 
läuft. Denn ersetzt man o' durch eine äquivalente Zahl, so muß, 
wenn die äußeren Koeffizienten ungerade bleiben sollen, die Sub- 
stitution zur ersten oder zweiten Klasse (§ 36) gehören, und 
daraus folgt aus (4), daß auch co in eine äquivalente Zahl über- 
geht. Wenn aber zwei Formen (5) äquivalent sind, so sind 
auch die entsprechenden Formen (3) äquivalent und umgekehrt. 
Demnach ist 

andererseits ist aber [§ 34, (18)]: 

= ft 

woraus sich ergibt; 

(6) r = 1, = 1, 2 (mod 4), 

in Übereinstimmung mit dem Resultat des Torigen Paragraphen 

[§ 1 ^ 1 , ( 31 )]. 

2. Ist sodann m = 3 (mod 8), so entsprechen einer Wurzel 
m' einer Form der Diskriminante — m je drei Wurzeln von 
Formen der Diskriminante — 4m: 

9 c' 1 

“ ’ 2 ’ 2 ’ 

und es sind die 24sten Potenzen der Größen: 
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-4D. 


JTf(») 




3 (mod 8). 


3. Für den Fall w = 7 (mod 8) können wir den Wert von r 
auf diesem einfachen Wege nicht bestimmen. Es ist dazu die 
im vorigen Paragraphen abgeleitete Grenzformel erforderlich. 
Zunächst behandeln wir die beiden Fälle m ~ 3 (mod 4) gleich- 
mäßig und setzen: 

q) = aajä -|- hxij + cy^ = (a, b, e), 

(8) b^ — 4ac = — m, 

x,v 1 

(9) S'=^S- 


S' 


(p{x, «/)*’ 

worin x, y alle ganzzahligen Werte, mit Ausnahme der Kombi- 
nation 0, 0, durchlaufen. 

Die Summe S zerlegen wir in vier Partialsummen 

Säoi Soll Sxot Sn, 

SO daß in 600 nur geradzahlige, in Sh nur ungeradzahlige 
Werte durchläuft. In Sh durchläuft a? die ungeraden, y die 
geraden Zahlen und umgekehrt in Sdi. Dann ist 
(10) S' + 2 Äoo == {Sh + Sh) + {Sh + Äo) + {Sh + Shy 
Ersetzen wir 

in Sh y 2 2 y, 

„ Soi -f- Soo y }j ^ yi 

„ Sh ~|~ Sh y 7j 

„ Soi) y jj ^ 2/7 ^ 

^0 sind die neuen y keiner weiteren Beschränkung mehr unter- 
worfen, als der, daß nicht beide zugleich verschwinden. Setzen 

wir daher: / ; n 

<P = (<^7 b, c), 

(pj^ (^ia, 21), c), 

) 92 = {a, 2h, 4c), 


9^3 


{(I h — c, 2 {c h), ct h c ) , 


so ist 


( 12 ) 


4" Sii 


'00 


= Sh 

Soi 'h' Soo ^9^1 


Sh Sh 
Sh -4“ 


2 J(p 2 

OOyV 

U<Pb 
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k 



Wir setzen a als ungerade voraus und lassen cp ein volles 
Eepräsentantensystem der Diskriminante — m durchlaufen. Ist 
dann ni = 3 (mod 8 ), so ist c ungerade, und cp^^ cp^ 
durchlaufen zusammen ein Repräsentantensystem der Diskrimi- 
nante — 4 m. Denn unter den 3Ä Wurzeln dieser Formen 


^ o 
y, 2®, 


o ^ 

kommen nach § 123 keine äquivalenten vor. 

Ist dagegen m = 7 (mod 8 ), so ist c gerade, \ cp-^^ \ cp^ durch- 
laufen je ein Repräsentantensystem der Diskriminante — m, (p^ 
durchläuft* ein Repräsentantensystem der Diskriminante — 4 w, 
Durchläuft also ijj ein Repräsentantensystem der Diskrimi- 
nante — 4 m, und setzen wir 

( 13 ) ® ^ 

so ergibt sich aus ( 10 ): 

o+f)- 




yj 

= 2)8, 


ni = 3 


( 14 ) 




(mod 8 ). 


m 


Setzen wir in den Formeln (29), (30) des vorigen Paragraphen 
= 2(p, = {A, 2J?, C), 

also : 

A = 

B = l — a, 

(7 = 4 c — 2 ?> -)- a, 

so ergibt sich: 

^ ym y 2 

imd wenn iß ein Repräsentantensystem der Diskriminante — 4 w 
durchläuft, so durchläuft 93 dreimal oder nur einmal ein Re- 
präsentantensystem der Diskriminante — m, je nachdem m = .3 
oder = 7 (mod 8 ) ist. Wir erhalten also, wenn s in diesen 
beiden Fällen 3 oder 1 ist: 

(16) • Lim (£8 - ±I 8') = ^logZr(P, 

s=i \ . 2^ / Vw ® Y2 

worin w die Wurzeln der Formen durchläuft. Und daraus 
ergibt sich nach (14); 
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Lim(4« + 2 — 3.2*)ls 


24ä 


(16) 


^ -= logir^, w = 3 (mod 8), 

ym 17 2 

Lim(4'' + 2 — S.2»)ls = m = 7 (mod 8). 

S=1 ym 1/2 

Es ist aber [§ 141, (28)]: 


^ t n T • 4* 4- 2 — 8.2' 

Lim(s-l)^S=3-, Lm ^ ■ 


a-lso: 

(17) 


log IL = 0, m=B (mod 8), 
y2 

log n = 0, m = 7 (mod 8). 


2 log 2, 


Die erste dieser Formeln gibt das bereits auf andere Weise 
abgeleitete Resultat; die zweite gibt das neue; 

(18) r == h »w = 7 8). 

4. Es bleibt noch die Bestimmung von t in dem Falle übrig, 
wo m durch eine höhere Potenz von 2 teilbar ist. Um auch noch 
diese Bestimmung auszuführen, sei 

(19) m = 4}»', 


( 20 ) 


ra' 


-B + 
Ä 


m 


AC — B\ 


CO 

¥ 


also m' die Wurzel der quadratischen Form (Ä, 25, 0) der 
Diskriminante — w, worin Ä und G als ungerade vorausgesetzt 
werden können. Es sind dann 

(21) = 2ro', »a 
Wurzeln der I’ormen 

(22) (J., 45, 4Ö), (4^, 45, 0), 

und es sind nach § 126, (13) die 24sten Potenzen von 

V 2 /* / \ 

Klasseninvarianten der Diskriminante — 4w. tv- 1 • • 

Durchläuft 0' ein vollständiges Wurzelsystem der Diskrimi- 
nante -w, so durchlaufen w, und a,a zusammen ein vollständiges 
Wurzelsystem der Diskriminante -4w (§ 123), und wir erhalten. 
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wenn co ein vollständiges Wnrzelsystem von Formen mit ungeraden 
äußeren Koeffizienten durchläuft, mit Benutzung der Formel: 

= y 2 , 

wenn W die zur Diskriminante — gehörige Klassenzahl ist: 

Oh 

(23) nf(co'), 

worin Ä, W die Klassenzahlen für die Diskriminanten — 4 — m 

bedeuten. Es ist dann (§ 123): 

h = 2/^'. 

Sind also wie oben r, r' so bestimmt, daß 

f((») f(ß)') 


Einheiten werden, so ist 

und daraus nach (23): 

(«) '=1+1- 


eine Formel, die’ auch noch für m' = 1 gilt, wo W — h und 
die beiden Werte 2 g}' und ß)':2 äquivalent sind. 

Durch wiederholte Anwendung dieser Formel ez’gibt sich, 
wenn 

m =: 4^m' 

ist, für ein beliebiges positives A: 

^ = , 1 

2 ^ ' 2 2 ^ + 1 ’ 

Fassen wir das hiermit Bewiesene zusammen, so können wir 
sagen, daß folgende Größen algebraische Einheiten sind: 

f(cö) 

= 1) 2 (mod 4), 
m = 3 (mod 8), 

/‘(co) 

m = 7 (mod 8), 
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f(^) 

1 i_ 

22 21 + a 


, tn = 4^m', m' = 1, 2 (mod 4), 


— , m = 4^»»', m' = 4 (mod 8), 

22 3 . 2^+1 

w = 4^ jtt', w' = 7 (mod 8). 

P 

§ 143, Partialnormen von f{p). 

Wir machen von der Grenzformel (30) des § 141 noch eine 
Anwendung auf die Bestimmung des Produktes 

(1) Tlfico), 

in dem sich das Produlctzeichen TI nicht über ein vollständiges 
Wurzelsystem, sondern nur über die Wurzeln co der Formenklassen 
eineal Geschlechts erstreckt. Wir beschränken uns dabei aber 
auf den Fall, daß 

( 2 ) ^ = — 4 w 

eine Stammdiskriminante ist, daß also m keinen quadratischen 
Teiler habe und entweder = 1 oder = 2 (mod 4) ist oder, was 
dasselbe ist, 

^ 3 ^ ^ ^ — 4 oder = 8 (mod 16). 

Es sei d ein von J und 1 verschiedener Stammteiler von 
J und diesem Stammteiler entsprechende Charakter 

der Klasse fc* * 

Ist 5' der zu S komplementäre Stammteiler zu o, so ist in 

diesem Falle ^ 

le) = %{S\ 7c), 

und wir bekommen also alle Geschlechter, wenn wir für S die 
ungeraden Stammteiler setzen, was wir hier tun wollen, hs 
sei nun wie in ^ 141, (29), (30): 




ijj = (J., 221, C), 

Ij,' == t- 


2,0,^, 


( 4 ) 
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Sind dann fc, /Cß, Ä' die Klassen, zu denen ipo^ 'ip' gehören^ 
so ist 

XiS,Tc') = x{S,h)x(S,k), 

also 

X(d, k) = (ö, Ä), 

X(S, k') = {S, 2) (ö, A). 

Ist «1 eine Wurzel der Klasse k, so ist coq Wurzel der ent- 
gegengesetzten Klasse in diesen beiden Klassen sind aber 

die Charaktere x Z dieselben. Multiplizieren 

wir daher die Formel § 141, (30) mit % (d, 7ß) und bilden die 
Summe über alle Klassen Jo, so folgt: 


(6) 2x(S,k)(. 




1 


) = (^, ^ 0 ) log 


/>) 

und wegen (5) kann man für die linke Seite schreiben: 

Demnach haben wir: 


(d,2) 


( 7 ) 


+ I: ||i.(M)log^) = 0. 


{d,2) = -l: 




wobei rechts der Grenzwert für 5 = 1 zu nehmen ist. 

In § 113 haben wir die Formel bewiesen: 

( 8 ) I!x(S,k)T^ = 

Wenn wir mit K(S) die Klassenzahl für die Diskriminante & 
bezeichnen, so ist, wie in § 112, (8) bewiesen ist: 

K(§) 8<0, 

( 9 ) “ " 


i-8 


yÄü) = jiasi. k ( 8 ) 

^ n ry y# ^ 


8 > 0 , 


worin die Quadratwurzeln positi? zu nehmen sind, und 


^ _ T^UjS 

die fundamentale positive Einheit des quadratischen Körpers mit 
der Grundzahl d ist. Für die beiden Ausnahmefälle d — — 3,. 
d = 4 gelten diese Formeln, wenn man unter nicht die 
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Klasseazalil selbst, sondern den dritten Teil oder die Hälfte 
davon versteht. 

Nun ist S' immer gerade und von entgegengesetztem Vor- 
zeichen wie d, und im — — öd'-, danach ergehen sich aus (7) 
die Formeln : 


(10) 22% (d, h) log 


/■(oj) 


worin 

( 11 ) 


— 0, ö = 1 (mod 8), 

= Z'(d)Z’(d'')log£, d = 5 (mod 8), 

= «>0-l(mod8), 

= ä< 0 = 6 (mod 8) 


ZU setzen ist. Die erste der Formeln (10) gilt auch noch für d = l. 

Da nun für alle Klassen eines Geschlechts und für jedes d 
der Charakter denselben Wert hat, so sind durch (10) 

und (11) die Produkte (1) bestimmt. Denn es ist nach § 113 

• = 0 , 

außer wenn k die Hauptklasse ist, und für diese ist die Summe 
gleich der Anzahl g der Geschlechter, Man erhält z. B. für die 
Wurzeln m des Hauptgeschlechts 

^72 n 

worin g die Anzahl der Geschlechter bedeutet, und das Produkt 
links über alle Wurzeln co des Hauptgeschlechts, das Produkt 
rechts über alle Stammteiler 8 yon die = 5 (mod 8) sind, 
auszu dehnen ist. 

Um das Produkt der Klasseninvarianten für ein anderes als 
das Hauptgeschlecht zu bilden, hat man die Formel (8) vor der 
Summation mit zu multipliziert, wenn k eine Klasse 

des betreffenden Geschlechts bedeutet. 

Die Anwendung der Formel (10) verlangt die Kenntnis der 
Klassenzahlen positiver und negativer Diskrimin anten und der 
Zahlen T, V. Die Klassenzahlen sind in weitem Umfange von 
Gau SS berechnet und aus seinem Nachlaß im zweiten Bande der 
Werke, S. 450 bis 476, veröffentlicht. Für die Lösungen P, JJ der 
Feilschen Gleichung enthält Legendres „Theorie des nombres^^ 
oder auch der „Canon Pellianus‘^ von Degen eine Tabelle. 
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Es existieren 63 negative Diskriminanten von der Eigenschaft, 
daß in jedem Gesclilecht nur eine Klasse enthalten ist; daß es 
nicht mehr gibt, selbst daß die Zahl nur eine endliche ist, kann 
freilich bis jetzt nur durch Induktion geschlossen, nicht bewiesen 
werden. Die Mehrzahl dieser Diskriminanten, die bereits in 
§139 zusammengestellt sind, ist =1, 2 (mod 4) und ohne 
quadratischen Teiler oder = 8 (mod 16). 

Für die ersteren lassen sich die Klasseninvarianten nach 
der Formel (10) vollständig berechnen, und eine ähnliche Formel, 
auf deren Bildung wir hier nicht eingehen wollen, führt auch 
für die durch 8 teilbaren Diskriminanten zum Ziel. 

Für die vei'einzelten Diskriminanten dieser Art, die hierher 
nicht passen, lassen sich die Klasseninvarianten /‘(co) nach einer 
der anderen Methoden berechnen i). 

Um an einem einfachen, leicht zu übersehenden Beispiele 
die Rechnung durchzuführen, wählen wir m = 105 = 3. 5. 7. 
Wenn wir die Werte von d, die = 1 (mod 8) sind, weglassen, 
da diese in der Summe der Formeln (10) keinen Beitrag geben, 
so haben wm: 


.8 = 

-3, 

5, 21, 

-35, 

S' = 

140, — 

-84, —20, 

12 

ZU setzen und erhalten, da g 

= 8 ist: 


16 log «t'-J“) 
^ 1^2 

= Z(- 

3) Ji:(140) log 

T+ C/]/i4ü 
2 


+ ^(ö) 

— 84) log 

2 ’ 


-tX(21) X(-20)log 

t/V2ö 

2 



36)X(12) log 

T-f- 17^12 

2 


) Vgl des Verfassers Abbandlung : „Zur komplexen Multiplikation 
elliptiscber Funktionen“. Matbematiscbe Annalen, Bd. 23. Ich mache hier 
auf einen Fehler in der G au ss sehen Tafel aufmerksam, den ich beiGeleo-en- 
heit dieser Rechnungen gefunden habe: Gauss’ Werke, Bd. 11, S. 475 muß 
die positive Determinante 136 die Bezeichnung IV, 2, nicht IV, 1 haben. 
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Es ist aber 

£(_3) = I, £■(— 84) = 4, JL'(— 20) 2, 7f-(— 35) = 2, 

JC(+ 140) = 4, Z(5) = 1, K{^i) _ 2, Z(12) = 2 x), 

wie man aus den Gaussschen Tafeln oder hier auch leicht durch 
direkte Abzählung findet. 

Ferner ist nach den Legendreschen oder Degenschen 
Tafeln : 


T 4 - Vl4Q U 


T 4 - Vs c/ 


T-j-pUJ 


7+ Vl2 V 


= log (6 + V56) = log ÜL±4!f 
= log (4^) = i'og (2 + yj), 


= log 


I log (55 4- 12y2l) 

1.. rVl+j/vY 


log (2 -j- ys), 


und daraus erhält man: 


f(y-io5) 


=. (2 4 - V5)455 4- 1 2 y2l) (6 + ysh) (2 4 yä)'’. 


oder was damit gleichbedeutend ist: 

y 2^“ f (yiTiöö)« = (1 + ^ßy (yü 4 y?)® (y 5 4- V?) (1 + y 3)^ 

§ 144. Berechnung einiger weiterer Klasseninvarianten. 

Nächst (len Diskriminanten, bei denen in jedem Geschlecht 
nur eine Formenklasse vorkommt, die wir im vorhergehenden 
Paragrai)hen betrachtet haben, geben die einfachsten Resultate 
die, welche in jedem Geschlecht zwei Formenklassen enthalten, 
und unter diesen wieder die, hei denen nur zwei Geschlechter 
Vorkommen. Die Klasseninvarianten für diese Diskriminanten 
— 4 m sind die Wurzeln quadratischer Gleichungen, deren Koeffi- 
zienten nur eine Quadratwurzel* enthalten. Wir setzen wieder 
Stammdiskriminanten voraus, und erhalten nach der Gaussschen 
Tafel die folgenden Werte von m: 


. Nach (lau SS scher Bezeichnung sind die Klassenzahlen zweiter Art 

zu nehmen. 

Woher, Algebra. III. 35 
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■m == 14, 34, 46, 82, 142 = ±2 (mod 16), 
m = 17, 49, 73, 97, 193 = 1 (mod 8). 

Die Formeuldassen des Hauptgeschlechts können in diesen 
Fällen repräsentiert werden für ein gerades m durch 


0 ) . a, 0, «0, (2, 0, 1], 

für ein ungerades m durch 

( 2 ) ( 1 , 0 , m), ( 2 , 1 , 

von denen die letztere äquivalent ist mit 

m + 1 — 1 4" 1 


(3) 


(' 




2 ’ 2 ’ 2 
Für die Formen (1) sind nach § 127, 6. die Klasseninvarianten 
fiii—mf 


und 


1 . jnV 
und für die Formen (2), (3) (§ 127, 3.) 

f (V— »0 

V2 


und 


m 


V2 

- V2 
/'(]/— mf' 


(§34) 


P Al — V— m 

und nach § 142 sind dies ganze algebraische Zahlen. 
Setzen wir also, entsjjrechend den beiden Fällen: 

(4) 1./2 X = A /(yziro; 

SO ist 

X 4 — 

X 


eine ganze algebraische Zahl, die nur eine Quadratwurzel enthält, 
und aus § 138 erhalten wir Aufschluß, welche Quadratwurzel 
darin vorkoi^t. 

Es ist p, wenn m~6 (mod 8) ist, also für m — 14, 46, 142, 



wenn m = 2 (mod 8) ist, also für m = 34, 82, ferner 


im im Fall eines ungeraden m (mit Ausnahme von m = 49 wo 
V7 an die Stelle tritt). 

Setzen wir also 


( 5 ) 


^ ' X 


u + b |/ß. 


so sind a, b rationale Zahlen, die höchstens den Nenner 2 haben. 

7K^ ^ ^ ändern wir in 

(6) das Yorzeichen von p, so entsteht eine andere quadratische 
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Grleichung, deren Wurzeln die zum zweiten Geschlecht gehörigen 
Klasseninvarianten sind, und die daher konjugiert imaginär sind, 
während die Wurzeln von (5) reell sind. Daraus ergibt sich die 
Größenbestimmung : 

(u b'^ 2 )f :> 4: > {a — h fpf ; 
also müssen a und 6 gleiches Zeichen haben. Da aber x nach 
(4) positiv ist, so müssen a und h beide positiv sein. 

Um a und h wirklich zu finden, braucht man nur den Aus- 
druck auf der linken Seite von (5) nach (4) auf wenige Dezimalen 
zu berechnen, wobei es weitaus hinreichend ist, 


fü- 


m) = f\ (V— m) = e 
ZU setzen, und die so gefundenen Dezimalen mit den Dezimalen 
von zu vergleichen, um alsbald b und sodann a zu erhalten. 
Die Rechnung ist überaus einfach und gibt folgende Resultate: 


TtSm 

__ 


m 


m 


m 


m 


m 


m 


14, X 




1 + y2, 

2 ’ 


34, 

46, 

49, 


+ i = 


X + 
+ 


m 


73, 
82, 
m := 97, 
m = 142, 
m ==: 193, 


X 

X 

X 


X + 
X 

X -f 


3 -f- 

2 + V7, 

.5 4- 
2 ’ 

15 4- yj! 

2 ’ 

9 + yö? 

2 

9 + 5 y2 , 

: 13 + yi^. 


35 * 
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Cayleys Entwickelung der Modulfiinktionen. 


§ 145. Grenzwerte für 5=1. 

In diesem Abschnitt soll eine funktionentheoretische An- 
wendung der Grenzformel gegeben werden. Es bedeutet also hier 
ca nicht eine quadratische Irrationalzahl, sondern eine Variable 
mit positiv imaginärem Bestandteil. Die Modulfunktionen ge- 
hören zu den Funktionen mit natürlichen Grrenzen, d. h. wenn 
man sich der Grenze der Konvergenz nähert, so liegen auf dieser 
Grenze, hier also auf der Achse der reellen cd, die singulären 
Punkte überall dicht, so da.ß man diese Funktionen über diese 
Grenze hinaus nicht analytisch fortsetzen kann. Cayley hat in 
seinen letzten Untersuchungen Entwickelungen der Modulfunk- 
tionen gegeben, die darum merkwürdig sind, weil sie das Ver- 
halten der Funktionen bei der Annäherung an die Grenze augen- 
fällig machen. Der Schlüssel zu diesen Entwickelungen ist die 
Grenzformel § 141, (27) i). 

Wenn man in dieser Formel: 


(1) 




Lim ^ 


7t 


ym im 


1) l/»« 

log if) (cJi), 7} (raa), 


( 2 ) 


(Äx^ -j- 2B:£y Cy^y (s 

2 7t 

J? -f- « "|/m — JB -|- i)/m 

3 . «2- 2 , 

G)^ z=: CC + ßi, CD^ = ^06 -j- ßi, ß 0 


G), 


Die erste Gayleysche Arbeit findet sieb in dem Comptes Rendus 
der Pariser Akademie von 1893, Bd. 161. Weiteres in einem Briefwechsel mit 
dem Verfasser dieses Buches, der im 47. Bande der mathematischen Annalen 
veröffentlicht ist. 
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setzt, so ergibt sich 

= 1, 5 = w, C = «2 -j- m = 

und die Formel 1 ergibt: 

^ [(^ — «2/)2 + 2^2]. = 2 (X + Ci ?/)» (a; — «2 yy 

— (S _ 1) /j iog 4: /S^ — -^ log 7? (Oi) 1J (qJjj). 

Das Zeichen Lim ist hier der Kürze wegen weggelassen. 

Wir setzen 

( 4 ) S ^ rT T 

worin x, «/ alle ganzzahligen Werte mit Ausnahme der Kombi- 
nation 0,0 durchlaufen. 8 ist eine unbedingt konTergente Reihe, 
solange s > 1 ist. 

Nun teilen wir die Glieder von 8 in drei Arten. ein, je nach- 
dem die X, y gerade oder ungerade sind, und setzen 

= S i^„ 0,yY + ß^y^Y' 

(^) + ^ = 0 (mod2), 

'^,y 2 

^2=2 [(X — «J/)S+ /32 7/2]»’ ^ ^ 

In So sind also die Zahlen y entweder beide gerade oder 
beide ungerade, in 8 ^ durchläuft x die geraden, y alle ganzen 
Zahlen, in Äg ist y gerade, x beliebig. Betrachtet man die 
Summe So + 51 + 63, so kommen darin alle Glieder von S vor, 
und zwar die Glieder dreimal, in denen x und y beide gerade 
sind. Hebt man in der Summe dieser Glieder den Faktor 4 r^ 
heraus, so bleibt 8 selbst übrig, und es ergibt sich also: 


So + ^2 = (^1 4~ 


Geht man zur Grenze s = 1 über, so hat man zu setzen 

/rTN 1 1 5 1 1 O 

(’) 5 = 4 2- '»8 2-. 

und erhält aus (3) die für s = 1 gültige Formel: 

(®) 60 H“ ~t“ ~ "ö ^ ih "■ 






550 


Zweiundzwanzigster Abschnitt. 


§ 145 . 


Ersetzen wir w und ß in 8 durch 2 a und 2/3, so hat das 
denselben Erfolg, als wenn wir y durch 2y ersetzen, d. h. es 
geht 8 in 82 über, und demnach erhalten wir aus (3): 


( 9 ) 




7t 


27t 


2jrr'(l) 

— -loglß2 


ß 


log 2 (2 tOi) 7] (2 oja). 


Ersetzt man «, ß durch ||3 und multipliziert mit 4-*, so 
ist der Erfolg derselbe, als ob man x durch 2 x ersetzt hätte, und 
man erhält 8i. Also nach (3) mit Rücksicht auf (7): 


( 10 ) 


2Äi 


7t 




(s — 1)/1 

2 7t T /n)i\ /a>2\ 


Ersetzt 'man endlich u, ß durch |(« -(- 1), |/3 und dann 
2x — y durch x, so ergibt sich in gleicher Weise: 


(11) 


2 So = 


7t 


{s-l)ß 
2 7t 


ß 


log r] 


2 Ä r' (1) Ä 

^ log 4^. 

1 / 1 -f- ^2 


) 


und demnach mit Rücksicht auf die Formeln [§ 34, (9)]: 
_ ül 

f (cö) = e 



fl (®) = 


»2 


/2(®) 


Vq 

7]{(0) ’ 


7j (co) ’ 

indem man die Formeln (9), (10), (11) yon (3) subtrahiert: 

S-2So = ^log/(a,Of(®.), 

2 sr . 


S — 2Sj 


S- 


ß 

2 :7i; 


log/i (“i) A (»a), 


— -J- l°g/2 (®i) A (»a), 


woraus sich durch Adcütion nach § 34, (11) die Relation (8) wieder 
ergibt. 
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Ein Satz über lleibenkonvergenz. 


In der Differenz , 2 Sq — S koinmen nun genau dieselben 
Glieder vor wie in S, nur erbalten die, in denen x y ungerade 
ist, das negatiYC Zeichen, und wir können daher auch setzen: 


log /'(«,) /'(«a) = Lim 2 
( 12 ) log /; (tOi) /'i («ä) 

log /'a (üJi) fi (öa) = Lim ^ 

P .9 — 1 


(__ 1)0! + !/ 

[(*- 

- ayY 


(- 1 )' 

[(.r - 

- 


{-\y 

[0^- - 



worin nun x^ y alle ganzzahligen Wertpaare mit Ausnahme von 
0,0 annehmen. Diese drei Formeln lassen sich nach § 34, (13), (14) 
aus einer von ihnen ableiten, z. B. indem man in der zweiten 
coj, co.j^ durch ^2 — ii 


(13) 


also 


und durch 




a, ß durch 
und durch 


a -f- 1, /3, 

— a ß 

«2 + /32’ ß2 


ersetzt. 


§ 146 . Ein Satz über Reihenkonvergenz. 


Wollte man in den Ausdrücken (12), § 145 die Zeichen Lim 
und 2J miteinander vertauschen, also ohne weiteres unter dem 
Summemseichen s = 1 sotssen, so würde mau keine unbedingt 
konvergente Reihen erhalten, und es muß also untersucht werden, 
in welcliem Sinne diese h ormeln dann noch gültig hleiben. 

Um diese Untersuchung durchzulühren , wollen wir zunächst 
einen allgemeinen Satz aus der Reihenlehre ahleiten, der eine 
Verschärfung des Satzes Bd. II, § 196, 3. ist. Es sei 

( 1 ) f^i ^ <! ^ • 

eine Reihe von unendlich vielen positiven Zahlen, und Z(t) 
bedeute die Anzahl dieser Zahlen, die nicht größer als t sind. 
Dieses Z(t) soll für jedes t einen endlichen Wert haben, woraus 
dann folgt, daß die mit n ins unendliche wachsen. Wir 
wollen aber noch weiter voranssetzen, daß 


i(ä. 

t 


1 . 

it 



( 2 ) 
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sei, •worin a eine konstante (unabhängig von t), und B eine Funk- 
tion von t, die in endlichen Grenzen eingeschlossen bleibt. 

Nehmen -wir zunächst an, die ft,, seien alle voneinander ver- 
schieden, so ist Z{n.n) — n, und aus (2) folgt: 


( 3 ) 


n I 0 

— = a -\- 


daraus folgt, daß endlich bleibt, und folglich mit veränderter 
Bedeutung von 0: 

— = o -h -L 

B'n ~~ ^fn' 


oder, nach dem binomischen Satz, für irgend ein imsitives s: 



■worin alle die mit 0 bezeichneten Größen endliche Werte haben. 

Diese Formeln gelten aber auch noch, wenn unter den 
gleiche Vorkommen. Denn seien etwa (wie in Bd. II, § 196, 3.) 


einander gleich und 

<C n ^ m 

so ist 

— 0) = «h = 1» + h 

^ (g'n — 0) ^ -Z’(^n) 

I ö' I ö 

a 4- “7= < TT ^ ^ "f“ Tr"’ 

woraus (3) folgt und (4) wie oben abgeleitet werden kann. 
Der Satz, den wir beweisen wollen, lautet so: 


Es sei 6 - 2 ^ fg, ... eine unendliche Reihe positiver 
oder negativer, aber endlicher Größen und 

(5) + ^2 “h “f“ = Tn 

so beschaffen, daß dem absoluten Werte nach unter 

einer endlichen Konstanten bleibt. 

Dann ist 


(6) 

konvergent und eine 


+ + 

stetige Funktion von s, so lange 

^ > i 


ist. 
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Wegen (4) branclit dieser Satz nur bewiesen zu werden für 

= n, weil die Reihe S £„ 0/n ^ unbedingt kouTergiert und 

also nach bekannten elementaren Sätzen diese Eigenschaft hat. 
Setzen wir also 

,r,s 0 _ iL 4- 4 - i» -I 

(7) " " ^ 2* ^ 2® ' 

und nach (5) £„ = j'nV')* — yn— iV^ li so wird 

(8) ö = ^ + r2^(^-|) + ysV3(p-^) + --- 
Da nun für ein unendlich großes n 


{n -h 1) 


ist, so ist die Reihe (8) unbedingt konvergent, solange s > \ 
ist! daraus folgt auch für diese Reihe unsere Behauptung 
nach denselben elementaren Sätzen. 


§ 147. Entwickelung von f, fi, fv 
Die Reihen (12), § 145 sind nun in diesem Falle. Betrachten 
wir z. B. die zweite von ihnen, aus denen, wie wir gesehen 
haben, die anderen liergeleitet werden können, und setzen für 
fti, geordneten Werte der Funktion 

( 1 ) (x — ayy + = «• 

Wir nehmen xy als rechtwinkelige Koordinaten in der Ebene 
und überlagern die Ebene mit zwei Gittern, indem wir in dem 
einen Gitter für die * die geraden, in dem anderen die ungeraden 

ganzen Zahlen setzen. n t'u- /ii 

Die Anzahl der Gitterpunkte, die im Innern der EUipse (1) 

oder auf ihrer Peripherie liegen, für die ^ daher ^ n ist, e- 

zeiclmen wir für die beiden Arten mit Z (w), (>*)• 

Setzen wir _ ^ 

a: = |Vn, i/ = rjY«, 

so geht (1) über in 

( 2 ) 

und der Flächeninhalt dieser Ellipse ist ^//3, und nach Bd. 11 
§ 194, 1.: 
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Z\f) _ Tt. 

— “ p + yr 

:?^(0 _ ü I Zi 
t ”2/J“^yr’ 

worin und für t = oo endlich bleiben. Der Faktor | bei 
7t/2ß kommt daher, daß hier die Gittermaschen Rechtecke Yom 
Inhalt 2 sind. Dies ist aber in Übereinstimmung mit der 
Formel § 146, (2). 

Aus (3) ergibt sich 

(4) Z\t)-ZJ(t)^yit, 


worin y gleichfalls endlich bleibt. 

Nun können wir die in der Formel (12), § 145 Yorkommende 
Summe 

6 = v 

\(:r. 

so schreiben: 


[(^ — «yy -j- 


ß = 

K ~ K 

woria die fj, fj, fg, ... mir die Werte +1 haben und 

(5) a, + ^3 _| ^ a„ ^ z\n) - («), 

= y]/«. 

Damit sind die Voraussetzungen unseres Satzes § 146 erfüllt. 

Es ist also 6 für s > I eine stetige Funktion Ton s, also 
insbesondere auch für .s = 1, und wir erbalten aus § 145, (12): 

(«) - y HA (».) A («.) = S ^ py, . 

Man kann diese Formeln auch noch anders darstellen. Wir 
fübren die Bezeichnung ein : 


S Ix — « 2/)2 -f ß-^yi = ^00 : « gerade, y gerade, 

= Soi : « gerade, y ungerade, 

— Si(, : X ungerade, y gerade, 

= S,i : X ungerade, y ungerade. 



.^ktwiokolung von /i /i, /g. 

/ f (^*^2) = ®00 ^^10 ~h ®0l ^111 
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Soi 4 - S|i, 


§ 1^7. 

Dann ist 
2 

7 

(8) ^ log/i (®i) /’i (‘■■’a) = — '’^OD + Si 

^ log/aCwi) ^(“a) = — '^00 — Ä'io + ^01 + '^111 
woraus durch Addition ; 

^ log 2 = — 3 Soo -f- Sio -f- Soi “1" 
und wenn man hierdurch S,,« eliminierte: 

^ log f (tOi) f (oJa) = ^ lt>g 2 + f Äio + I S„i — f S,], 

(tj) log fl (coi) fl (« 2 ) = log 2 + I /Sio — I Soi + I »'5iii 

y log A (( 0 |) A l^a) = log 2 — I Sio + I Soi + I Sn- 

Diese Summen sind aber so zu verstehen, daß in allen zugleich 

(x — uyY + 

sein soll, und dann n ins Unendliche wächst. Jede einzelne 
Summe S wird dann unendlich, aber ihre Yerbindungen, wie sie 
in diesen Formeln Vorkommen, erhalten endliche Grenzwerte. 

Wir wollen noch mit S«, SU, Si^ die Summen bezeichnen, 

die denselben Ausdruck haben wie Soi, (®)’ 

mit dem Unterschied, daß und y keinen gememschatt- 

lichen Teiler haben sollen. 

Setzen wir „ , 0 «? - T 

Sio + ^01 — ^ 

(je — ayY ß^y^ 

Lim Tn = T 

und bezeichnen mit d”ie Summe, die aus ^ht wenn 
alle Glieder ausgeschieden werden, in denen :r und y beide durch 
die ungerade Primzahl jp teilbar sind, so ergibt sich. 


r£(.V) 


Tn--^ 7 »V ^ 


und durch Grenzübergang zu n 


y(r) = T(^1 _iy 
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Verfährt man so mit allen Primzahlen nnd setzt 
Sio Äoi — 2 Sn = T'j 

so folgt 

2' = — Ar\ ■ 


worin sich das Produkt U auf alle ungeraden Primzahlen p 
erstreckt. Nun erhält man durch Entwickelung nach steigenden 
Potenzen von 






und folglich 


und indem man ebenso mit den beiden anderen Summen ver- 
fährt, folgt aus (9): 

log f (coi)f(co 2 ) == flog 2 -[-> (Sio -f- Soi — 2 Sh)j 
(10) log/i(a)i)/‘i(( 02 ) = |log2 (Sio — 2 /Soi -f- Äh), 

/a (®i) /a (^s) ~ s ^ ~t” 2 Äo Soi H“ Äh). 

Diese Formeln vereinfachen sich wesentlich, wenn man 
05 = 0, also 

cji = Wq = cj = iß 

setzt, also wenn man ein rein imaginäres co annimmt. Dann 
wird 

S' = U ^ ^ ungerade, y gerade, 

^2 — 0)2 2/2 i-elativ prim. 

Sondert man das Glied iz: = 4il, y = 0 ab und nimmt von 
den übrigen je vier zusammen, so ergibt sich 

Sio = 2 4 - 42 - — , 

^ «2 — raüj/2’- 

worin y nur positive Werte durchlaufen. 

Ebenso Terfäbrt man mit den anderen Summen. Setzt ma n 
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I- QJ 

(11) S — ~ ungerade, 

= 8i X ungerade, y gerade, 

= 8s X gerade, y ungerade, 

X, y positiv und relativ prim, so folgt; 

ß 8xs = — 2 i 0) — 4:i 8^<f 

ßSm=+^ +4iSa, 

CO 

ß S{i = 4 i S] , 

und folglicli ergibt sich aus (10) für ein rein imaginäres ca-, 

log /^(«) = ilog V2 + ^(- m +i - 4 + 2 Sa + 2 Ss), 


(1 2) log A (<u) = i log V 2 + ^ J + 2 S, + 2 Sa - 4 S,), 

log (m) = I log V 2 4" HT (2 ß> + — + 2 Si — 4 Sa + 2 S'j). 


§ 148. Elementare Ableitung der Entwickelungen. 

Man kann zu den vorstehenden Entwickelungen auch auf 
dem folgenden Wege gelangen. Es -ist nach einer bekannten 
Formel der Analysis: 

w_ 1 L ^ + 1 

11 co^y'^ — x’^ ‘ 2 co y^' 2 y — 1’ 

wenn g = isti). Daraus durch Entwickelung nach Potenzen 

von 2 : 


C2) 2] r 


l ili (l 2 q^>'y 

2(axß 2 / \2 ~ 1 , 0 = , 


Ersetzt man hier y durch |2/i ®o folgt; 

/Q\ V ^ ^ ___1 J 

1,03 05** 2^“ — 4a5“ 05 2/“ 

und wenn man (2) von (3) abzieht; 

^ (-1)^» L. _ 

W X)^y'l — X^ 2 05 2/“ 




— J g(2»-i)v. 
2 / 1,00 


Aus der Entwickelung: 

, 1 j 2 A 

cotg ,e' = - + ’:rz: 


\ I ^ ^ X 
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Summiert man diese Formeln abermals nach y von 1 bis qo 
und macht von den Formeln Gebrauch, die teils bekannt sind, 
teils aus § 24, (11) folgen: 


« 1 _ JC“ V (— 1)!' 
~ 6’ ^ Iß 


12 ' 


y 


— log 2, 


n y ^(2n — l)y 


y 


= —log 77(1 = — log/i((a) 


TC ico 

~U' 


n V 

2 z 




y 


n y 

US 


(- 


y 


— log 77 (1 + «) = — log/i (m) 4- — ■ 
= —log 77(1 4 = —log /•((») 


|log2. 


^ i CO 

“ 24 "’ 


so ergibt sieb: 


1 f (— 1)^+-''« 

1,00 1,00 y“ 

rsi V (-0^^ 

^ ~ ß)2 ya — x'^ 

i; i (— 

CO^lß — 


7C^ C3 


4 5tilog/'(cö), 


7t^ 


7!^ CO 




24 « 


Die Doiopelsiimnieii auf der linken Seite dieser Formeln sind 
so zu verstehen, daß zuerst die Summation in bezug auf dann 
die Summation in bezug auf y auszuführen ist. Man kann aber 
auch so summieren, daß man 

(6) 0 <; (T < n=oo, — =00 


nimmt, und dann m und n so ins Unendliche wachsen läßt, daß 
mm unendlich wird. Daß beides dasselbe gibt, kann man auf 
verschiedene Weise zeigen, z. B. durch Vergleichung -der Summen 
mit Integi’alen. 

Setzt man also, wie in § 147, (10), indem man a;, y an die 
Bedingung (6) bindet: 


2J . 


CO- y'i 


x--‘ 


so folgt aus (5): 


= S, 
= S, 
= 8, 
= 8, 


X, y gerade, 

X, y ungerade, 

X ungerade, y gerade, 
X gerade, y ungerade. 



Entwickelungen lur die Funktion log n (w). 


+ 6'x — S^— Ss = ^ + nilogf{a>), 

So — 5'i — S'ä + ^ ^ 4- ^iiogAC«), 

Ä'o — Sx 4- Ä — -f -1- jcihgf^((o). 

Daraus durch Addition: 

3 So — Si — 62 — Ss = 7t i log y^, 
und wenn man Sq eliminiert: 

l8,-IS,~ISo = ^ f logy2 + «log/-(n,), 

_ I Ä + - -p~ -- f logy2 4- ^rtlogfx («), 

-f 4 - 3 — §‘‘^11 = 07 ^ 4- ^ logV 2 + ni\ogf^(a). 


log fim) ==■ |log y 2 4- g (- 0 4- i - 4K + 2 + 2 ;S^, 

(7) log /; («) = 1 log yä 4- (- <n - I + 2 Äx' + 2 - 4 , 

log f , («) = i log y2 4- ^ cn - 1 + 2 Äi - 4 + 2 Si) . 

Diese Formeln stimmen der Form nach mit § 147, (11) 

überein, was insofern auffallend ist, als die Art des Grenz- 
überganges beide Male eine verschiedene ist. 



7r2 

Tt- CO 

7t % 

f öl — ^ ^2 — a — 

24 (xi 

24 

" y 

-fÄx-fÄ + ^% - 

Tt^ ^ 

?e2 0 

%% 

~TTÖ5 

“ 24 “ 

~ y 

-fSx 4 -f»%-|s. = 

5T 2 

4- 

24 CO ' 

7t- CO 

12 

7t i 

" y 

Man kann nun 

ebenso wie 

vorhin 

von 

den 8' übergehen, in 

denen y 

relativ 

prim 


§ 149, Entwickelungen für die Funktion log iq (co). 
Betrachten wir die Summe 

P) ffW--' 

erstreckt über alle y mit Ausnahme der Kombination 0, 0. 

Indem man die Glieder mit y — 0 absondert, kann man 
dafür setzen: 

(2) = + 2(a;4- 


sodann ist 


1^00 — 00,00 



‘"7 
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\-2rci{x + a>y)y^- ^ 

0 
n 

g2 7f4ycü(i-f«) _j_ ^^25—1 

0, 00 

Summiert man nun nach x und wendet die Fourier sehe 
Reihe an: i 

2 _ |[^(0) +/(!)], 


( 


^^7zix'^ 




so folgt: 

(x + ayy 

und durch Summation nach y: . 


— ^^Ttiyoin /j^^s — 


_ r(^ s) >1^ i >1;^ 

(— 2l7Ci)2^ 2^ (x + C3 IfY^ ~ 2 j i 


y a; 


ß2 TT i ton 


1, OO — ■ CO 


1 <^nog(i — 

d CO 


J_y 

l 7t l ^ 


m2s — 1 


„2.9 — 2 


1 ,» 


Hiernach hekommen wir durch den Grenzübergang mit Rück- 
sicht auf die Definition der Funktion '>](a) [§ 24, (8)]; 


LimVy . - , - , 

»=' “ 2/) 

Ferner ist i 

und demnach folgt (1) und (2): 


= — 2 7t i 


. d log }] (o) 7t^ 


düo 




7t^ 


( 3 ) 


a-jJ/ 


Lim ^ 


1 


■ = 4:7Ci 


. d log ri(a)) 
dco 


(x-^coyy^ 

[zu summieren, wie zu (1) angegeben]. Wollte man hier unter dem 
Summenzeichen zur Grenze übergehen, so würde man erhalten: 


4:7t 


,d\ogifi (o) 


iK,!/ 


(4) = y, 

d CD (^x -j- CO y)^ ’ 

dann aber würde man eine nur bedingt konvergente Summe 
haben, und es müßte eine genaue Art des Grenzüberganges fest- 
gestellt werden. Man müßte in der xy -'Ebene eine geschlossene 
Kurve annehmen, innerhalb deren die Punkte x, y liegen, und 
dann diese Kurve ins Unendliche hinausrücken lassen. Der Wert 
der Summe wird von der Beschaffenheit dieser Kurve abhängen. 
Vielleicht ergibt sich dafür die Ellipse \ x -i- my\ = n An sich 
hat die Formel (4) keinen Sinn. 
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Der Teilimgskörper. 


§ 150. Die homogenen Weier strasssohen Punktionen. 

Wir waren in § 114 von der Frfige ausgegangeu, unter welchen 
Voraussetzungen eine doppelt periodische Funktion cp(u) mit den 
Perioden Oi, oj^ eine Multiplikation cp((iu) gestattet, d. h. unter 
welchen Umständen jxcoj, sich linear und ganzzahlig durch 
cji, CO 2 ausdrücken lassen, und waren zu dem Resultat gelangt, daß 
dies bei veränderlichem coi, «2 nur möglich ist, wenn fi eine 
ganze rationale Zahl ist, und daß nur, wenn 


Al TI A imaginäre quadratische Irrationalzahl ist, auch ja eine kom- 
plexe Zahl desselben Körpers wie co sein kann. Es kommt jetzt 
darauf au, die aus dieser Annahme folgenden Formeln der kom- 
plexen Multiplikation etwas genauer zu erforschen. 

Wir wollen zunächst, als das formal einfachere, die kom- 
plexe Multiplikation der Weierstrassschen elliptischen Funktion 
p (m) untersuchen , müssen dann aber auch noch die komplexe 
Multiplikation der Jacobisohen elliptischen Funktionen in Be- 
tracht ziehen. 

In den § 37, (8), § 46, (13) haben wir die Formeln für die 
Homogeneität der Funktionen ö(«i), ^ («) un«! der Invarianten 
Pa, Pa, 16 & = pj' — - 27 p| abgeleitet, die wir hier noch einmal 
zusammenstellen : 

ö(Ai6, A(Oi, Acoj) = ^ ®i) “2)1 

p (lu, X coi, X co^) — p (u, (» 1 , » 2 ), 

(2) PaCAöi, «> 2 ). 

pg (1 £0i, X Wa) = A-8 Ps (a?i, (» 2 ), 

G (X Ol, X 02 ) = 0- (oi, £02 )t 

36 * 
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§ 150. 



und die Funktionen § 46, (12), (15), (16): 

d.STgrl , 

= 3 (“)i 

A 07 07 « 2 


a - 

W =,■(.) -27.64. 

(t = (g))2^ 

hängen von dem Verhältnis (1) ah. 

In § 54, (4), (5) sind noch die eindeutigen Funktionen von ca : 


nip) = Ti(®) 


/■(cj)24 _ 16 
/'(“)“ ’ 


ys (®) = ij (®) — 27.64 


r/(o,)24 + 8][/-.(a,>s-f,(a,)s] 


definiert. 

Aus der letzten Gleichung (3) erkennt man [etwa aus der 
Entwickelung von § 24, (8)], daß 6r nicht verschwinden 

kann, solange o) einen positiv imaginären Bestandteil hat, und 
folglich können auch nicht beide zugleich verschwinden. 
Aus den Eeihenentwickelungen des § 56 ergibt sich: 

w,n 

(5) ^ ^2r I lyi^ 

V = 2 m -\- 

worin die rationalen Koeffizienten am,n nur Potenzen von 3 im 
Nenner Jhaben können (nach Schwarz- Weierstrass sind es 
ganze Zahlen, worauf es hier aber nicht ankommt). 

Ebenso ist 

(6) p («) = (,2g, y 

mit rationalen Koeffizienten hm^n* Um Funktionen von zwei 
Variablen zu erhalten, machen wir folgende Substitution: 

Wenn von den beiden Invarianten ^ 2 ? 9^ keine verschwindet, 
so setzen wir: 




^3sm + n /^|xm + 2n 




und dadurch ergibt sich aus (5): 


6(m) = nj"‘+” (i — 27 . 64>+a«y 

g,g, ^ (2V-J-1)! 
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worin die Äm,n rationale Zalden sind, die im Nenner nur Potenzen 
von 2 und von 3 enthalten können 

In gleicher Weise ergibt sich aus der Keihenentwickelung 
(6) für die -Funktion: 

(9) (u) = ’i; + + 

worin die J5m,n rationale Zahlkoeffizienten sind. Daß auch sie 
nur Potenzen von 2 und 3 im Nenner haben, machen die ersten 
Fälle wahrscheinlich, kommt aber für uns jetzt nicht in Betracht. 

Ist //2 oder c/s gleich Null, so ist die Substitution (7) nicht 
brauchbar. Ist zunächst 

(/n = Ü, 

so fallen in den llcihcn für 6{ii) und p (u) die Glieder weg, in 
denen 7 i positiv ist. Es ist dfinn 

Ö (it) — 2L (^'«1,0 

— 2 

p (?.t) = Z h,n,o (Jf Q2 in l)\ ‘ 

Wir setzen dann 


( 10 ) 

und erhalten 


K- — //2 




92 ® P -|- l)i’ 

wenn Am, lUn wieder rationale Zahlen sind. 

Ist endlich 

Ü2 — 

so setzen wir 

_ 1 

(12) M = fif» “W, 

und erhalten 


i » %U 

gl <s(u) = Z An _j_ ,^yp 

0^) _.i » ^ w®«-® 

g, ‘‘p(u) = 

In den Entwickelungen (8), (9), (11), (13) ist 
(14) A(,o = 1, J?oo = 1, jdo li -^o 
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§ 151 . Bie komplexe ;‘]yL-altiplikation der Punktion p (u). 

Wir nehmen jetzt an, die Perioden cöj, O 3 der Funktion p (w) 
genügen einer quadratischen Gleichung 

( 1 ) Aco! = 0 , 

in der i?, G ganze rationale Zahlen ohne gemeinschaftlichen 
Teiler sind. Es sei A positiv, und die Diskriminante der qua- 
dratischen Form (J, B^ C) 

(2) B^- ^ 4.AC A 

sei eine negative Stammdiskriminante, d. h. es enthalte A 
keinen quadratischen Faktor, nach dessen Absonderung eine Dis- 
kriminante übrig bleibt (§ 84). 

Setzen wir 


(3) CO 

Cöi 

SO folgt aus (1): 

(4) 2 Al CO =r — B "|~ 

und wenn wir ^jA positiv imaginär annehmen, so erhält co einen 
positiv imaginären Teil und kann als Modul einer 0 ’- Funktion 
dienen, A ist die Grundzahl eines imaginären quadratischen 
Körpers, den wir mit bezeichnen 1 ). 

Durch die singuläre Invariante j (co) wird der Klassenkörper 
Ü{A) bestimmt, dessen Belativgrad in bezug auf «ß gleich der 
Klassenzahl der Diskriminante A ist. Die ganzen Zahlen des 
quadratischen Körpers ß = sind von der Form: 

( 5 ) ' = ^ - ±y 

woriu X und y ganze rationale Zahlen sind, die der Bedingung 

(mod 2 ) 

genügen. Zu der durch (5) definierten Zahl ft bestimmen wir 
vier ganze rationale Zahlen a, &, c, 8 : 

„ ^ 1 


( 6 ) 




Oy, 


By 


) Die Annahme, daß J Stanimdiskriminante sei, ist Mer zur Verein- 
faohung gemaoht. In meiner Abhandlung „Über Zahlgruppen in algebrai- 
schen Körpern“ (Mathematische Annalen, Bd. L) ist diese Annahme nicht 
geinacht. Man erhält dann allgemeinere Körper, die zu den Ordnungen 
geboren, wie in § 124 . ® 
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woraus : 


rz= m, 


die m ^ konjugierte Zahl des Körpers Sl ist. 

Nehmen wir y Yon Null verschieden, so folgt aus (1) durch 
Multiplikation mit y: 

b 03| {a — d) oa^cDi — o = 0, 
und dafür kann man auch schreiben: 

{a ^ 2 ) = (<^ + 8 G?a) cQj 

oder 

( 9 ) CO — — . 

^ a -f- b(D 

Nach (4) und (5) folgt aus (6): 

/ 1 n\ I 7 ^ "4“ A.CO 'A- J5) y 

(10) a -^hco = — ^ ^ =r 

oder in homogener B'orm: 

^«1 = ami + &g)2, 

flCÖ2 = CCOi + 0 (»2) 

und durch Auflösung dieser linearen Gleichungen; 

|a'o7i = dco^^bco^, 

:rr — cmi -{- a 02* 

Daraus ergibt sich, daß eine doppelt - periodische 

Funktion mit den Perioden 01 , 02 ist, und da sie außerdem eine 
gerade Funlction von u ist, so läßt sie sich rational durch p (u) 
darstellen (§ 21). Wenn wir also mit li und P ganze rationale 
Funktionen von p (u) ohne gemeinschaftlichen Teiler bezeichnen, 
so ist 

(IB) ^ == p’ 

Da der Quotient p {y^a ) : p (u) für u — 0, d. h. für p (u)~co^ 
endlich bleibt, so ist der Grad von B um eine Einheit höher als 
der Grad des Nenners. 
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§ 152. Die Pole der Funktion p u). 

Um den Grad der Funktionen B und P festzustellen, müssen 
wir die Nullstellen yon P, also die Unendlichkeitsstellen von 
p (fl u)j ahzälilen, die nicht zugleich Unendlichkeitsstellen von 
p (u) sind. Es wird aher (fi : p M dann und nur dann 
unendlich, wenn 

(l) u — ta-i 

wird, wenn Äi, ganze Zahlen sind, wenn hiCOi -j- ^l>er 

nicht (\ coi -j~ Äg : fi eine Periode ist. Setzen wir also 

und bezeichnen mit g die Wurzeln von Pu(i^), so ist 

( 3 ) 

Die Zahl g ändert sich nicht, wenn \ und \ um Vielfache 
von m = gg/ geändert werden, weil dadurch nach (11), § 151 
das Argument der ^c?"Eunktionen um eine Periode geändert wird. 

Da die Funktionen p(u) und p(gu) nicht geändert werden, 
wenn wir die Periode g)i, einer linearen Transformation mit 
der Determinante 1 unterwerfen, so beschränken wir die Allgemein- 
heit nicht, wenn wir annehmen, A sei relativ prim zu m und 
wegen der Periodizität von p(u) können wir daher auch setzen: 

g — ^ ~f ^’2 ^ ^ 

Wegen der Homogenität von p (u) können wir nun — 1, 
CÖ 2 == ö setzen und erhalten nach § 151, (4): 

— p + 

ACO := 

und demnach ist 

( 4 ) h, = h, . 

Wenn wir daher 

, , , —B4-i2 

Tsj -j- 7^2 ==; y 

setzen, so ergibt sich ans (3): 

(6) g = <,{-). 



§ 162 . Hie l’ole dor Fuuktion p 50g 

worin v ebenso wie fx. eine ganze Zahl des Körpers £i ist, die 
nicht durch (i teilbar ist. 

Ist diese Bedingung erfüllt, so ist g eine Wurzel von F^{x). 
Weil aber pitiii) in der «x- Ebene für u = 0 (modd. Wj, co^) 
unendli(5h in der zweiten Ordnung wird, so ist P„(a;) durch 
(» — {/Y teilbar, es sei denn, daß 

p W — 

für u = v-.g, selbst in der zweiten' Ordnung verschwindet; dies 
tritt wegen § 46, (18) dann ein, wenn 



ist, also wenn v.g. eine halbe Periode ist, und also 

(6) g = Ci, 02) C3 

wird. 

1. Nach (4) ist, wenn ©1 = 1, ©2 = 0 gesetzt ist, 
jede ganze Zahl des Körpers ß eine Periode von p{u). 
Dies gilt nicht unagekehrt; da aber Aca eine ganze 
Zahl in ß ist, so muß jede Periode durch Multipli- 
kation mit A in eine ganze Zahl verwandelt werden. 
Daraus folgt, daß zwei Worte 



dann und nur dann einander gleich sind, wenn 
V = Av' (mod ft) 

ist. Denn ist g g\ so muß entweder 

V 4- v' , x' — v' 

— ! — oder 

fl fl 

durch Multiplikation mit Ä in eine ganze Zahl verwandelt werden. 
Ä ist aber relativ prim zu fi, und folglich muß eine dieser beiden 
Zahlen selbst ganz sein. Die Anzahl der inkongruenten Werte 
von V ist aber gleich N((i) = m (Bd. II, § 165). 

Lassen wir also v ein volles Restsystem nach dem Modul fi 
mit Ausschluß der Null durchlaufen, so bekommen ■wir jeden 
Wert von g zweim,al, außer wenn 
(7) 2i/ = 0 (mod fl), 

und in diesem Falle ist p einer der Werte c. Daraus folgt: 
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( 8 ) 

und JPix{x) ist vom Grade m — 1. 

In dem Produkt JP^u(p)) kommt jeder Faktor x — g zwei- 
mal Tor, außer wenn g einem der e gleich ist, wenn also die 
Kongruenz (7) für ein von Null verschiedenes v erfüllt werden 
kann. 

1) Wenn g relativ prini zu 2 ist, also wenn m ungerade 
ist, so hat die Kongruenz (7) nur die Wurzel = 0. Dann ist 

ein Quadrat, und wenn S{x) eine Funktion vom Grade 
I {m — 1) ist, 

(9) Pu (a?) = m = 1 (mod 2). 

Wenn g mit 2 einen Teiler gemein hat, sind drei Fälle zu 
untex'scheiden. 

2) Wenn ^ durch 2 teilbar ist, so muß wenn es der 

Kongruenz (7) genügen soll, ein Vielfaches von sein, und da 

es drei von Null verschiedene nach dem Modul 2 inkongruente 
Zahlen in gibt, so hat (7) drei Wurzeln. Es kommen also 
unter den g die drei Werte Cq, vor, und wir haben: 

(10) Pa(^) ~ g)'{uyS^^ m = 0 (mod 2), 
worin S eine ganze Funktion vom Grade \m — 2 ist. 

3) Wenn 2 im Körper Sl in zwei (gleiche oder verschiedene) 
Primideale zerfällt, also wenn z:/ = 0 (mod 4) oder = 1 (mod 8) 
ist, so kann g durch einen dieser Primfaktoren teilbar sein, ohne 
durch 2 teilbar zu sein. Dann hat die Kongruenz (7) nur eine 
von Null verschiedene Wurzel und es kommt unter den Zahlen g 
nur eine der drei Zahlen (6), etwa e, vor. In diesem Falle ist 

01) -P«(^) = U<)(u)~e]S\ 

worin S eine Funktion vom Grade — 1 ist. 

In bezug auf die beiden besonderen Fälle = 0 und g^ = 0 
ist noch folgendes zu bemerken. 

4) Wenn = 0 ist, so ist ^ — 4 , j(a) = 0, und es 

ergibt sieb aus der Differentialgleichung § 46, (18): 

p'(uy = ip (uy - ( m ), 

drach die mit Eücksicht auf das Anfangsglied der Entwickelung 
die p -Funktion eindeutig bestimmt ist. 
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Ersetzt man dann u dnrcli Mt, so folgt: 

— [§/ ^ p ■■ {i u) — fh p {i u) , 

und daraus: 

( 12 ) = — p(u). 

Die Größen (J sind also einander paarweise entgegengesetzt, 
eine der drei Größen e,, e, ist gleich Null, die beiden anderen 
ebenfalls entgegengesetzt gleich. Daraus folgt, daß in den For- 
meln (9) bis (11) die Funktion S in diesem Falle nur die 
geraden Potenzen Yon p (u) enthalten kann. 

5) Ist = 0, so ist J = — 3, j(a}) = 64.27, und es ist, 
wenn mit p eine imaginäre dritte Einheitswurzel bezeichnet wird: 

(13) p 00 = Q p (<?®''*0 = P (.9 “)’ 

und die Wurzeln tj von S ordnen sich zu dreien in der Weise: 

(14) 99^ 9’‘9- 

Unter diesen drei Werten sind nur dann zwei einander gleich, 
wenn sie alle drei Ycrschwinden. Aus (13) aber e rgibt sich, daß 
dies eintritt, wenn u mit einem der Werte +l:y— 3 kongruent 
wird. Denn für z/ = — 3 sind 1, p, p« Perioden von p («), und 
da nun 

9_ZL?1 = 1 
y-3 

ist, so ist nach (13): 



und der Wert Null kommt also unter den g dann und nur dann 
vor, wenn in durch 3 teilbar ist. 

Daraus folgt; 

Ist z/ = — 3 und m^O (mod 3), so ist S-.p (m) eine 

rationale Funktion von p (u)K _ ^ . 

Ißt z7 = — 3 und m=l (naod 3), so ist S selbst eine 

rationale Funktion von piuf. 

[Da m die Form l(x^ + 3y^) haben muß, so bann hier m 

nicht = — 1 (mod 3) sein.] 

§ 163. Die Funktion t{u). 

Wir führen nun nach § 150 (6), (8), (9), (10), (12), (13) eine 
Funktion t = r(«) ein, die nur von zwei Argumenten w, <x> ab- 
hängt, indem wir setzen: 
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153 . 


( 1 ) 


a) tili) — p i'i^), im allgemeinen, 
p («)' 


b) 

c) 


p («)^ 
ßi 


wenn rj^ 


wenn 


0 , 

0 . 


Und wenn dann ft wie oben eine ganze Zahl des Körpers ß 
ist, so können wir in allen drei Fällen setzen; 


( 2 ) 


r(p,w) r= 


0iry 


worin W ganze Funktionen von t sind, die bis auf konstante 
Faktoren im Falle (1) a) mit jR, F des Torigeii Paragraphen 
übereinstimmen, in den Fällen (1) b) und (1) c) daraus durch 
Erhebung ins Quadrat oder in den Kubus hervorgehen [§ 152, 
4), 5)]. 

Wir richten den Bruch (2) so ein, daß die höchste Potenz 
von r im Nenner 0 den Koeffizienten 1 hat. Die übrigen Koeffi- 
zienten von 0 sind dann rational zusammengesetzt aus Größen 
der Form 



und da eine Periode von r ist, so gehören diese Größen zu 
den Wurzeln der Teilungsgleicliung der Perioden, und sind daher, 
da der Modul der entsprechenden elliptisclien Funktionen eine 
algebraische Zahl ist, selbst algebraische Zahlen (§ 58, § 61), 
Daraus folgt; 

2. Die Koeffizienten in 0(t) sind algebraische 
Zahlen, 


Wir erweitern den Bruch W:0 durch Multiplikation von 
Zähler und Nenner 'mit dem Produkt der konjugierten Werte 
0\ 0'^', ... und erhalten; 

(3) t(iiu) ~ A, 


worin mm Z und ganze Funktionen Ton t sind, die einen 
gemeinsamen Teiler enthalten können, wobei jedoch JP rationale 
Zahlenkoeffizienten hat. 
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Nach § 151), (8), (lü), (13) begiant die Entwickelung yon 
t(ti) nacli steigenden Potenzen yon mit einer negatiyen Potenz 
yon M- Wir ordnen in der Gleichung 
1 - 4 ^ v(iin)N = 

die Funktion ^ nach fallenden I’otenzen von r, entwickeln beide 
Seiten nach steigenden Potenzen von u und vergleichen die 
Koeffizienten gleich hoher Potenzen von u. Dann bekommen 
■wir für die Bestimmung der Koeffizienten von Z eine Reihe 
linearer Gleichungen, deren jede folgende nur einen neuen dieser 
Koeffiziemten enthält, und daraus können diese Koeffizienten 
succossivo rational bei'echnot worden. Beachtet man nun die 
Form der Entwickelungen des 150, so ergibt sich, daß die Koeffi- 
zienten von rationale Funktionen von i((a) und sind. 

Befreit man nac.li dem Euklidischen Algorithmus N und Z 
von gemeinschaftlichen Faktoren, so kommt man zu den Funk- 
tionen ''P’, zurück, und es ergibt sich, wenn wir unter dem 
Klassonkörpor den Inbegriff der rationalen Funktionen von 
und i(io) verstehen: 

.3. Die Koeffizienten der Funktionen ^(r), W(i:) 
in (2) gehören dem Klassenkörper an. 

§ 1B4. Der Teilungskörper. 

Wenn wir (durch rationale Rechnung) die Funktion ® (a;) von 
allen mehrfach darin vorkommonden Faktoren befreien, so bleibt 
eine ganze Funktion T.(a:) von x übrig, deren Koeffizienten dem 
Klassenkörper angehöron, und die Wurzeln von Tf,{x) sind sämt- 
liche voneinander verschiedene unter den Größen 


Zwei dieser Größen 


sind einander gleich, 

im Falle (1) n), wenn 

(1) b), wenn 


(1) o), wenn 
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§ 164. 


worin die Kongruenz auf die Perioden bezogen wird, also (§ 152, 1.) 



im Falle a), wenn v = + 1 ^', 



(2) 

b) , wenn = + 7 ;', 

c) , wenn v = 


(mod fl). 


Es seien jetzt 



(3) 

ft r= am, fi-i = 

Gl in 


zwei ganze Zahlen mit dem größten gemeinschaftlichen Ideal- 
teiler m im Körper £1, Dann haben Tu und einen gemein- 

samen Linearteiler, wenn 

(4) 

\i^J Vi. 

). 



und dies findet nach (2) dann und nur dann statt, wenn 

(5) (naod 

worin e eine Einheit des Körpers Sl ist, also f == +1 ™ all- 
gemeinen, £ = + 1, +?, wenn ^ = — 4, und £ = + 1, + 
wenn J = — 3 ist. Aus (5) folgt aber, daß v durch a und 
durch Ci teilbar sein muß. 

Denken wir uns v gegeben und v-^ gesucht, so ist die Kon- 
gruenz (5) nur möglich, wenn durch ^ teilbar ist, und da 
a und Ci relativ prim sind, so muß v durch a teilbar sein. Ist 
w eine durch a teilbare ganze Zahl in £1, so beschaffen, daß 
oc : a relativ prim zu m ist, so können wir demnach 

(6) V = (mod ft) 

setzen (Bd. II, § 166, 7.) und erhalten die sämtlichen voneinander 

verschiedenen Werte ™d jeden zwei-, vier- oder sechsmal, 

wenn wir | ein volles Restsystem nach dem Modul m durchlaufen 
lassen (mit Ausschluß der Null). Man erhält dann die sämtlichen 
gemeinsamen Wurzeln von und in der Form 


m 

Der größte gemeinschaftliche Teiler D,„ von Ta und T«, hat 
also alle die Größen (7) zu Wurzeln. Aus D,„ läßt sich noch 
auf rationalem Wege ein Teiler T„, absondern, der nur die unter 
den Größen (7) zu Wurzeln hat, in denen ^ relativ prim zu m 
ist, -wenn man T),„ von allen Faktoren befreit, die es mit einem 
D,a' gemein hat, wenn in' ein Teiler von in ist. Da in dieser 


I 


I 

! 

I 


i 


I 



I )fir Teiluii gsk( )rper. 


575 


§ 154 - 


Betrachtimg in (3) m jedes l^elielüge Ideal in Sl bedeuten kann, 
so koinineu wir zu folgendem Hauptsatz: 

4. Ist m ein boli<sl)iges Ideal des Körpers ß, so 
existiert eine Funktion T„, in ß, deren Wurzeln 
die voneinander verschiedenen der Zahlen sind, 
wenn i ein System inkongruenter, zu m teiler- 
fremder Zahlen durchläuft. 

Um den Grad der Funktion 2 ’,h zu bestimmen, bemerken 
^vir, daß zwei Großen v,, nur daun einander gleich sind, wenn 

(8) £ = s (“otl «O 

ist. Es werden also so viele von den Tj einander gleich, als es 
modulo in inkongruente Einheiten gibt; das sind im allgemeinen 
zwei, für J = —4 sind es vier und für zf = — 3 sind es sechs. 
Diese Zalden verringern sich aber wiederum, wenn verschiedene 
der Einheiten £ nach dem Modul in kongruent sind, wenn also 

2 £ dureil 111 teilbar ist. Das kann aber nui voikommen, 

wenn in ein 'reiler von 2 oder von 3 ist. Also: 

5. Der Grad der Funktion T„, ist gleich der An- 
zahl il’(ni) (Ikl. II, S G!8) dei’ Modul iii in- 

kongruenten, zu in teilerfremden Zahlen in ß, 
geteilt durch die Anzahl der nach in inkongruenten 


Einheiten in ß. , , • i 

Die Wurzeln der Funktion 2’m bestimmen einen algebraischen 
Körper über dem Klassenkörper, dessen relativer Grad höch- 
stens gleich dem Grade von 2’„, ist, und beide Grade sind gleich. 


wenn 2'„, irreduzibel ist. 

6. Diesen Körper S,,, wollen wir den Teilungs- 
körper für den Modul iii nennen. 

■ Diese Tcilungskörper spielen für den Körper ß eine ähnliche 
Kolle, wie die Kreisteilungskörper für den Körper der rationalen 
Zahlen, nur daß sich hier noch der Klassenkorper dazwis 
schiebt, zu dem es im Körper der rationalen Zahlen, ebenso wie 
in jedem einklassigen Körper, kein Analogon gi 

Nach dem Multiplikationstheorem (§ 151) kann 

(<j) == ^ « 

rational durch t(u) ausgedrückt werden. Setzen wir . § 


so folgt; 

( 10 ) 
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und folglicli durch Vertauschung von | mit 

( 11 ) 

und damit nach Bd. I, § 169: 

7. Der Teilungskörper ist in bezug auf den 
Klassenkörper relativ Abelsch. 

Die Zahlen nach dem Modul m genommen, bilden bei der 
Multiplikation eine Gruppe, und die Eelativgruppe des Teilungs- 
körpers ist mit dieser Gruppe isomorph (oder wenigstens mit 
einem Teiler dieser Gruppe. Die Irreduzibilität von wird 
weiterhin bewiesen werden, wodurch dann die Gruppe von 
selbst festgestellt ist). 


155. Multiplikation der elliptisclien Funktionen für einen 
ungeraden Multiplikator. 


Für den Nachweis der Existenz des Teilungskörpers ist die 
Benutzung der Weierstrassschen Funktion und der daraus ab- 
geleiteten ir-Funktion sehr zweckmäßig, und es wäre am be- 
quemsten, wenn man darauf auch die weitere Untersuchung dieses 
Körpers gründen könnte. Dafür aber ist die arithmetische Natur 
der Multiplikationsformeln noch nicht genügend bekannt, und es 
ist darum zurzeit noch notwendig, die komplexe Multiplikation 
und Teilung auch der Jacobischen elliptischen Funktionen zu. 
betrachten. 

Hierbei wollen wir den Multiplikationsformeln, die wir in § 57 
abgeleitet haben, noch eine etwas andere Gestalt geben. 

Wir betrachten zunächst durchweg den Multiplikator m als 
ungerade Zahl. Wir setzen, wenn 


( 1 ) % - 

'^00 

den Modul der elliptischen Funktionen bedeutet, nach Kro- 
ne ck er i): 

(.) . = + = + 

und entwickeln diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von 

ct = 


Zur Theorie der elliptischen Funktionen. Sitzungsbericht der’ Berliner 
Akademie vom 29. Juli 1886. 
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§ ]55. 

Mau kann die Form dieser Entwickelung aus den Produkt- 
formeln [§ 24, (11)]: 


I = q 2 n 
ableiten, und findet; 


1 + q: 




1 -f r/- 




1 _|_ 


(3) 1 = g Ml + 3 + ^2 2® + h f/ H ), 

worin die Konstanten A 2 , Ag, ... ganze rationale Zahlen sind. 


Setzen wir ferner 
(4) « 




SO bleibt (4) nach § 4 5, (9) ungeäudert, wenn % mit 1 : % vertauscht 
wird. Es genügt x der Differentialgleichung 

<■') = + 

Entwickelt man also x nach dem Taylorschen Lehrsatz in 
eine Reihe nach steigenden Potenzen von io\ 

1^0^ X 7=^ — j— X-i ■"[” A,2 . . . , 

so sind die Koeffizienten Xi, Xg, ganze rationale 
Funktionen von A mit rationalen Zahlenkoeffizienten, 
wie sich aus (5) nach der Methode der unbestimmten Koeffizien- 
ten ergibt. 

Benutzt man die Bezeichnung von § 42, so ist 
.1 ('W') 

(7) = 

und nach § 57, IV. mit einer etwas modifizierten Bedeutung der 
A, B, C, 1): 


xÄ (x) 

ij% mniv — , 


(8) 


OIDW 


V = j/] 


dnw?; = -yi 


x^ B{x) 

"7 M7)’ 

D(x) 


Hier sind A{x), B(x), C{x), I){x) ganze rationale Funktionen 
von X vom Gi’ade | — 1) > und es ist aus den Rekursions- 

formeln § 57, (13), (14) zu ersehen, daß die Funktionen M, I) und 
das Produkt BG ganze rationale Funktionen von 1 sind, deren 

Weber, Algebra, III. 
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Zahlenkoeffizienten rational sind. Daß es ganze Zahlen sind, ist 
wegen des Nenners 2, der zunächst auftritt, nicht zu ersehen. 

Um dies näher zu untersuchen, betrachten wir die Wurzeln 
der Funktion A{pß): Sie sind, wenn gesetzt wird: 

W/j 7,, = ^ 

’ m 

^ /Ih W CO 

_ ’ 7 CO 

(9) Xjt = y X sn Ä/, uf = — - — p 

worin h,h' irgend welche ganze Zahlen sein können; nur dürfen 
sie nicht beide gleich Null sein. Man erhält alle Wurzeln von 
Ä (x), wenn man h, ¥ je ein volles Eestsystem nach dem Modul 
m durchlaufen läßt, abgesehen von der Kombination 0,0. Es ist 
dann 

e 

( 10 ) 

ii-iy 

-~to ,co 

Um diesen Ausdruck nach steigenden Potenzen von g zu ent- 
wickeln, muß man zunächst die niedrigste Potenz von q im Nenner 

¥ 

aufsuchen, d. h. das Glied, in dem v -|- — so klein als möglich 

wird. Dies findet statt, wenn v die zunächst an — ¥ /m gelegene 
ganze Zahl ist. Es gibt, da m ungerade ist, nur eine solche 
Zahlv, und die Formel (10) erhält die Gestalt: 

( 11 ) — Ql — Ql Qi -j- Ql Qi — •••, 

worin und Q^ nach steigenden Potenzen von q geordnete Reihen 
sind, deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen (Kreis- 
teilungszahlen) sind. 

Demnach läßt sich nach steigenden Potenzen 
von q entwickeln und die Koeffizienten dieser Entwicke- 
lung sind ganze algebraische Zahlen. 

Ist 8 eine symmetrische Funktion der mit rationalen 
ganzzahligen Koeffizienten, so läßt auch diese sich in derselben 
Weise nach Potenzen von q entwickeln. Andererseits ist 8 nach 
dem Fundamentalsatz über symmetrische Funktionen rational durch 


7t ih 


(21- + 1) f: 


2/t-l-l h'Y 

2 mj 


('v. 

ryV 
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die Koeffizienten ausdrückbar, ist also eine ganze rationale 

Funktion von l nait rationalen Zahlenkoeffizienten von der Form: 

(12) 8= ^8, H P s,, 

worin die /So, Si^ 8^^ rationale Zahlen sind. Daß es ganze 
Zahlen sind, soll eben bewiesen werden. Das ergibt sich aber 
sehr einfach, wenn man in (12) für l die Entwickelung (3) ein- 
setzt und dann die Koeffizienten gleich hoher Potenzen von g auf 
beiden Seiten miteinander vergleicht. Man bekommt nämlich zur 
Bestimmung der /So, /Si, /Sg, ..., eine Reihe linearer Gleichungen, 
deren jede folgende nur ein neues 8i und zwar mit dem Koeffi- 
zienten 1 enthält, während auf der anderen Seite dieser Glei- 
chungen ganze algebraische Zahlen stehen. Hiernach sind also 
die /So, /Si, /Sq, ..., ganze algebraische Zahlen, und da sie rational 
sind, sind es auch ganze rationale Zahlen. 

Da wir überdies nach § 57, II und (7) ^(0) und J.(oo) 
kennen, so ergibt sich für A{x) der Ausdruck: 

(13) A{x) = + -[-••• -f- m, 

worin die %, « 2 , ganze ganzzahlige Funktionen von 
X sind. 

Ferner ist nach § 57, (7): 

I){x) = 

und folglich: 

(14) -^Dix) = H“1 -|~ -|- ci^x^ -j” 

[Das Zeichen ± in (13) und (14) ist nach § 57 bestimmt durch 

m — l“j 

Für die Funktionen JB und G gilt die Relation: 


(15) 


£{x) = 0(i), 


und ihre Wurzeln sind daher zueinander reziprok. Der erste und 
der letzte Koeffizient sind in B und in G gleich der Einheit. 


Die Wurzeln von B sind: 

yh,h> = sn(ißf7i,7i/~j- K) = )l% 


(16) 




10 


ß - 4 - V CO 

{ ni ’ 




'h h' CO 


m 


«,) 


Cn 

dn 


37 * 
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und lassen sich in folgender Weise entwickeln: 


(17) 


yj q\ * 2 7nJ ß m 

U Q\ 


U gv e 

Im Nenner dieses Ausdruckes kommt nur ein Glied mit 
niedrigster Potenz von g vor, das man erhält, wenn man für v 
die dem Bruch — li'lm zunächst gelegene ganze Zahl setzt. 

Im Zähler kommt im allgemeinen auch nur ein niedrigstes 
Glied VOX', dessen Koeffizient eine Einheit ist. In dem besonderen 
Falle, wo y /m eine ganze Zahl ist, kommen aber im Zähler zwei 
gleiche niedrigste Glieder vor, nämlich (für y = 0) v = 0, — 1. 
Diese geben zusammen 

i ^ llTC 
g4 2 cos — 




m 


und 2 cos — ist eine algebraische Einheit. [Zu schließen aus 


Bd. I, § 144, (19).] 

Demnach läßt sich sowohl der Ausdruck (17), als auch sein 
reziproker Wert nach steigenden Potenzen von g in der Art 
entwickeln, daß der Koeffizient des ersten Gliedes den Wert 1 
hat und alle übrigen Koeffizienten ganze algebraische Zahlen sind. 
Daraus schließt man, ebenso wie in bezug auf Ä(x)^ daß sich 
B(x) 0(p) in der Weise darstellen läßt: 

(18) JB(x) G{x\ = _j 

worin die öj, ganze rationale Funktionen von A mit ganzen 
rationalen Zahlenkoeffizienten sind. Außerdem sind die Koeffi- 
zienten &, die gleichweit vom Anfang und vom Ende abstehen, 
einander gleich. 

Betrachten wir noch die aus (8) fließende Gleichung: 

(19) xÄ(x) — BJxmvD{x) = 0, 

die in bezug auf x vom Grade ist. Ihre Wurzeln sind die 
Größen: 


y^c sn^, y% m(v 4“ 

Das Produkt dieser Wurzeln ist, vom Vorzeichen abgesehen, 
gleich dem unabhängigen Gliede in dieser Gleichung, also gleich 

+ y% sn^?^?;, 

und " ^ 

( 20 ) 


daraus ei'gibt sich: 


y% mmv 
y % sn V 


7 i,h' 


n y'jc 
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§ 156. Übergang zu den singulären Moduln. 


Wir nehmen jetzt an, daß co die Wurzel einer quadratischen 
Gleichung : 

( 1 ) a(X)'^-{-b(D-\-c = 0 

mit der negatiyen Stammdiskriminante 

( 2 ) J — l)^ ^ lac 

sei. 

Ist dann j{coi) die Inyariante, so genügt die Größe X [§ 155, 

(2) ] der Gleichung 6ten Grades: 

(3) Aß ^ 9 . 16 A4 — [i (05) — 27 . 2«] X^^ 64 [j (o) — 27 . 64] = 0, 
deren Koeffizienten ganze algebraische Zahlen sind. Folglich ist 
X selbst eine ganze algebraische Zahl (Bd. II, § 154, 

und in § 135 haben wir gesehen, daß X Klasseninvariante der 
Diskriminante 4^ oder 16 z/ ist. 

Wir adjungieren also dem Klassenkörper ^ (z/) die Zahl X 
und erhalten einen Klassenkörper: 

8 == i?(4z/), wenn z/ = 0 (mod4), oder = l(mod8). 

8 = (16 z/), z/ = 5 (mod 8). 

Ist h die Klassenzahl von z/, also der Eelativgrad von 
in bezug auf den quadratischen Körper 
Relativgrad von £ in bezug auf iß, so ist (§ 100, § 123): 

h' = wenn J = l (mod 8), 

(5) h' = 2h, „ z/ = 0 (mod 4), 

W = ßh, „ z/ = 5 (mod 8). 

In dem ersten dieser drei Fälle ist also £ mit (z/) identisch. 
Durch die Substitution des singulären Moduls co gehen die 
Koeffizienten h, ig, ..., in § 155, (13), (18) in 

algebraische Zahlen über, und daraus folgt, Bd. II, § 154, 11., daß 
die Wurzeln von Ä(x), nämlich: 

(6) y^snß;i,hM ganze Zahlen 

und die Wurzeln von B{x): 

m Einheiten 

sind. 


Dieser Umstand ist es, 
besonders empfiehlt, weil x im 
erst 4 x. 


der die Einführung von X an Stelle von j« 
allgemeinen keine ganze Zahl ist, sondern 



:lr 
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Nun ist für variable x und v [§ 45, (5)]: 


du (t?, x) 


Setzen wir hierin: 


V = Slhhf = 


dn{iv^x') 
cn (i %') 

2hK+2h^ir 


-^2h' K! ^2hiK 

so haben die dieselbe Bedeutung für %' wie die Sl für d. h, 
sie entsprechen der Vertauschung von (c5, — l/cn) und es ergibt 
sich aus (7) und (8), daß auch 


Es sind also auch 


eine Einheit ist. 


h ~j- V CO 


1^0 _ V m / 


- cn ßft, 


’li -)- h' CO 


,, — Tf — i — j-i — r algebraische Einheiten. 

* ” ß-\- A ®\ 


Aus der Formel § 155, (20) folgt für ^ = 0: 

h,h* __ 

( 10 ) +m = n l/^x == 

1. Die ganzen Zahlen sind also Teiler der 
Zahl m. 

Wir setzen jetzt, wenn m und n zwei ungerade Zahlen sind: 
^ 2hE-i-2h'ir 
m ’ 

^ _ 2lK-^2Vir 


und substituieren in der Formel § 155, (20): 

V = Bi^y. 

Dadurch ergibt sich: 


^[x sn m Hl y y , -rr 



§ 

worin 
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( 12 ) 


ist eine ganze Zahl. 


und folglich sind die Faktoren des Produktes (11): 

"J/jT sn (lii^v 

ganze Zahlen [nach (6)]. Vertauscht man in (11) wieder m und 
so folgt: 

y % sn^?. 

Dies gilt für beliebige ungerade w, also auch, wenn n relativ 
prim zu m ist, für (mod m) und es ist also auch 

y % sn n“-! j,. . 

1 — p = — TZ eine ganze Zahl. 

yxsnß/,,;^. ^ 

Ersetzt man liierin h^h' durch nli^ nh\ so folgt, daß, auch 

]r% sn • r 7 1 . 4 . 

^ — eine ganze Zahl ist, 

y X sn n 

also ist der Quotient (12) eine Einheit, oder anders ausgedrückt: 
2. Durchläuft n eine Reihe ungerader, zu m teiler- 
fremder Zahlen, so sind die ganzen Zahlen: 

(18) yx snnß;,,;^' 

miteinander assoziiert. 


§ 157. Komplexe Multiplikatoren. 

Es genüge co wie im vorigen Paragraphen der quadratischen 
Gleichung 

(1) Of co^ -j-' ho — |— c = 0 
mit negativer Stammdiskriminante 

J = 1)^ — 4: ac^ 
also sei : _ 

— b 4- 

(2) 0. = -i4- 

Wir legen unseren Betrachtungen wie im vorigen Paragraphen 
die Funktion 

(3) V»-” = 1^ = 
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zugrunde, die wir als Funktion von u — v/2K mit s{u) be- 
zeichnen. Diese. Funktion hat dann die durch 
^ s(« + 1) = -s(m), 

^ S (tt -j- CO) = S (ti) 

ausgedrückte doppelte Periodizität. Alle Perioden von s(u) sind 
in der Form 2?n-j-nco enthalten, worin w, n ganze rationale 
Zahlen sind, und gehen also durch Multiplikation mit a in ganze 
Zahlen über. 

Zwei Zahlen te, w', die sich nur um eine Periode unter- 
scheiden, heißen kongruent nach dem Modul 2, co: 

= ii (inod 2, 0 }). 

Da die Funktion snu einen Wert nur zweimal im 
Periodenparallelogramm anniramt^ so wird nur dann 

S (%l) — S (tt'), 

wenn entweder 

ii = ii! 

(5) oder (mod 2, o) 

— 1 — 

ist, und s{%i) verschwindet nur, wenn 
^ = 0, 1 (mod 2, co) 

ist. 

Da jede gebrochene Zahl in ^ durch Multiplikation mit einer 
ganzen rationalen Zahl in eine ganze Zahl verwandelt werden kann, 
so ergibt sich aus § 156, (6) der Satz: 

1. Ist rj irgend eine gebrochene Zahl des Körpers 
ß, so ist s(ri) eine algebraische Zahl, und wenn ins- 
besondere 7j so dargestellt werden kann, daß sein 
Nenner relativ prim zu 2 ist, so ist s( 7 i) eine ganze 
algebraische Zahl, 

Es sei jetzt 

(^) M y 

eine ganze Zahl in ß, in der y ganze rationale Zahlen sind i), und 

= y — X 

die zu y, konjugierte Zahl. Ferner 

C^) m ~ = y2 — J ^2 

die Norm von die wir als ungerade voraussetzen. 

. D lui Pall eines geraden J kann hiernach ,u jede ganze Zahl aus St 
sein. Xm hall eines ungeraden J ist /u eine Zahl der Ordnung [2]. 
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Es ist dann nach (2) 

^ y b X % aoi 
^ 3 ^ CO = — 2 cx (y • — b x) CO ^ 

m — {y -j- hx){y — bx) iacx^^ 
woraus folgt, daß 

y hx und y — hx 

ungerade sind. 

Daraus ergibt sich nach (4): 

+ 1)] = — S((tM), 

S[|lt(M+ «)] = 

Die Funktion s{y>u) hat also dieselben Perioden wie s(ii\ 
und da s{^iC) eine ungerade Funktion von u ist, so kann sie 
rational durch s{u) ausgedruckt werden. Wir bezeichnen mit 
JL(s), D{s) ganze rationale Funktionen you s= die 

übrigens nur die geraden Potenzen von s enthalten, und setzen: 

(10) s{iiu) = {is(u)^^- 

Die Werte von s{u), für die s{(iu) Null oder unendlich 
wird, sind nach 3. algebraische Zahlen, und da sich aus diesen 
die Koeffizienten von A. und D zusammensetzen lassen, so sind 
diese auch algebraische Zahlen. Um ihre Natur näher zu be- 
stimmen, denken wir uns den Bruch (10) zunächst so erweitert, 
daß J) rationale Koeffizienten erhält. Das geschieht dadurch, 
daß wir Zähler und Nenner mit dem Produkt aller zum Nenner 
konjugierten Faktoren multiplizieren. Wir können also J.(s) und 
D(s) in die Form setzen: 

A (s) = Al -j- jdg S* -(- .id.;, S* ■ '5 
00 D(S) = A + -^3«" + + 

worin die A, -Da, • ••, nach unserer Voraussetzung rationale Za,hlen 
sind, während A^, As, ...,7.u bestimmen sind. Setzen wir wie in 
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Entwickelt man die linke Seite nach ^Potenzen von so sind 
die Koeffizienten rational durch l und ausdrückbar, gehören 
also dem Körper _ 

8 = ot (A, ij) 

an. Entwickelt man die rechte Seite in gleicher Weise und 
ordnet nach den Potenzen von so tritt Av zuerst in dem 
Koeffizienten von auf, und zwar mit dem Faktor 1 behaftet. 

Danach läßt sich Av bestimmen, wenn die früheren Koeffizienten 
schon bestimmt sind, und es folgt, daß alle diese Koeffizienten 
dem Körper S angehören. 

Da man nachträglich wieder Zähler und Kenner des Bruches 
Ajl) durch rationale Rechnung von gemeinschaftlichen Faktoren 
befreien kann, so ergibt sich der Satz: 

2. Wenn in dem Ausdruck (8) Zähler und Nenner 
J.(s),D(s) von gemeinschaftlichen Faktoren befreit 
sind, so gehören diese Funktionen dem Körper 8 am 

Um die Funktion A (x) darzustellen, nehmen wir den Koeffi- 
zienten der höchsten Potenz von x gleich 1 an und untersuchen, 
für welche Werte von u die Funktion s{ix%i) verschwindet. Wir 
bezeichnen einen Wert für den s{j^%C) verschwindet, mit 
und erhalten dann als Bedingung des Verschwindens nach (5) 
eine der beiden Kongruenzen 

2 p = 0, 1 (inod 2, 0 )). 

Es ist also Q eine Zahl des Köi’pers wQ, die zwar gebrochen 
sein, aber keine anderen Nenner als einen Teiler von 2 a haben 
kann. Andererseits kann man q um ein Vielfaches von ^ ver- 
ändern, ohne daß der Wert s(2p//x) geändert wird, und da es 
nur auf den letzteren ankommt, und man der Kongruenz: 

wenn | eine ganze Zahl in £l ist, durch eine ganze Zahl q genügen 
kann, so können wir q als ganze Zahl annehmen, wenn wir vor- 
aussetzen, daß der erste Koeffizient a in (1) ungerade und 
relativ prim zu g. sei. Diese Annahme halten wir von jetzt an fest. 

Lassen wir also q ein vollständiges Restsystem nach dem 
Modul p mit Ausschluß der Null durchlaufen, so erhalten wir 
alle W erte von s, für die A (s) verschwindet, in der Form ; 

(IS) 



§ 157. 


Komplexe Multdplikatore 


587 


Es ist noch zu zeigen, daß toü den Zahlen (13) keine zwei 
einander gleich sind. Wäre 


J 


-Cfy 


ohne daß 9 = (>' (mod jr) wäre, so müßte nach (5) 

= 1 (mod 2, «) 

sein. Es müßte also a{l + «) durch 2 teilbar sein, also auch, 
wenn m zu a' konjugiert ist, ci(l + ca') durch 2 teilbar, und 
mithin 

a(ra — <a') = = Q (mod 2). 

Es wäre also z/ durch 4 teilbar, und = \a‘^{a — ra')a 
wäre gleichfalls noch Diskriminante , was der Annahme wider- 
spricht, daß z/ Stammdiskriminante sei^). Hiernach sind die 
Größen (13), deren Anzahl m — 1 beträgt (Bd. II, § 165), alle 
voneinander verschieden, und es ergibt sich 


(14) 


A{x) 


fl 


:¥)]■ 


Die Funktion s(m) genügt nach § 44, (20) der Gleichung; 


und wegen (8) und (4); 


s(m)’ 


I (— 1 )“" 


und demnach ergibt sich aus (10), wenn man « durch u 
ersetzt : 

s{^u) 


(15) 

(Iß) 


s(u) 




(_l)°»l)(s) 

S(M)ri.(S) ’ 


AL(s)J.(i) = 


*) Eh müßte h gerade und a — h c durch 4 teilbar sein, und 
1 j ~ _ aj — a(u — 6 ■+• c) wäre Diskriminante. Für eine beliebige 

Diskriminante J) könnte man denselben Zweck erreichen,^ wenn man zum 
Zähler der Ausdrücke (13) eine Potenz von 2 als Faktor hmzuiugte. 




t; 
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Da A und D oline gemeinschaftliche Teiler sind, so ist für 
eine Variable x und eine Konstante li: 

und indem man x durch l/x ersetzt: 

hA{x) 

und nach (16): 

Also ist 

(17) D{x) 




Qßm — l J) 
(— 




worin e = +l oder = 4:^ ist. Das hängt nach (Iß) davon ab, 
ob gerade oder ungerade ist^). 

Gebrauchen wir also wieder die Bezeichnung (10), jedoch jetzt 
unter der Voraussetzung, daß A und D ohne gemeinschaftliche 
Teiler sind, so ergibt sich: 

fl8> csUzi)- A g + 4 + • • • 

(Ib) eS{!iu) — ^ A,n-2S^ + ••• itsS’—s -f A, 

und die J3, ..., Am-i sind ganze Zahlen des Körpers i?, 
denn sie sind die symmetrischen Grundfunktionen der ganzen 
Zahlen (13). 

Im besonderen ergibt sich, wenn man u = 0 setzt: 

(19) A^ — 8 II j 

und daraus: 


( 20 ) 
Die s 




= As(?i\. 




sind also Teiler von 


Aus (10) folgt: 

(21) sA{s) — s(}iu)D(s) = 0, 

und dies ist, wenn s(^u) als gegeben betrachtet wird, eine 
Gleichung für s(ii) vom Grade, deren Wurzeln sind: 


s(m), s|^w + ^ 


0 Aus § 138 ergibt sich, daß i im Körper S enthalten ist; (17) stellt 
also nicht im Widerspruch mit dem Satze 2. 



§ 157. 


Komiiloxe Multiplikatoren. ggg 

Das Produkt dieser Wurijeln ist also, da den Koeffizienten 1 
hat, gleich dem negativen unabhängigen GHed, d. h. es ist: 



und daraus für n = 0 wie oben: 


£(i = hs(^y 

Es sei jetzt i; eine gebrochene Zahl in ß mit dem ungeraden 
Ideainenner q; dann folgt aus (22), daß s({i^)/s(f,) eine ganze 
Zahl ist, wenn (i eine beliebige Zahl (6) in ß ist Nehmen wir 
(I relativ pnm zu n und setzen = 1 (mod o), so können wir 
n durch (i'r] ersetzen und finden, daß auch eine 

ganze Zald ist, worin g' ebenso beliebig ist wie g. Folglich ist 
auch 3(71)/ s(fi 7 j) eine ganze Zahl und mithin eine Einheit. 
Wir lml)eu also den Satz: 

d. Ist 7 j eine Zalil in iß mit ungeradem Ideal- 
ueiinei, uiul dui*clilauft ^ eine Reihe relativer Prim- 
zahlen zu a, 80 sind die Zahlen 

niitoin ander assoziiert. 

Noch (iine weitere Bolgorung ei'gibt sich daraus, wenn man 
in (22) u — setzt: 



Bind mm ^ und relativ prim zu so ist die linke Seite 
nach B. eine Blinheit, und folglich müssen auch alle Paktoren der 
rechten Beite 



<(ie ja ganze Zahlen sind, Einheiten sein. 

Auf diese I"orm läßt sich aber jedes 0 ( 12 ) bringen, wenn 


eine gebrochene Zahl in ß ist, in deren Nenner zwei verschiedene 
ihnmideale aufgehen, falls dieser Nenner ungerade ist. Denn man 
kann in diesem B'alle den Nenner ^ von yj in zwei Ideale üi Oq 
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zerlegen, die zueinander relativ prim sind, und man kann dann 
zwei ungerade ganze Zahlen «i, «2 ^ bestimmen, die zuein- 

ander relativ prim sind, von denen die eine durch a^, die andere 
durch Q2 teilbar ist. Es ist dann ^«^«3 eine ganze Zahl in 
und man kann nach Bd. 11, § 166, (4) zwei ganze Zahlen pi, ^2 
so bestimmen, daß 


V Ci. DCo , 

+ 92^1 
r 

und daher 

V fl / \ «1 ^ «2 / 

wird. Dies ist aber von der Form (25). Wir bekommen daraus 
den Satz: 

4. Enthält eine gebrochene Zahl rj in «ß mit un- 
geradem Nenner zwei oder mehr verschiedene Prim- 
faktoren im Nenner, so ist s(r}) eine Einheit. 


§ 158. Zerlegung der Funktion A(x), 

Es seien jetzt 

^ z= y ^ y^/ , 

= 2/1 H” 

zwei ungerade ganze Zahlen in P von der Form § 157, (6). Es 
sei m der größte gemeinschaftliche Idealteiler von /a und /u-p 
Setzt man also 

y = mc\, 

-■= mOi, 

so sind a und zwei äquivalente Ideale ohne gemeinsamen 
Teiler. 

Die den beiden Zahlen fi, entsprechenden Funktionen Ä (x) 
bezeichnen wir mit 

und fragen, welche gemeinschaftliche Wurzeln diese Funktionen 
haben, wann also die Grleichung: 

= <^) 

erfüllt sein kann, wenn q nach dem Modul /ix, nach dem Modul 
genommen ist. 



§ 158. 
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^erlegm]g der Funktion A (x). 

Da die Kongruenz 

2 0 , 2 o, 

y + “ = 1 (mod 2, ra) 

uiclit möglich ist, was man ganz wie oben (S. 589) zeigt, so ist 
für die Gleichung (3) notwendig und hinreichend: 

w . 

Dai^aus folgt: 

(5) — (mod fl fi^), 

und dies ist nur dann möglicL, wenn 

(6) () = 0 (mod a), ^>1 = 0 (mod Oi). 

Sind umgekehrt die Bedingungen (5) und (6) erfüllt, so ist; 

eine ganze Zahl und die Gleichung (3) ist befriedigt. 

Man nehme nun eine durch a teilbare ganze Zahl in Sl: 

(7) w = ac, 

worin c relativ prim zu ^ und ist. Wenn dann q durch a 
teilbar ist, so kann man eine ganze Zahl | nach dem Modul nt 
,, aus der Kongruenz 

Q = cc^ (mod 
bestimmen (Bd. II, § 106, 7.); dann ist 

(8) =:^ = nic 

eine durch o^ c und durch kein anderes Ideal teilbare ganze Zahl, 
und aus (5) ergibt sich 

^»1 = « 1 1 (mod gl). 

5. Wir erhalten also die gemeinschaftlichen Wur- 
zeln von Af,(x), Aj,^(x) in der Form: 


ßci^\ 


V g / 



worin ^ ein vollständiges Kestsystem nach dem 
Modul 111 durchläuft. 

Hierin kann in jedes beliebige ungerade Ideal in ß 
bedeuten. 

Denn man kann zu jedem solchen Ideal zwei Zahlen g, gi 
von der Form (2) wählen und dann m unter den äq[uivalenten 
Zahlen so, daß a ungerade und relativ prim zu ggi wird. 
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Sucht man den größten gemeinschaftlichen Teiler von und 
so erhält man eine ganze Funktion deren Koeffizient 
ganze Zahlen in ß sind, deren Wurzeln die Größen (9) sind, und 
wenn man endlich von Faktoren befreit, die es mit irgend 
einem J-m/ gemein hat, in dem in' ein echter Teiler von ni ist, so 
erhält man eine ganze Funktion: 

( 10 ) Tnx{xy = ± ^ 0 , 

deren Wurzeln nur die unter den Größen (8) sind, in denen | 
relativ prim zu in ist. 

Der Grad v dieser Funktion ist nach Bd. II, § 1G8 zu be- 
stimmen. Wir wollen sie die Idealteilungsfunktion nennen. 
Ihre Koeffizienten sind ganze Zahlen des Körpers 2, und es ist 
speziell 

( 11 ) = 

worin ^ ein vollständiges System inkongruenter, zu m teilerfremder 
Zaklen durchläuft. 

Die Wurzeln von (x) sind gleich und entgegengesetzt, und 
wir erhalten eine Gleichung von . Graden für die Größe 



Durch Adjunktion dieser Größen zu dem Körper 2 entstellt 
ein Körper den wir gleichfalls Teilungskörper nennen. Er 
ergibt sich aus dem Teilungskörper des § 154 durch Adjunktion 
von K. Die Gruppe dieses Körpers ist in der Gruppe der Zahlen 
I (mod m) enthalten, wie leicht aus den Multiplikationsformeln 
folgt.' 

Wir bemerken noch, daß sich der allgemeine 'l'eilungskörper 
durch Anwendung des Additionstheoreras auf den Fall zurück- 
führen läßt, wo Ul eine Potenz eines Primideals in ß ist. 

§ 169. Primideale. 

6. Ist ri eine gebrochene Zahl des Körpers ß, die 
in reduzierter Form den ungeraden Idealnenner u 
hat, und ist tu ein zu n relativ primes Ideal, so ist 
die ganze Zahl s(r]) relativ prim zu tu. 

Deun man nehme in ß eine durch a teilbare, zu 2 tu teiler- 
fremde ganze Zahl ft an. Dann ist fttf eine ganze Zahl. In 
dem Produkt § 157, (23) 









( 1 ) 



kommt eine Zahl 2q vor, die mit ftij nach dem Modul (i kon- 


gruent ist. Folglich ist s(i?) ein Teiler von fi und mithin relativ 
prim zu m, wie h(jwiesen werden sollte. 

Nehmen wir jetzt an, daß in der Formel (11), § 158 


( 2 ) 



lu ein Primideal des Körpers ß sei und setzen demgemäß 
lu = p, so daß i ein volles Restsystem nach dem Modul {) mit 
Ausschluß der Null durchläuft. 

Nehmen wir dann so an, daß es nur durch die erste Potenz 
von teilbar und durch ein beliebig gewähltes anderes Primideal 
p' nicht teilbar ist, so kann Tq nach dem Satz 6. nicht durch p' 
teilbar sein. Nun ist Tq nur von dem Ideal p abhängig und 
unabhängig davon, wie im übrigen die Zahl p genommen ist. 
Folglich ist To nach dem Satz 6. durch kein von p verschiedenes 
Primideal teilbar. Es kann aber auch p nicht in einer höheren 
als der ersten Potenz in auf gehen, denn die Faktoren des 
Produktes (1) kommen alle unter den Faktoren des Produktes (2) 
vor, und folglich ist (i durch to teilbar. Demnach können wir 
geradezu 

(;-() to = b 

setzen, und da tq eine Zahl im Körper ö ist, so folgt. 

7. Jodes ungerade Primideal des Körpers Si ist 
ein Körper Ü, ein Hauptideal. 

Auch in der Annahme, daß p relativ prim zu a sein sollte, 
liegt keine Einschränkung dieses Satzes. Denn wir können bei 
gegebenem p unter den äquivalenten Formen (a, b, c), ohne H zu 
ändern, eine auswähleu, bei dem diese Forderung erfüllt ist. 

Noch nicht bewiesen ist aber hierdurch, daß p auch im 
Klassenkörper selbst ein Hauptideal ist. Wenigstens fol^ 

dies nur in dem Fall J = 1 (mod 8), wo & mit C identisch ist j 
Nach dem Satz 3., § 157 sind die Faktoren des Produktes (2) 
alle miteinander assoziiert. Die Anzahl dieser Faktoren ist > 


und demnach können wir auch setzen: 



’ >) Vgridörzu § 122, wo aueü der Fall der Primzahl 2 erledigt ist. 
Weber, Algebra. HI. 




594 


Dreiund zwanzigster Abschnitt. 


§ 160 . 



§ 160. Primideale erstea Grades in 

Es kommt nun vor allem darauf an, die Primzahlen p aufzu- 
suchen, die im Körper S in Primideale ersten Grades zerlegbar 
sind. Nach § 122 und § 156 sind das die Primzahlen die durch 
die Hauptform der Diskriminante D = oder 16^ darstellbar 
sind. Diese sind von der Form: 

1) :P — iß — J = Q (mod 4) oder = 1 (mod 8), 

2) p = z/ = 5 (mod 8). 

Ist ^ = 1 (mod 8), so muß der dritte Koeffizient der Form 
(öS, b, c) gerade sein. M J = 0 (mod 4), so können wir c 
gerade annefimen, indem wir nötigenfalls zu der Parallolform 
(«,6 4- 2 a,a -f 5 -)- c) übergehen. Zerfällt also p in die beiden 
Primfaktoren tc, je', so ist 

(1) 1) = + 

2) JE = 2/ + 2 öj 

und um die Multiplikationsformel § 157, (10), (17) auf (i = jc 
anzuwenden, haben wir im letzteren Falle x durch 2 * zu ersetzen. 
Wir können also in allen Fällen c x gerade und daher s = 4 i 
annehmen. 

Die in den Darstellungen (1), 1), 2) liegenden Bedingungen 
für den Modul 2 lassen sich in die eine zusammenfassen: 

7t = l (mod 2). 

Setzen wir, wenn W(jr) =_p ist, für den Augenblick zur 
Abkürzung; 

(2) ^ ~ ÄiX AgX^ ß- xP~’^ -j- 

t(x) = 1 -]- Aj,_fiX^ -j 4- AsXP~^-j-AiXP~\ 

so ist nach § 157, (18), (19) 

(3) A=±^, 

und 

W i s (je w) = 

Eind daraus ergibt sich durch Differentiation nach u: 

(5) j_ JES'(jEM) _ q}'(s)iP(s) — <p(s)il> '(s) 

s'(m) iij(sß 

Nach § 155, (.5) ist aber 

s'(a)2 == 1 _ 
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und aus (5) eigibt sicli durch Quadriereu mit Benutzung von (4): 
4 :il){sY — l(p(sYij)(sY-\- 4 :ib(sY 

= i 9 '{s)t{s)-rp'is)^(s)]K 

Da rechts eine ganze Funktion von s steht, so muß auf der 
linken Seite der Zähler durch den Nenner teilbar sein (was sich 
auch aus der Betrachtung der Nullpunkte ergibt), und es folgt; 

3t2 ® = [9,' (s) ip(s) — (p (S) i,' (s)]2, 
wo ® eine ganze Funktion von s ist, deren Koeffizienten ganze 
Zahlen in S sind. Es muß also ® das Quadrat einer ganzen 
Funktion sein, deren Koeffizienten gleichfalls ganze algebraische 
Zahlen sind (Bd. I, § 2; Bd. II, § ]59), und es ergibt sich daraus 
für ein variables x: 

(6) cp' (x) (x) — ij)' (x) q[) (x) = 0 (mod n). 

Hiernach läßt sich beweisen, daß die Koeffizienten ^3, 

A;„ Ap- 2 alle durch n teilbar sind. 

Von Al wissen wir das schon. Nehmen wir also an, es sei 
bewiesen für 

-'dl, Agi ..., Aiv—i (2v -|- 1 <Cp)i 

so folgt: 

cp (x) ^ H2, + iX2*' + 1 -| 

cp'{x) = (2i; +I)^a, + ix2-' + ... 

^ (x) = l-YAp_ 2 X^Y-- 
2 „2 ^ • * •“ 

Sueben wir also in (6) den Koeffizienten von so folgt: 

(2i/ -f" 1) Ar + i = 0 (mod Tc). 

Da 2-1/ *4" 1 <^]) und p eine Primzahl ist, so ist 2i/-j- 1 
relativ prim zu jr, und es folgt: 

(7) ^2v + i = 0 (mod jr). 

Setzen wir in (4) für u einen der Werte 2o(;|/fi, § 158, (9), 
so wird S{ti) eine Wurzel der Ideal-Teilungsgleichung § 158, (10), 
und es folgt: 

+ s{ 7 tu) = [s(tf)]^ (mod 7 t)j 
und wenn wir ein Quadrat erheben: 

(8) S{ 7 tuy^ = (mod 7 c). 

Insbesondere ist also 

(ü) S(w)2 ^ s(uy^ (mod Ji;), 


jr = + 1 (mod m) 
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ist Die Zahl s(uy erzeugt den Körper Es ist außerdem 
nach § 122 für jede Zahl ^ in 8: 

(11) Q = (mod 

wenn ^ ein in aufgehendes Primideal in 2 ist, und folglich ist 
für jede ganze Zahl z in 2,,,, wenn ein Primideal in ist: 

(12) tp = T (mod ^')^ 
wenn die Bedingungen (10) und (1) erfüllt sind. 

Daraus ergibt sich: 

8. Damit eine in existierende Primzahl 7t im 
Körper in Primideale ersten Grades zerfalle, ist 
notwendig und hinreichend, daß 
7t = 1 (mod 2), 

;r = Hh 1 (mod m). 

Von einer gewissen endlichen Anzahl von Primzahlen (die in 
den Diskriminanten der auftretenden Gleichungen aufgehen) ist 
dabei abgesehen. 


§ 161, Zahlgruppen und Idealgruppen. 

Wie in § 98 und § 106 bezeichne ich mit 0 die Gesamtheit 
der ganzen und gebrochenen Zahlen des quadratischen Körpers 
nach Ausschluß aller Zahlen, die zu einem beliebig angenommenen 
8 nicht teilerfremd sind. S kann eine rationale Zahl, eine Zahl 
in Sl oder auch ein Ideal sein. Ich will es den Exkludenten 
nennen. In den drei Abhandlungen „über Zahlgriii)pen in alge- 
braischen Körpern“ i) habe ich gewisse Systeme von Zahlen aus O 
unter dem Namen Zahlgruppen zusammengefaßt, die dadurch 
definiert waren, daß das Produkt und der Quotient je zweier 
Zahlen einer solchen Gruppe in derselben Gruppe enthalten waren. 
Eine solche Zahlgruppe kann niemals die Zahl Null enthalten, 
enthält aber sicher die Zahl 1 2 ). 

Im gleichen Sinne wie von Zahlgruppen können wir auch von 
Idealgriippen reden, die ebenfalls ihren Exkludenten haben 
können. Es kommen hierbei natürlich auch gebrochene Ideale 
vor, und man bedient sich dabei nicht ohne Nutzen der Dar- 
stellungsweise durch die Funktionale (Bd. II, § 169). 

Mathematisclie Annalen Bd. 48, 49, ÖO. 

*) Fueter nennt diese Gruppen „ Zablstr ahlen“. Vgl. Fuetor, Die 
Theorie der Zahlstrahlen I, II; Grelle, Bd. 130, 132. 
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Die Gesamtlieit der ganzen und gebrochenen Zahlen des 
Körpers der wir einen beliebigen Exldndenten S beilegen, 
bildet die Zahlgruppe 0 und die Gesamtheit der Ideale Ö in dem 
gleichen Sinne eine Idealgruppe. 

Ebenso bildet die Gesamtheit der numerischen Einheiten 
eine Zahlgruppe J? und die Gesamtheit der funktionalen Ein- 
heiten eine Idealgruppe K 

Die Multiplikation zweier Gruppen Ä und JB zu dem Pro- 
dukt Ä J3 geschieht dadurch, daß man jedes Element von Ä mit 
jed^ Element von B multipliziert. Ist Ä eine Zahlgruppe, so 
ist EA. eine Idealgruppe. Diese enthält aber nur Hauptideale und 
kann daher Hauptidealgruppe genannt werden. 

Wenn die ganze Gruppe 0 in eine endliche Anzahl von 
Nebengruppen nach Ä zerfällt: 

^1) 0 = Acci — ÄCC 2 "“l“ ' ’ * "j~" Aocj^ 

so heißt die Zahl j der Index von Ä und wird mit 

(2) j = (0, Ä) 

bezeichnet (wie in § 100). 

Wir sprechen den ersten Satz aus: 

1. Ist A eine Zahlgruppe mit endlichem Index j, 
und Tj eine beliebige Zahl in 0, so ist rf in A ent- 
halten. 

Denn von der unbegrenzten Reihe der Potenzen 1, % ..., 

müssen zwei verschiedene Glieder in derselben Nebengruppe .4«,- 
enthalten sein, und ihr Quotient, der ja auch eine Potenz von ij ist, 
ist in A enthalten. Der niedrigste Exponent r, für den rf in A 
enthalten ist, erweist sich in bekannter Weise als Teiler von j. 

2. Ist A eine Zahlgrnppe mit ^dlichem Index, so 
läßt sich auch die Idealgruppe 0 nach EA in eine 
endliche Zahl von Nebengruppen zerlegen: 

0 = A 4-^2 -\-----\-Ahi 

=z Äüi Aa^ Aan, ^ 

und zwar können wir darin Oi, Ca, •••, öä ganze Ideale m 0 
wählen, da wir jedes gebrochene Ideal in 0 nach 1. durch Multi- 
plikation mit einer Zahl in A in ein ganzes Ideal verwandeln 
können. Wir brauchen nur für rj eine Zahl zu wählen, die durch 
den Nenner des Ideals teilbar ist, und mit einer genügend hohen 
Potenz von zu multiplizieren. 
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Die Zahl __ __ 

(4) h = (0, EÄ) 

heiJ3t die Klassenzahl des Körpers Sl nach und das System 
AOh die Idealklassen nach A. Den Satz 2. können 
wir nach den allgemeinen Gruppensätzen im § 100, 12. beweisen. 
Danach ist: 

EA) = (o; EO)jßO, EA), 

{Wo, EA) = {Wo, WEA) = {0, EA), 

(0, EA) {EA, A) = (0, A), 

{EA, = {E, E'), 

wenn E' die Gruppe der in A enthaltenen numerischen Einheiten 
bedeutet. Folglich ist 

(5) (ö:£^) = (ö;EO)i^, 

und (0, EO) ist die Zahl der absoluten Idealklassen in Sl, also 
eine endliche Zahl. Die Zahl {E, E') ist im quadratischen Körper 
mit negativer Diskriminante gleich 1, wenn — 1 in .4 vorkommt, 
gleich 2, wenn — 1 nicht in A vorkommt, und kann nur in den 
beiden Ausnahmefällen J = — 4, z/ = — 3 bis zu 4 oder bis 
zu 6 ansteigen. ■ ■ 

Gehören eil einer Klasse A^ an, und Oa, a'a einer Klasse A^, 
so gehören die IPr^iikte Cg und al 02 in dieselbe Klasse, die 
wir die Klasse A-^^A^ nennen. Die Klassen lassen sich also kom- 
ponieren undjbilden eine endliche Abelsche Gruppe, in der die 
Hauptklasse EA die Einheit ist. 

Eine Zahlgruppe A soll Kongruenzgruppe heißen, wenn 
sie nicht nur aus einzelnen Zahlen, sondern aus ganzen Zalil- 
klassen nach einem Modul 31 besteht, d. h. wenn oc zu A gehört, 
so sollen auch alle mit a nach dem Modul 3£ kongruenten Zahlen 
zu A gehören; Jf soll der Modul der Kongruenzgruppe heißen. 
Eine Kongruenzgruppe hat immer einen endlichen Index, weil ja 
schon die Anzahl der Zahlklassen nach dem Modul 31 endlich ist. 
Statt 3£ kann man auch jedes Vielfache von 31 als Modul wählen. 
Darum gewinnen wir auch keinen allgemeineren Begriff, wenn 
wir für M ein Ideal nehmen. Wir können sogar M als natürliche 
Zahl annehmen. 

Wenn ein Ideal ni relativ prim zu 31 ist, so kann man in 
jeder durch cc repräsentierten Zahlklasse eine Zahl cc^ aus der 
Kongruenz 
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Die durch, ein Ideal teilbaren Ideale der Hauptklasse. 

(ö) CÄQ = (% -j- = Q (mod m) 

bestimmen, worin # eine ganze Zahl in O, ist. 

Daiaus folgt, daß jedes im Exkludenten aufgehende Prim- 
ideal e in K aufgehen muß, weil sonst oto für ni = e durch e 
teilbar wäre. 

Haben a und M einen gemeinschaftlichen Teiler, so haben 
alle Zahlen der Form oo in der | eine beliebige Zahl ist, 

denselben gemeinschaftlichen Teiler mit M. Es gibt aber in A 
auch Zahlen, die relatiy prim zu M sind, z, B. die Zahl 1. Es 
gilt dann der folgende Satz: 

3. Ist Ul relativ prim zu ilf, so kann man in A 
eine dui’ch tu teilbare ganze Zahl ojq = luu von der 
Art bestimmen, daß n zu M und einem beliebig 
gegebenen Ideal c relativ prim wird. 

Hat man nämlich nach (6) eine durch m teilbare Zahl 
ccq ~ um 

bestimmt, die zu M teilerfremd ist, so erhält man andere solche 
Zahlen: 

= öio 4- Jf I = m n', 

wenn 

eine beliebige durch m teilbare ganze Zahl ist. Ist nun q ein in c, 
aber nicht in aufgehendes Primideal, so nehme man i durch 
q teilbar an, dann ist n' nicht durch q teilbar. Geht aber q in c 
und in «o auf, so nehme man i durch q nicht teilbar an; dann 
ist auch n' nicht durch q teilbar. 

Daraus folgt: 

4 Ist in ein beliebiges zu M teilerfremdes Ideal, 
so gibt es in jeder Idealklasse Av Ideale, die zu m 
relativ prim sind. 

Man nehme, um dies zu beweisen, ein Ideal h in der Klasse 
und bestimme nach 3. eine^Zahl 
06 =: afi, 

so daß a relativ prim zu iii ist, dann gehört a in die Klasse Av 
und genügt der Forderung des Satzes 4. 

§ 102. Die durch ein Ideal teilbaren Ideale der HauptMasse. 

Es soll jetzt unter ß der quadratische Körper mit 
negativer Grundzahl A verstanden werden. 
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In diesem Körper sei Ä eine Kongruenzgruppe mit dem Modul 
M und dem Exkludenten ä Die Gruppe A enthält, wie wir ge- 
sehen haben, unendlich viele ganze Zahlen. Wir fragen nach 
der Anzahl T(t) der ganzen Zahlen in JL, die durch irgend ein 
gegebenes ganzes zu M teilerfremdes Ideal m teilbar sind, deren 
Norm nicht größer als die positive Zahl t ist. 

Es sei (oci, a-i) eine Basis von m, also nach § 91, (11): 


(1) 


h -f 

= «22 «2 = <^22 


Hierin bedeute die größte in m aufgehende ganze rationale 
Zahl , Ct22 ^ die kleinste durch m teilbare ganze rationale Zahl; 
h ist eine Wurzel der Kongruenz: 

= A (mod 4 a), 

und es ist: 

(2) A — — 4 a c. 

(3) A/ (ni) = 0^22 öf. 

Da m relativ prim zu M vorausgesetzt ist, so können wir nach 
§ 161, (6) in jeder in A vorkommenden Zahlklasse nach M eine 
durch m teilbare Zahl «o bestimmen. Diese Zahl hat die Form 

und wenn wir 

a = «0 4 - {x «1 + 2/ «2) 

^ ^ = (^0 + «1 + {vq + ^ y ) cc ^ 

setzen und y alle positiven und negativen ganzen rationalen 
Zahlen durchlaufen lassen, so durchläuft a die Gesamtheit der 
durch m teilbaren und nach M mit kongruenten ganzen Zahlen 
der Gruppe A. 

Um alle durch ni teilbaren ganzen Zahlen in A zu erhalten, 
haben wir ein vollständiges Restsystem nach M in Sl zu suchen 
und darunter die in A enthaltenen durch m teilbaren Zahlen 
auszuwählen. 

Soll die Norm dieser Zahl a nicht größer als t sein, so cx'- 
gibt sich dafür, wenn wir die quadratische Form 

ax^ h xy -\- cy^ 

mit q^(x^y) bezeichnen, die Bedingung: 

t 
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Nehmen wir in einer Ebene ein rechtwinlceliges Koordinaten- 
system X, Y an, und bezeichnen als Gitterpunkte die Punkte 
mit den Koordinaten 

X = (^„ -H 3fcc) a,, |/|, 
r = (j/o + My) a,, j/|, 

worin 2/0 festgehalten werden und y alle ganzen rationalen 
Zahlen durchläuft, so wird durch dieses Gitter die Ebene in 
Quadrate geteilt, deren Fläche 


ö2 = Jfs 


a|2 a 

~T~ 


ist, und wenn T« Anzahl der Gitterpunkte ist, die innerhalb 
der Ellipse 

cp (X, X) = 1 

oder auf ihrer Grenze liegen, so ist füi- ein unendliches t 
gleich dem Flächeninhalt dieser Ellipse, also gleich 

Berücksichtigt man noch die Flächenelemente 5=, die von der 
Peripherie der Ellipse durchschnitten werden, aus denen man ein 
Maß für den Fehler dieser Flächenhestimmung erhält, so ist 

(r.) = + 

worin B(, eine mit unendlich wachsendem t endlich bleibende 
Große ist [Bd. II, § 194, (6)]. 

Einen solchen Ausdruck erhalten wir für jedes «o, und wenn 
wir diese Ausdrücke alle addieren, so erhalten wir mit Rücksicht 
auf (3) den Satz: 

Ist A eine Kongruenzgruppe mit dem Modul M 
und tu ein zu M teilerfremdes Ideal in ß, ferner T 
die Anzahl der in EA enthaltenen ganzen Haupt- 
ideale, deren Norm nicht größer als t ist, so ist 


( 6 ) 


N(m) 




worin 9 eine von tu und t unabhängige von Null 
verschiedene Zahl und B eine mit unendlich wach- 
sendem A endliche Funktion von t ist. 
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a« 

m 

i 

a 


( 7 ) 


Die Konstante g ist nach (5) näher bestimmt: 

y 7t 


9 = 


V— 


wenn y die Anzahl der in A enthaltenen Zahlklassen nach dem 
Modul M ist. 

Will man unter T die Anzahl der ganzen Ideale der Haupt- 
klasse verstehen, deren Norm nicht größer als t ist, so bleibt 
(6) auch dann noch bestehen, nur hat man, wenn — 1 in ver- 
kommt, die Zahl g zu halbieren, und in den beiden Ausnahme- 
fällen J = — 4, z/ = — 3 möglicherweise noch durch 4 oder 
durch 6 zu teilen. 


§ 163. Die Dirichletsclien Summen. 

Wir verstehen jetzt unter 0 die Idealgruppe der sämtlichen 
Ideale in (mit Rücksicht auf den Exkludenten 8)] A sei eine 
Kongruenzgruppe und 

(1) 1 = EA, 

die Gruppe der entsprechenden Hauptideale. Wir zerlegen 0 nach 
§ 161, (3) in die Klassen nach A: 

(2) 0 = Al -|- H“ * * ‘ “f" 1 

und betrachten die Summen: 

worin s eine positive Variable >* 1 bedeutet, und di die sämtlichen 
ganzen Ideale einer Klasse Ai durchläuft. 

Die Summen Si formen wir in folgender Weise um: 

Da N(ai) eine der Zahlen 1, 2, 3, ... sein muß, so bezeichnen 
wir mit ch die Anzahl der Ideale der Klasse Ai^ deren Norm = v 
ist, und erhalten 

(4) s,= o, + a + | + i + ... 

wobei, wenn eine Zahl v unter, der JV (di) nicht vorkommt, av 0 
zu setzen ist. 

Bezeichnen wir mit Z {v) die Anzahl der Ideale der Klasse 
Ai^ deren Norm nicht größer als v ist, so erhalten wir für Z{v) 
aus der Formel (6) des vorigen Paragraphen einen Grenzwert: 
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so ist 


Wir nehmen nach § 161, 4. in der Klasse (j4f) ^ ein zu M teiler- 
fremdes Ideal in und lassen in 

(5) m Oi = ä 

tii die Ideale der Klasse Ai, und folglich ä die durch m teilbaren 
Ideale der Hauptklasse durchlaufen; ist dann 

W (cii) ^ V, 

W(m)W(0i) = jy(a) 5 vN{m). 

Bedeutet wie früher T die Anzahl der durch in teilbaren Ideale 
der Hauptklasse, deren Norm nicht gröber als t ist, so ist, wenn 
t = vN(\n) gesetzt wird, 

Z(v) = T, 

und aus der Formel § 162, (6) ergibt sich 

(6) Z{v) = gv 

worin g eine Zahl, die für alle Klassen A, dieselbe ist, und Ey 
eine Funktion von v bedeutet, die mit unendlich wachsendem v 
nicht unendlich wird. 

Nach der Bedeutung von a, ist 
( 7 ^ Uy — Ziv) — Z(v—1), Z(0) = 0 

und folglich 

Si 

0,00 

Setzen wir für Z(y) den Ausdruck (6), so folgt. 

Si == 1/ 2:^ + ^ (i? " ()' + 1)’) ' 

Das zweite Glied dieser Summe; 

(y ~~ (y -f 1)®) 

ist unbedingt konvergent, solange s >1 ist, und ist daher eine 
stetige Funktion von s, die für s = 1 in 

^ _By 

yv (v 4- 1) 

übergeht; denn es ist 

Lim.'+iR f.{l- -^) = »LimS. 

■V : CO VI/ 


( 8 ) 

(ö) 


^ Z(v)- Z{v~l) 
2Li 








J 

I 
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endlicli. Die erste Summe in (9) ist 

( 10 ) + 


wo Cs für s = 1 endlicli bleibt, nämlich in den Wert der E ul er- 
sehen Konstante 0,5772 ... übergeht (Bd. II, S. 723). 

Berücksichtigt man dies, so ergibt sich aus (9) das Resultat: 
5. Hat 8i die Bedeutung (3), so ist 

(11) s, = + Gu 

worin g eine von der besonderen Klasse Äi unab- 
hängige von Null verschiedene Konstante ist, und 
Ci eine von Ai abhängige Funktion von s, die für 
5 = 1 endlich bleibt. 


Die Gruppe htm Grades der Idealklasse Ai ist eine Abelsche, 
und es gibt daher h Charaktere die sämtlich hte Einheits- 

wurzeln sind, darunter der Hauptcharakter der für jede 
Klasse = 1 ist. Ebenso hat für die Hauptklasse Ai jeder der 
Charaktere den Wert +1. Für diese Charaktere bestehen die 
Sätze : 

(12) >c = 2,3, ..., Ä, ^ = 2,3,...,^, 

(Bd. II, § 13). Wenn das ganze Ideal n in 0 in die Klasse Ä 
gehört, so setzen wir für jedes % : 

( 13 ) Xia) = z(Ä), 

und haben so für jedes Ideal in Ö die Charaktere nach der 
Gruppe Ä hestimmt. Für irgend zwei Ideale o und ß aus Ö he- 
steht die Relation: 

(1^) z(6) ;»:(6) = %(aß). 

Nun bilden wir aus Si die h Summe: 


(15) <2. = i?;cx(A-)G.-, 

wofür wir nach (3) und (13) auch setzen können: 


Q 



(16) 
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Darin kann % jeder der Charaktere sein, und die Summe 
erstreckt sich über sämtliche Ideale a you 0, Nach (11) ist, 
wenn wir 

G, hi^XÄ^Ci 


setzen, 

(17) 


Ql 


liG ,, 
J— 1 + 

Gxi 


1 . 


worin die (xi, G^-, Gj, Funktionen von s sind, die für s = 1 
einen endlichen Wert behalten. 

Die Summen Q lassen sich iu derselben Weise umformen, die 
wir schon im § 197 des zweiten Bandes kennen _gelernt haben. 
Danach ist, wenn b irgend ein Primideal in 0 bedeutet: 




1 + + 

1 j %(P) I I 


w(p)" ' 

und da sich alle Ideale a als Produkte solcher Ideale b darstellen 


lassen, so folgt: 

worin sich das unendliche Produkt JI auf alle Primideale b in 0 

erstreckt. _ -na. 

Zu jedem Ideal o in 0 gehört ein gewisser Exponent % 

d. h. es gibt einen gewissen ni^rigsten positiven Exponenten (p, 
für den a'/’ in der Hauptklasse enthalten ist. Die Zahl <p ist 
immer ein Teiler der Klassenzahl k Wir setzen: 


(ly) h =. s(p. 

Oehört in diesem Sinne a zum Exponenten 9 , so sind sämt- 
liche Charaktere z^;(a) 9 ^te Einheitswurzeln, und jede 9 te Emheits- 

wurzel kommt darunter smal vor (Bd. II, § 198, !•)• 

Gehört also b ''-um Exponenten % so ist 

[1 — zi (P) (P)“*l ~ ^ *^*'^~*^ ■ • ■ [l — » (P) ^(P) i 

= [1 - N(^r^% 


und es folgt aus (18): ^ 

( 20 ) Ql Qi---Q>^ — ^ [I — 



I ? 

,4 ff 

l.l 
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Es handelt sich nun um den Grenzwert, dem diese Aus- 
drücke sich nähern, wenn s = 1 wird. 

Was die linke Seite betrifft, so folgt aus (17), daß 

ß — 1) = hg endlich und von Null verschieden, 

Sq ft ••• ft endlich (vielleicht Null) 
ist. Zur Beurteilung der rechten Seite bemerken wir, daß die 
Primideale p vom ersten oder vom zweiten Grade sind, und daß 
demnach N(p) gleich einer natürlichen Primzahl oder gleich dem 
Quadrat einer natürlichen Primzahl ist. Ferner stützen wir uns 
auf den bekannten Satz der Analysis, nach dem ein unendliches 
Produkt 

(1 — gi) (1 — ga) (1 — ga) ... 

unbedingt konvergiert und einen von Null verschiedenen. Grenz- 
wert hat, wenn 

2i -f- ^2 + 23 4" • ‘ • 

eine unbedingt konvergente Eeihe ist, und keines der qi = 1 ist. 

Wir teilen danach die Primideale p in zwei Arten, th, p 2 , und 
zwar sollen die vom ersten Grade sein und zum Exponenten 
g? = 1 gehören (also s = h). Die p 2 sollen entweder vom zweiten 
Grade sein, oder zu einem höheren Exponenten (p gehören. Es 
sind also pj die zur Hauptklasse gehörigen Primideale 
ersten Grades. 

Dann ist 

= N(p,) = p, 
eine natürliche Primzahl und 

= pi 

mindestens die 2te (höchstens die 2 Ate) Potenz einer Primzahl. 
Nach dem erwähnten analytischen Satze ist dann das Produkt 

n[i-Nip,r‘^y 

für 5 = 1 endlich und von Null verschieden, und es folgt aus 
(20), (21) der Satz: 

6. Der Grenzwert 

Lim U ^ r 

ist endlich, wenn__pi die Primideale ersten Grades 
der Hauptklasse durchläuft. 

Ein besonderes Interesse nimmt die Frage in Anspruch, ob 
dieser Grenzwert verschwinden kann. 


[ Lim ( 
[Lim ( 
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§ 164. Der Klassenkörper. 

Zu der ZaMgruppe Ä in dem quadratischen Körper fi sojl 
ein algebraischer Körper über existieren, den man mit oder 
bezeichne, von dem wir nur voraussetzen wollen: 

7. Definition des Klassenkörpers. 

Die Primideale pi ersten Grades der Hauptklasse 
und nur diese, sollen im Körper wieder in 

Primideale ersten Grades zerfallen. 

Es sind also nur die Primideale in ß, die wir vorhin mit 
bezeichnet halien, die in ^ in Primideale ersten Grades zerfallen. 

Eine beliebige endliche Anzahl von Primzahlen können dabei 
ausgenommen sein. Sie werden dann in den Exkludenten ge- 
nommen. 

Ist n der relative Grad des Körpers S über ß und j) eine 
natürliche Primzahl, in der die Ideale pj und 5)3 in ß und ff 
aufgehen, und bezeichnet man mit Ns, N^ die absoluten Normen 
im Körper ß und ff, so ist 

jV'fl(5ß) = NsiPi) = P, .Z^a(Pi) = i>", 
und folglich muß pi im Körper ff in n Primideale 5)3 zerfallen: 

(1) p, =5)3.5).i,...5)3„. 

Die Primideale, die in den Grundzahlen der Körper ß oder ff 
aufgehou, sollen immer ausgeschlossen sein. Dann sind die 'I3u 
5)32, ..., voneinander verschieden. 

Ob ein solcher Körper ff existiert, bleibt vorläufig unentschieden. 
Wir wollen untersuchen, was aus der Definition geschlossen werden 
kann. 

Da in jedem Ideal 'i'i Ideale ^ aufgehen, so ist 

(2) n{l—Nsi (pi)"’]" = H [l — Nffi (5P)“*] , 

worin sich das erste Produkt auf alle Ideale pi des Körpers ß, 
das zweite auf alle Ideale 5p ersten Grades des Körpers ff er- 
streckt, und nach dem für jeden beliebigen Körper gültigen 
Satz I, § 197 des II. Bandes hat 

( 3 ) (« - 

s = 1 einen von Null verschiedenen endlichen Grenzwert, der 
dort auf die Klassenzahl im Körper ff zurückgeführt ist. Setzen 
wir 55ur Abkürzung 
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(4) P = Ur. i 

^ Li - N{p,r\ 

so ist nacli (2) und (3) für $ = 1 

(5) (5 — l)P'^ endlich und von Null verschieden, 
und nach § 163, 6.: 

(^ 0 ) (s — 1 ) endlich, 

und wenn man hieraus P eliminiert, so folgt: 

(s — endlich. 

Also ist 


(7) n > 11 

Daraus folgt der Satz: 

8. Der Relativgrad n des Klassenkörpers kann 
nicht kleiner sein als die Klassenzahl h der Gruppe. 
Ist n = Ä, so ist (s — 1)P^' für s = 1 nicht Null, 
und die Summen •••) Qn sind gleichfalls von 

Null verschieden. 


Kann man eine Gleichung in Sl vom Grade h bilden, aus 
der sich ein Körper ableiten läßt, der die charakteristischen 
Eigenschaften des Klassenkörpers erkennen läßt, und ist der Grad 
dieses Körpers nicht größer als Ä, so folgt also, daß er auch 
nicht kleiner sein kann, also = h sein muß. Damit ist die Ir- 
reduzibilität der fraglichen Gleichung erwiesen. 

Hierauf beruht der Nachweis der Irreduzibilität der Kreis- 
teilungsgleichung, den wir im § 198 des IL Bandes gegeben 
haben. Dort trat an Stelle von Sl der Körper der rationalen 
Zahlen, Im nächsten Abschnitt werden wir noch weitere An- 
wendungen hiervon machen. 

Ob es Gruppen gibt, bei denen der Grad des Klassenkörpers 
größer als die Klassenzahl ist, bleibt dahingestellt. Ich halte es 
für unwahrscheinlich. 

Wir beweisen noch, daß es höchstens einen Klassenkörper 
geben kann. Jeder solche Körper wii’d durch Adjunktion einer 
algebraischen Zahl ^ zu Sl erzeugt. 

Es sei I eine den Klassenkörper ^ = Sl (|) erzeugende 
ganze Zahl, die also einer in iQ, irreduzibelen Gleichung 

(8) , /(I) = r+ + ••• + «n = o 

genügt, in der die ocg, ganze Zahlen in Sl sind. 
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Jede ganze Zahl i] des Körpers kann (Bd. I, § 151) in der 
Form dargestellt werden: 


V 


— 


worin <p{^) ganze Koeffizienten in Sl hat. Man kann dies in die 
Form setzen: 


(9) yr} — 70 “H >^1 1 4* ^2 "l' h 4 

worin 7, 70, 7i, 7,1—1 ganze Zahlen in Sl sind, und so, daß die 

erste, 7, ein Teiler der Diskriminante Yon f ist. Die Prim- 
faktoren von 7 schließen wir durch den Exkludenten aus. 

Es sei 

ein Primideal ersten Grades in 
hl das durch ^ teilbare Primideal ersten Grades in «ß, 
p die Norm von W und von 


dann ist für jede ganze Zahl a m 


und 


«r = (mod hi) 


(10) r = I (mod ^), 

also nach (9) für jede ganze Zahl 97 in ff: 

rjp = rj (mod 'iß). 

9. Die notwendige und hinreichende Bedingung 
dafür, daß ff(|) Klassenkörper sei, besteht also 
darin, 'daß für jedes in einem hi aufgehende Prim- 
ideal ^13 und nur für dieses die Kongruenz (10) er- 
füllt sei. 


Es seien nun 

ff = Ä(^), ff^=5i(r) 

zwei Klassenkörper derselben Gruppe J.. Zunächst ergibt sich 
leicht, daß sie von gleichem Grade sein müssen. Denn für 
beide muß die Bedingung (Ö) erfüllt sein. Sind also n und n' 
die Grade, so muß (s — für s = 1 endlich und von Null 

verschieden sein, was nur möglich ist, wenn n = n' ist. 

Durch Zusammensetzung von ff und ff' leiten wir einen 
dritten Körper ab: 

ff" = 

von dem wir zeigen, daß er auch ein Klassenkörper ist. 

Weber, Algebra. HI. 39 
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Den Körper ft" können wir erzeugen durch eine Zahl: 

( 11 ) 1 " = + oi'i', 

in der a, c/J ganze Zahlen in Sl sind. 

Es sei ein in einem aufgehendes Primideal in ft" und 
• die durch teilbaren Primideale in ft', ft' und N (bi) = jp. 
Dann ist nach 9.: 

(12) g (mod r = r (mod ^^0. 
und folglich ist nach (11): 

(13) = r' (mod y). 

Ist umgekehrt die Kongruenz (13) befriedigt, so folgen daraus 
wieder die Kongruenzen (12), weil man | und rational [in der 
Form (9)] durch ausdrücken kann. 

Es ist also ft" ebenfalls Klassenkörper, und sein Grad ist 
ebenso hoch wie der von ft und ft'. Es sind also | und pri- 
mitive Zahlen von ft", und folglich sind alle diese Körper iden- 
tisch (Bd. I, § 151, 3.). Ist ft ein Klassenkörper, so sind die mit 
ft konjugierten Körper auch Klassenkörper und sind daher mit ft 
identisch. 

Damit ist der Satz bewiesen: 

10. Es gibt für eine gegebene Zahlgruppe nur 
einen Klassenkörper, und dies ist ein Normalkörper. 
Wir wollen nun die hauptsächlichsten Eigenschaften] und 
Anwendungen des Klassenkörpers in den aus der komplexen 
Multiplikation stammenden Fällen näher kennen lernen. 

Nehmen wir an, daß die Zahlgruppe Ä eine andere Gruppe 
Ä' als Teiler von endlichem Index (Ä\ Ä') enthalte, und daß 
diese beiden Gruppen Klassenkörper besitzen: 

dann läßt sich beweisen, daß der Körper Si in fi' enthalten ist. 
Sind nänüicl^pi, pj die Primideale in ersten Grades der Haupt- 
klassen Ai, Ai, dann sind die pi unter den pj enthalten. Wenn 
daher p die Primzahl ist, in der pi und pi aufgeht, so ist nach h. : 

(15) ^ i (mod sp) für alle pj und folglich für alle p), 

^ ^ r— r (mod 5p') für alle p;, 

wenn Sp und 5p' Primideale ersten Grades in Si und sind. 
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Wir bilden jetzt den Körper: 

( 16 ) _ r = ß(§,r) = ‘»(ro, 

indem wir 

(17) r = + 

setzen, und bezeichnen ein Primideal ersten Grades dieses Körpers, 
das in einem bl aufgeht, mit 5p". 

5p, 5p' seien, wie oben, die durch 5p" teilbaren Primideale in 
®'. Dann ist nach (15) und (17) 

1"^ = I" (mod 5p"), 

und folglich ist S" ein Klassenkörper von A'. 

Demnach ist ü" mit identisch; ist eine primitive Zahl 
von ü", und folglich kann jede Zahl in Ä", also auch i , rational 
durch I' ausgedrückt werden. 

Daraus folgt: 

11. Enthält eine Zahlgruppe Ä eine andere Zahl- 
gruppe Ä' als Teiler von endlichem Index, und exi- 
stieren die Klassenköi-per ff(^), ^(^')) so ist Ä(Z.) 
in fi(J.') enthalten. 


§ 166. Primideale in den Klassen. 

Wir kehren jetzt zu den Funktionen Q zurück, die wir in 
§ 163, (16) durch unendliche Reihen und in § 163, (18) durch 
unendliche Produkte: 

w i.(rtÄcur‘ 

dargcstellt haben, worin einen dm' Charaktere der Gruppe 
bedeutet und p alle Primideale in 0 durchläuft. Den Loga- 
rithmus dieses Produktes entwickeln wir in folgender Weise; 


+ ■ 


(2) logQn = 2 N(py 2^ iV(p)=* 3-^ JV(p)®® 

Das Vielfache von 2n:i, das in dem logO nicht näher definiert 
ist, brauchen wir nicht zu kennen, da es sich mit s nur unstetig 
ändern könnte, und da rechts und Hnks stetige Fronen -n 
s stehen, solange s > 1 ist, so ändert sich dieses Vielfache über- 
haupt nicht mit s. t j r. j- 

Es sei i eine der Klassen der Idealgrupe ^ und A- die 

entgegengesetzte Klasse. Dann ist nach (12), (13), (14), ^163: 
Sz^il'dXxia) = h oder = 0, 

39 


t 



If 

r 

l: 




I 
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je nachdem das Ideal a in der Klasse Äi oder in einer anderen 
Klasse enthalten ist. 'Multiplizieren wir also die Formel (2) mit 
Xx(Ai) und summieren in hezug auf so folgt: 

(3) Sl 1 1 Ä 1 1 1 

— ^ iv (p)^ ^ 2 ^ 3 N{py^^ ^ ’ 

1 n 

worin sich die Summen Z, Z", . . . auf alle Primideale p erstrecken, 

deren erste, zweite, drifte, . . . Potenz in der Klasse Äi enthalten ist. 

( 2 ) ( 3 ) 

Wir gehen in (3) zur Grenze 5=1 über; die Summen 2?, -S, . . . 

behalten dabei einen endlichen Wert, da ihre unbedingte Kon- 

Tergenz für s = 1 nicht aufhört. Dasselbe gilt Ton dem Teil 
( 1 ) 

der Summe 2/, der sich auf Primideale von höherem als dem 
misten Grade bezieht, und es bleibt also nur noch fraglich, ob 
die Summe 

■erstreckt über alle Primideale ersten Grades der Klasse Äi^ endlich 
bleibt ^der unendlich wird. Ersteres würde der Fall sein, wenn 
■es in Äi gar keine oder nur eine endliche Anzahl von Primidealen 
■ersten Grades gäbe. 

Setzen wir aber die Existenz eines Klassenkörpers vom Grade h 
voraus, so folgt aus § 164, 8. und § 163, (21), daß 

logÖ 2 , log Ö 3 , ..., log Qh 

endliche Grenzwerte behalten, während log unendlich wird. Die 
linke Seite von (3) wird also unendlich und die rechte Seite kann 
nicht endlich bleiben. 

Damit ist bewiesen: 

12. Wenn ein Klassenkörper existiert, dessen Grad 
nicht höher ist als die Klassenzahl, so enthält jede 
Klasse unendlich viele Primideale ersten Grades. 


§ 166 . Primideale in den Idealklassen. 

Nehmen wir als Gruppe zunächst die Gesamtheit der Zahlen 0 
des Körpers Sl ohne die Null, so sind die Klassen die Ideal- 
klassen des Körpers ß, die, wie wir gesehen haben, den Klassen 
quadratischer Formen der Diskriminante Ä eindeutig zugeordnet 
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werden können. Ne:tmen wir als Gruppe die Ordnung 0' = ro] 
mit dem Führer (2, dm durch die Kongruenihedingung definieS 
ist, daß jede Zahl m 0 nach dem Modul Q mit einer rationalen 
Zahl kongruent sein soll, so haben wir eine Kongruensgruppe, 
deren Exkludent und Modul = Q ist. Die Klassen entsprechen 
den Formenklassen der Diskriminante B = Qij. Der zweite 
Fall schließt den ersten in sich (für Q = 1). Der Klassenkörper 
ist hier der Klassenkörper ff(D), den wir zum Unterschied von 
allgemeineren als Ordnungskörper hezeiphnen wollen. 

Denn ist Qi) eine Klasseniuvariante, so ist (§ 122) 

(Ä)!’ = (ü;) (mod iß) 

nur dann befriedigt, wenn p durch die Hauptklasse der Dis- 
kiiminaute I) darstellbar ist. Dann zerfällt p in ß in zwei kon- 
jugierte Primideale p, p', die durch Zahlen in 0 oder in 0' 
darstellbar, also Hauptideale sind. 

Der Körper ^(z/) ist der Klassenkörper von ß im 
engeren Sinne, der den Idealklassen dieses Körpers entspricht, 
und auch als Haupt-Klassenkörper ^(ß) bezeichnet sein mag. 

In jeder Idealklasse, sowohl nach 0 als nach 0', gibt es 
also unendlich viele Primideale ersten Grades. Mit anderen 
Worten: Ist u ein beliebiges (zu Q teilerfremdes) Ideal, so gibt 
es unendlich viele Primideale p, die mit a nach 0' äquivalent 
sind. Dann sind nach § 95 auch die den Idealen a und p ent- 
sprechenden Formen äquivalent, und p ist durch die zu a gehörige 
Form darstellbar. Damit ist der Satz bewiesen: 

1. Durch jede primitive Form der Diskriminante 
I) sind unendlich viele Primzahlen darstellbar i). 

§ 167. Primzahlen in liinearformen. 

Wir definieren nun eine Zahlgruppe M in ß folgender- 
maßen : 


Dieser Satz, sowohl für negative als für positive Diskriminanten, ist 
zuerst von Dirichlet bewiesen, der Beweis aber nur in einem speziellen Fall 
publiziert (Bericht der Berliner Akademie 1840, Werke Bd. I, S. 497). Der 
ausgeführte Beweis ist von H. Weher gegeben (Mathematische Annalen XX, 
1882). Eine gleichfalls von Dirichlet herrührende Yerailgemeinerung, auf 
die wir im nächsten Paragraphen zurüokkommen , ist von A. Meyer be- 
wiesen (Grelles Journ., Bd. 103). Der hier im Text gegebene Beweis beruht 
auf anderer (Grundlage, bezieht sich aber freilich einstweilen (solange der 
KV.“' < "k'trrr-" für positive Diskriminanten nicht bekannt ist) nur auf negative 
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Es sei m ein ganzes Ideal in und Ä bestehe aus allen 
ganzen und gebrochenen Zahlen dc in die zu m teilerfremd 
sind und der Bedingung genügen: 

(1) c6 = 1 (mod m). 

Nehmen wir die Primteiler von m in den Exldudenten, und 
bezeichnen mit 0 die Gruppe der Zahlen in so zerfällt 0 
nach dem Modul m in ^p(ln) Zahlldassen, worin die Be- 

deutung wie in Bd. II, § 168 hat, nämlich, wenn p die Primteiler 
von m durchläuft; ^ 

(2) ^(,n) = JV(m) 

In die Gruppe Ä gehören nicht bloß einzelne Zahlen, sondern 
Zahlklassen nach dem Modul m. Hiernach ist: 

(3) (0, ^) = 

Um die Klassenzahl für unsere Gruppe zu bestimmen, wenden 
wir die Sätze des § 161 an. 

Danach ist, wenn E die Gruppe der funktionalen Einheiten 
und E die Gruppe der numerischen Einheiten bedeutet: 

(Ö, EÄ) = (0, EO) {EO, EÄ), 

(EO.EA) = (EO, EEÄ) = (0, EÄ). 

Weiter ist 

(0, EÄ) (EÄ, Ä) = (0, Ä) = Tl; (m). 

(EÄ, Ä) = e ist die Zahl der nach m inkongruenten Einheiten, 
und ^ 

(0, EO) = H 

die Klassenzahl des Körpers Sl, 

(Ö, EÄ) = h 

die Klassenzahl nach Ä. Daraus ergibt sich: 

( 4 ) h = EAM. 

^ ^ e 

Die Zahl e ist im allgemeinen gleich der Anzahl der Ein- 
heiten in iß, also = 2, und in den beiden Ausnahmefällen 
Ä — — 4, Ä = — 3 ist e = 4 und e = 6. Die Zahl e ist 
•kleiner, wenn unter den Einheiten Kongruente (modulo tu) Vor- 
kommen, was nur möglich ist, wenn m ein Teiler von 2 oder 
von 3 ist. 
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Bedeutet i? die Gx'uppe der Einteiten oder auch eine 
darin enthaltene Gruppe, so hekommen wir denselben 
Wert der Klassenzahl und denselben Klassenkörper, 
wenn wir JSÄ an Stelle von A treten lassen. 

Dies gilt nicht nur für diese besondere Gruppe, sondern 
allgemein. Wir hätten also z. B. die Zahlen a der Gruppe A 
auch durch 

« = +1 (naod m) 

definieren können, denn i? = -f- 1, — 1 ist auch in den Aus- 
nahmefällen A = —i, A = — B eine Gruppe. 

Nun läßt sich nachweisen, daß der Teilungskörper Si,,, der 
Klassenkörper zu A ist. Schließen wir zunächst noch alle in 
der Diskriminante des Teilungskörpers aufgehenden Primfaktoren 
aus, und bezeichnen mit t irgend eine Zahl des Teilungskörpers, 
so ist nach § 160 

( 5 ) — r (mod p) 

nur dann erfüllt, wenn p ein Primideal ersten Grades in 
ist, das der Hauptklasse angehört. Das aber ist das Kennzeichen 
des Klassenkörpers. Der Grad des Teilungskörpers ist aber nach 
§ 154 höchstens gleich dem in (4) gegebenen Ausdruck h, folglich 
ist or genau gleich h und die Teilungsgleichung irreduzibel. 
Außerdem ist damit bewiesen, daß es in jeder der Idealklassen 
Äy nach A unendlich viele Primideale ersten Grades gibt. 

Man kann diesem Satz folgenden Ausdruck geben: _ 

Ist ß eine beliebige Zahl in 0, a ein beliebiges Ideal in 0, 

so ist durch _ 

Ay = ü ß A 

eine Klasse nach A bestimmt (§ 161), und in dieser Klasse sind 
unendlich viele Primideale ersten Grades enthalten. Ein solches 
Primideal ist nach (6) in der Form darstellbar: 

^rj-j p = aßa, 

worin oi I (mod in) ist. Setzen wii also 

uß = 


so ist 


jc = ß (mod m). 


Daraus folgt: 

2. Ist ß eine Zahl in 0, a ein Ideal in 0, so gi 
es unendlich viele im allgemeinen gebrochene Zahlen 
7 C in 0, die der Bedingung 
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7t = ß (mod ni) 
genügen, für die 
(9) p = a 7t 

ein Primideal wird. 

Nimmt man a = 1, so wird 7t eine ganze Zahl, also eine 
in Si existierende Primzahl. Der Satz lautet für diesen beson- 
deren Fall: 

3. Es gibt im Körper ^ unendlich viele existie- 
rende Primzahlen tc^ deren Norm eine natürliche 
Primzahl ist, die nach einem beliebigen Modul m 
mit einer beliebigen zu tu teilerfremden Zahl ß 
kongruent sind. 

Nehmen wir für den Modul m eine ganze Zahl in so 
erhalten wir folgenden Satz: 

4. Ist ^ eine ganze Zahl in so sind in der 
Linearform 

in der | die ganzen Zahlen von Sl durchläuft und 
ß relativ prim zu ft ist, unendlich viele Primzahlen 
enthalten. 

Man hat hier eine schöne Verallgemeinerung des Satzes von 
den Primzahlen in arithmetischen Progressionen (Bd. II, § 198) i). 

§ 168. Reduktion der Klassengleichung in den Kreisteilungs- 
körpern. 

Wir definieren eine weitere Gruppe A durch folgende Be- 
stimmung: 

Es seien m zwei ganze rationale Zahlen, deren Prim- 
faktoren wir in den Exkludenten S aufnehmen. 0 sei wie in 
§ 98 die Gruppe der Zahlen in Sl, und 0' die Gruppe der Zahlen 
der Ordnung [^], und bestehe aus allen ganzen und gebrochenen 
Zahlen a in 0', die der Kongruenzbedingung 

(1) iV(a) = 1 (mod m) 
genügen. Zunächst haben wir die Klassenzahl 

(2) ^ (0, Uä) = (Ö, -BO') (BO', JEA) 

*) Für den Fall J = — 4 ist dieser Beweis gegeben von 11. Weber, 
Grelles Journ., Bd. 129 (Diricblet - Band), für J z=z — 3 in einer Straßburger 
Dissertation von H. Br esslau (Straßburg 1907). 
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ZU bestimmen. Der erste Faktor ist die Klassenzahl der quadra- 
tischen Formen der Ordnung 0' [§ 100, (3)], die vir mit H' 
■bezeichnen. Es ist also 

( 3 ) h = H' {ß0\ BA) = E' ( 0 ', A) 

(nach § lOÜ, 13.). 

Es bleibt noch (0', A) zu bestimmen. 

Bedeutet Qi, Qz, . ■ ■, Q,u ein Tollständiges Repräsentantensystem 
von 0' nach A, so müssen die Zahlen 

(4) 

nach dem Modul m alle verschieden sein, und jede Norm einer 
Zahl in 0 ist mit einer dieser Zahlen nach m kongruent. Ist 
daher Z die Gruppe der rationalen Zahlen, M die Gruppe der 
Zahlen z aus Z, die der Bedingung 

.2 = 1 (mod Hi) 

genügen, Ji», die Gruppe der Normenreste nach w, so ist (4) ein 
vollständiges Repräsentantensystem von E« nach M und folglich 
^ = (0', 4t) = M). 

Dafür kann man auch setzen (§ 100, 12.); 

( 5 ) — {Z, B„,) 

Nun ist ^ 

(6) {Z, M) = (p(m) = mR (l — 

wenn r die Primfaktoren von m durchläuft und folglich 

(0 ^ “ pTiQ 

Den Klassenkörper i?(i.) unserer Gruppe erhalten wm, wenn 
wir dom Klassenkörper ß(D) eine primitive »nte Emheitswurzel 
adjungicreri: 

( 8 ) = 

Denn die Bedingung dafür, daß ein in einer PrimzaU p auf 

gehendes Primideal iß des Körpers ^ W ®”,f/itet’ 

i«t, wenn Qc) eine Klasseninvariante der Disknminante D bedeutet. 

(lc)P = (k), 

\L äJl. «tSrenden PrimÄen, . B. di. “ f“ 
dar die Zahlen W »"ä W deämerenden aieiehnngen, 
Exkludenten 8 aufgenommen srnd. 
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Die erste der Bedingungen (9) fordert, daß p durch die 
Hauptform, der Diskriminante D eigentlich darstellbar sei (§ 122), 
die zweite, daß 

(10) p = 1 (mod m) 
sei. 

Damit ein Primideal p ersten Grades in ß, das nicht in S 
aufgeht, in jS’JL enthalten sei, ist notwendig und hinreichend, daß 

1. p ein Hauptideal, d. h. eine existierende Zahl 7t sei, und 
daß diese Zahl tc in Ä enthalten sei, d. h. daß 

2. N{7t) = p = l (mod m) 

sei. Diese Bedingungen stimmen genau mit den Bedingungen (9) 
überein, und folglich ist der Klassenkörper der 

Gruppe Ä. 

Der Grad des Körpers ff (.4) ist daher nicht nur höchstens, 
sondern genau gleich h. 

Die Zahl (Z, Bm) ist = 1 , wenn in m keine der charakte- 
ristischen Primzahlen des § 108 aufgeht, und dann ist der Grad 
des Körpers ff (J.) gleich H' (p (m). Nehmen wir umgekehrt alle 
charakteristischen Primzahlen und Primzahlpotenzen in m auf, 
so wird Rm = B die Gruppe der absoluten Normenreste, 
und es ist 

(^, B) = 2g, 

wenn g die Anzahl der Geschlechter der Diskriminante D ist 
(§ 113, 7.). Bezeichnet also Hg die Anzahl der Klassen eines 
Geschlechtes, so ist BF = g Hg, und die Formel (7) ergibt: 

(11) h = \E'<p{m). 

Nach § 138 zerfällt die lüassenfunktion IL.d{u) durch Ad- 
junktion von Quadivatwurzeln in so viele Faktoren, als es Ge- 
schlechter von Formenklassen gibt, und der Grad eines jeden 
dieser Faktoren ist Hg. 

Wäre nun die Klassengleichung durch Adjunktion irgend 
welcher Einheitswurzeln noch weiter zerlegbar, als nach den Ge- 
schlechtern, so könnte man m so annehmen, daß auch diese 
Einheitswurzeln und auch in dem Körper 91 (p) enthalten 
wären. 

Ist dann h" der niedrigste Grad, auf den die Klassengleicliung 
durch Adjunktion von Einheitswurzeln reduziert werden kann, so 
ist der absolute Grad des Körpers S(D,p) höchstens gleich h" (p{m) 
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und der Relativgrad in bezug auf ß höchstens gleich 

und daraus geht nach (11) hervor, daß h" nicht Meiner als h] 

sein kann. Damit ist bewiesen; 

.5. Die Klassengleichung ist in dem Körper, 

der alle Einheitswurzeln enthält, nicht weiter zer- 
legbar als in die den Geschlechtern entsprechenden 
Faktoren. 


§ 169. Beziehung der Teilungskörper zu dem Klassenkörper. 

Wir haben in den beiden letzten Paragraphen zwei Arten 
von Gruppen betrachtet, von denen die erste zu den Teilungs- 
körpern der elliptischen Fmiktionen, die zweite zu den Ordnungs- 
körpern in Verbindung mit Einheitswurzeln führte. Zwischen 
diesen besteht eine Beziehung: 

Die erste Gruppe Ä bestand aus den Zahlen k in 0, die der 
Bedingung 

(1) a = +1 (mod m) 

genügten, wenn m irgend ein Ideal in ist, die zweite Gruppe 
J' bestand aus den Zahlen «' der Ordnung [(J], die der Bedingung 

(2) N(ci') = 1 (mod m) 

genügten, wenn m und Q natürliche Zahlen bedeuten. 

Nehmen wir an, es sei m ein Primideal oder eine Potenz 
eines Primideals, so können wir Q und m so annehmen, daß die 
Gruppe Ä' in der Gruppe Ä enthalten ist. 

Denn ist r eine rationale Zahl, so ist, da a' der Ordnung 
\Q] angehört: 

(;-i) : r (mod Q), N(k') = (mod 0, 

und wenn Q durch m teilbar ist: 

(4) al = r (mod w), 
also nach (2) und (3) 

fS = 1 (mod m) 

(5) (r — 1) (r -H 1) = 0 (mod w), 

wir nehmen also Q durch m und m durch m teilba.r an; dann 
ist nach (5), wenn m, wie wir angenommen haben, ein Pnmideal 
oder eine Potenz eines solchen ist, entweder 
a\\ r = 1 oder r := — 1 (mod m). 





■| 



620 


Dreiundzwanzigster Abschnitt. 


§ 169. 


und aus (4) folgt: 

(7) w' = +1 (Eaod in); 

folglich ist AL' in A enthalten, und nach § 164, 11. ist also 

in ^(^0, ön^lialten. Da nun nach § 158 jeder Teilungskörper sich 

aus solchen zusammensetzen läßt, deren Teiler ein Primideal oder 

eine Potenz eines Primideals ist, so folgt: 

6. Der Teilungskörper der elliptischenPunktionen 
ist zurückführbar auf Ordnungskörper und Kreis- 
teilungskörper ^). 


Auf anderem Wege ist ein Teil dieses Satzes bewiesen in der Straß- 
burger Dissertation von Daniel Bauer, „Über den Teilungskörper der 
elliptischen Funktionen mit singulärem Modul“, Straßburg 1903. 
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Vier Uli dz wall zigst er Abschnitt, 

Algebraische ITuiiktioiien einer Variablen. 


§ 170. Einleitendes. 

Die Theorie der algebraischen Funktionen einer Veränder- 
lichen ist der Ausgangspunkt der allgemeinen Untersuchungen 
von Ahel über die neuen Transzendenten, die seitdem den Namen 
„Abelscho Funktionen“ erhalten haben, und die höchste Ver- 
allgemeinerung der elliptischen Funktionen sind. Die Haupt- 
pi'ohlome dieser Theorie sind durch die Arbeiten von Riemann, 
Weierstrass, Glebsch, Brill und Noether zu einem gewissen 
Abschluß gebracht. Insbesondere hat Riemann in der Vor- 
stellung der mehrblätterigen (Riemannschen) Flächen ein durch 
seine Anschaulichkeit außerordentlich wirksames Hilfsmittel für 
die Untersuchung dieser Funktionen geschaffen. 

Alle diese Untersuchungen aber, die sich einemeits auf die 
Funktion entheorie, andererseits, wie bei Glebsch, Brill, Noether, 
auf die Methoden der rationalen Algebra (Theorie der Bormen 
und Invarianten oder der algebraischen Kurven) stützen, müssen 
immer gewisse Einschränkungen machen, sie müssen gewisse 
„Ausnahmofällc“ ausschließen und sich mit der Behandlung der 
sogenannten allgemeinen Fälle begnügen. Nicht imte^orfen ist 
dieser Beschränkung die nach Analogie der Zahlentheorie von 
Dedekind und mir ausgearbeitete Theorie der algebraischen 
Funktionen, von der hier eine Übersicht gegeben werden soll ). 

neue Ausgabe von Sylow und Lie, Bd. I, S. )• gg 

Abolschen Funktionen, C-h“ Journ., 

WoierstraHö, Vorlesungen 1875/7b, werKe, 
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§ 171. Definition der algebraischen. Funktionen. 

Eine Variable 6 beißt eine algebraische Funktion einer un- 
abhängigen Veränderlichen 0^ wenn die beiden Variablen durch 
eine algebraische Gleichung 

( 1 ) F(d,0) = 0 

miteinander verbunden sind, F bedeutet hierin einen Ausdruck 
von der Form 

( 2 ) F (ö, 0) — ct^d^ Ul — ^ Un^i 0 -f- Unt 

dessen Koeffizienten öq, «i, ganze rationale Funktionen 

von 0 ohne gemeinschaftlichen Teiler sind. Über die konstanten 
Koeffizienten in diesen Ausdrücken machen wir weiter keine 
Voraussetzung, als daß es reelle oder komplexe Zahlen sind ^). 

Wir setzen dabei die Funktion F{6^0) in dem Sinne als 
irreduzibel voraus, daß sie nicht in Faktoren zerfallen soll, die 
selbst rationale Funktionen von 6 und 0 sind. 

Jede ganze Funktion G(ß^0) läßt sich nach Bd. I, §20 
nur auf eine Weise in irreduzible Faktoren zerlegen (abgesehen 
von konstanten Faktoren). Wir sagen, daß die Funktion Ct{O^0) 


Anwendung der Abelschen Funktionen in der Geometrie, Crellefl Journ., 
Bd. 63, 1864. Clebsch und Gordan, Theorie der Abelschen Funktionen, 
Leipzig 1866. Brill und No et her, Über die algebraiscken Funktionen und 
ihre Anwendung in der Geometrie, Mathematische Annalen VII, 1874. Brill 
und Noether, Die Entwickelung der Theorie d' ■ -i- v-'' ■ Funktionen, 
Bericht der Deutschen Mathematiker -Vereinigun, '• * * et Goursat, 

Theorie des fonctions algebriques, Paris 1895. , - /. ■ hooretischen 

Methoden: Kronecker, Über die Diskriminante algebraischer Funktionen, 
Grelles Journ., Bd. 91, 1881, und: Festschrift zu Kummers Doktor-Jubiläum, 
Grelles Journ., Bd. 92, 1881. Dedekind und Weber, Theorie der algebrai- 
schen Funktionen einer Veränderlichen, Grelles Journ., Bd. 92, 1879. Hensel 
und Landsherg, Theorie der algebraischen Funktionen einer Variablen, 
Leipzig 1902. Die Form der Theorie, die im folgenden dargestellt ist, stützt 
sich auf den in Bd. II, § 153 eingeführten Begriff der Funktionale, die 
in dieser Form bereits in einer von Well stein angeregten Straßburger 
Dissertation von Rehfeld (1906) zur Behandlung eines speziellen Ih'oblemH 
der Funktionentheorie angewandt wurden. 

Es würde nirgends eine Lücke bleiben, wenn wir uns dabei auf 
algebraische Zahlen beschränken wollten. Betrachtet man Ö, js als 
Cartesische Koordinaten in der Ebene, so stellt die Gleichung (1) eine 
alpbraische Kurve dar, und man kann die Theorie dieser Kurven anwenden, 
wie^ es Clebsch und Gordan und Brill und Noether getan haben. 
Freilich haben dabei nur die reellen Werte dieser Variablen eine wirklicli 
anschauliche Bedeutung. 
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dann und nur dann Terscliwinde , wenn unter ihren irreduziblen 
haktoion die Funktion vorkommt. Dies ist die Definition 

des Verscliwindens, nach der, wenn man ganz korrekt sein wollte, 
eine jede (Jleicluing G{(l, 0 ) = 0 als Kongruenz nach dem Moduls 
aufzufassen wäre. Um nicht weitläufig zu sein, wollen wir aber 
diese Ausdruckswoise hier nicht brauchen. 

Wenn wir die Uleichung (1) durch Uo dividieren, so erhält 
sie die I'orm 

(H) f(0, g) = 0» + H ^ 0 4- 

worin di(j *i, ..., ganze oder gebrochene rationale Funk- 

tioiion von sind 

Das System aller ganzen und gebrochenen rationalen Funk- 
tionen 0 (0, 4r) von 0 und s, in denen der Nenner nicht durch F 
teilbar ist, also nicht verschwindet, hat die Eigenschaft, sich 
durch Addition, Hubtraktion, Multiplikation und Division (außer 
durch 0) zu rejiroduzieren, und bildet daher einen Körper 
algebraischer Funktionen (Bd. I, § 146), den ich mit Ä 
bezeichnen will. 

I)(!r ürad h der irreduziblen Gleichung (2) oder (3), also 
d(!r Gleichung niedrigsten Grades, der 0 genügt, heißt der Grad 
dos algebraischen Körpers in bezug auf 0 oder auch der 
Grad von 0. 

Ist (p((}) eine ganze Funktion von 0, deren Koeffizienten 
ganze oder gebrochene rationale Funktionen von s sind, so kann 
man durch Division eine Gleichung bilden: 

9(0) = 

worin ([(Jl) und r{fl) ebensolche Funktionen wie cp sind, von 
denen jedoch r{0) höchstens vom Grade n — 1 ist. Wegen 
(ö) ist dann 

(4) 9>(0) = r(6). 

Ist g3(0) nicht durch f{0) teilbar, so haben die beiden 
Funktionen keinen rationalen Teiler gemein, und man kann zwei 
Funktionen des Körpers /i (0), (pi (ß) so bestimmen, daß 

Aö)/i(ö) + g>(ö)9i(ö) = i 

wird (Bd. I, § 6). Da nun f(ß) = 0 ist, so folgt hieraus; 

(ö) = 


Weber, Altfebre. IXX, 


40 
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Man kann also jede gebrochene Funktion von 0 durch eine 
ganze Funktion von 6 ersetzen und erhält so den Satz: 

1. Jede Funktion t des Körpers ß läßt sich auf 
eine einzige Weise in die Form setzen: 

(6) £ = iTo --f“ 0 ^2 ”j“ * ■ ’ "4“ — i 

deren Koeffizienten oCi^ i rationale 

Funktionen von 0 sind. 

Daß dies überhaupt möglich ist, schließt man aus (4) und 
(5); daß es nur auf eine Weise möglich ist, folgt aus der Irre- i 

duzibilität von f(d)\ denn hätte man zwei verschiedene Dar- 
stellungen einer und derselben Größe g in der Form (6), so 
würde ihre Differenz eine Gleichung für 0 von niedrigerem als 
Eltern Grade ergeben. 

Wählt man n Funktionen des Körpers Sl beliebig aus: 

— 4^^ + 4^^0 H h 4^Li0””\ ‘ I 

-1 h «IfLiö’—S 

7I„ = a;« + + - • • + 0"-\ 

mit der einzigen Beschränkung, daß die Determinante 

nicht identisch Null ist, so kann man durch Elimination der 
Potenzen von 0 aus (6) und (7) jede Funktion J in in die 
Form setzen: 

(8) t = yiVi 1/2% -i h 

deren Koeffizienten yi rationale Funktionen von 0 sind. 

Ein solches System von Funktionen ..., rin heißt eine 

Basis des Körpers £1. 

Damit ein Funktionensystem ^ 2 ) Basis von Sl 

bilde, ist notwendig und hinreichend, daß keine Gleichung von 
der Form 

2^1 ^1 “h ^2 '^2 “t" * “ • “h 2/n = 0 

bestehe, in der die Koeffizienten j/j, j/ 2 , 2/n nicht sämtlich 

identisch verschwinden. 

So bilden die Funktionen 

1, 0, 0S..,0>^-i 

eine Basis von £1, 
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^ Der Übergang von einer Basis ■>]„ zu einer anderen 

Vm n'n geschieht durch eine lineare Substitution: 

(^) (’?i> »?2» »?») = 1J„) 

oder kürzer geschrieben 


00) {ri’.) = L{rii), 

worin L die Bedeutung hat 


(11) 




^1,2 7 • • 

•7 ^ 1 , 7 l\ 

L = 


^2,27 • ‘ 

•7 k,n 



2i • • 

• 7 


(Bd. II, § 41 ). 


Die Elemente Zj-jg dieser Substitution sind rationale Funk- 
tionen von 

Das System {t}*) ist dann und nur dann wieder eine 
Basis, wenn die Determinante |L| dieser Substitution 
nicht verschwindet. 


§ 172. Normen und. Spuren. 

Wählt man zur Darstellung der Funktionen in lÖ eine be- 
liebige Basis 7^1, 9^2» “•) '7«? so kann man,, wenn g eine beliebige 
Funktion des Körpers ist, da die Produkte ^ 7^4 im Körper ent- 
halten sind, setzen: 

S % = ?/i,i 71 + 2 / 1,2 72 ~h • ‘ * H“ 2 / 1 ,« 7«^ 

/■fN ^72 = 1/2,1 7 i + 2/2,272 + ••• + 1/2, 


57n = 2/n,l7l + 2/n,272 4 h 2/n,«7«, 


und daraus erhält man durch Elimination der rii 



2/1,1 S? 

S/1,2, 

•••7 2/1, n 

( 2 ) 

2 / 2 , 1 ) 

1/2,2 ^5 

• • • 7 2/2, n 


2 /«, 1 ) 

2 /w ,27 

* • *7 2 /«j 77 S 


eine Gleichung, die nach Potenzen von J geordnet, die Gestalt 
erhält: 

(3) cp (J:) = 4" . -|™ g — 0, 

in der 62? •■•7 rationale Funktionen von ^ sind. Diese 
Koeffizienten sind von der Wahl der Basis 7^ unabhängig. Denn 
die Gleichungen (1), durch die der Übergang von der Basis -71 

40* 



k 


r 
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ZU der Basis vermittelt wird, können wir nach, der Bezeich- 
nung (9), (10) des vorigen Paragraphen so darstellen: 

(4) (g%) =y (’?<). 

und demnach ergibt sich dnrch Übergang zu der Basis 

= LYL-\v'i)- 

Die Funktionen h^, b^, bn sind also durch die Funktion g 
vollständig bestimmt. 

Die Funktion 

yi.l’i 2 / 1 , 2 , th.n ■ 

2 / 2 , 2 , • • y2,n 


2/in,l, yn^ 2, • • •, 2/w,« 1 
heißt die Norm der Funktion t iiiid wird mit N{^) bezeichnet. 
Über sie gelten folgende Sätze: 

1. Wenn g nicht identisch Null ist, so ist N{i) 
von Null verschieden. 

Denn wenn die Determinante des Systems (1) verschwindet, 
so lassen sich rationale Funktionen 2 / 1 , 2 / 2 , •••? 2/n, die nicht alle 
verschwinden, so bestimmen, daß 

i{yiVi + 2/2 “^2 4 " ’ * ’ " 4 “ ^ 

wird, und dies fordert, da 'rjn oine Basis ist, J = 0. 

2. Ist g eine rationale Funktion von so ist 
ihre Norm die ^te Potenz dieser Funktion. 

Denn ist 4 rational, so reduzieren sich die Gleichungen (1) 
auf die Identitäten ^rji = Es verschwinden also in der 
Determinante (5) alle Glieder mit Ausnahme der Diagonalglieder, 
und diese werden alle gleich Wir drücken diesen Satz durch 
die Formel aus: 

N(a) = 

3. Sind zwei Funktionen in ß, so gilt der Satz 

( 6 ) ■ = 

Denn ist nach (4): 

so ist 

(U'Vi) = YY'iri,), 

uud daraus folgt die Formel (6), weil die Determinante einer 
zusammengesetzten linearen Substitution, Mer 77', gleich dem 
Produkt der Determinante der Komponenten ist. 


(5) (-!)"&„ = 
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«oV ^ Null Ter- 

schieden ist: 

m)Mi) = 1 , 


und daraus für irgend zwei 

( 7 ) n(Pi = m. 

\tJ N(t) 

5. Ist t eine unbestimmte oder variable Größe, 
und (p{t) die Funktion, die nacb (3) für t = t zu 
Null wird, so ist 

(8) (p{t) = N{t g). 

Das ergibt sieb aus (1) und (2). Denn ersetzt man in (1) 
g durch g so ist dies gleichbedeutend damit, daß man 
durch pi^ i t ersetzt und die übrigen pi^ ^ ungeändert läßt 
Zerlegen wir die Funktion 9^, die eine rationale Funktion 
von t und ^ ist, in ein Produkt von irreduziblen Faktoren 
92(0? ••• so muß einer dieser Faktoren für ^ = g ver- 
schwinden. Sei dies 9^ {t\ und 

(9) 9i {t) = p-i [_ __j^ j. 

sei vom Grade ß. Es ist dann 9^ (g) = 0 die Gleichung niedrig- 
sten Grades, der g genügt, und aus g leitet man einen Körper 
ab, der in ß enthalten ist und den Grad e hat. Jede Zahl rj 
des Körpers kann, und zwar auf eine Art, in der Form dar- 
gestellt werden: 

(Iß) 'J? = *4“ S H“ * • * -j- /Te — ig®“'^. 

Sei ferner 


( 11 ) + 0 

die Gleichung niedrigsten Grades mit Koeffizienten in ß^, der 6 
genügt, also f der Relativgrad von ß in bezug auf ßj. 

Durch die ef Funktionen 


( 12 ) 


Ji = 0, 1, ß — 1 

it = 0, 1,...,/- 


kann jede Funktion, des Körpers linear ausgedrückt werden, und 
zwischen ihnen besteht keine lineare Gleichung mit rational von ^ 
abhängigen Koeffizienten. Denn sonst würde 6 oder g a,us einer 
Gleichung von niedrigerem Grade als f oder e entstehen. Dem- 
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nach bilden die Funktionen (12) eine Basis des Körpers Ä, und 
es folgt 

(13) ef = n. 

Es sind also e und f Teiler von n. 

Bedeutet 

(14) gl, U, 

eine Basis des Körpers ßi, so bilden die n Größen: 

(15) U So Ö^ = 0, 1, 2, 1 

eine Basis von ß. Bildet man die Substitution der e Größen: 

(16) (efO= 5^1 (Si), 

so ist 

(17) = ir^l = jv,(e) 

die Norm von & im Körper <2i, und wenn man die Substitution 
für im Körper ^ mit der Basis (15) bildet, so ergibt sich 

= rx(eoyi(s^0)...ri(Si0«-^), 

woraus 

(18) 2/(£) = ir,f. 

Aus der SulDstitutiousdetermiuante | | leitet man die Funktion 

nacF der Formel (2) ak, und es folgt also nach (18): 

(19) = [<Pi(W 
und daraus: 

6. Die Funktion (p(t) — N(t — (;) ist entweder 
irreduzibel oder eine Potenz einer irreduziblen 
Funktion. 

Ist der Exponent f dieser Potenz größer als 1, so ist der 
Körper ß imprimitiv, ßj ist ein Teilkörper, und ß ist ein Körper 
vom Grade f über ßj (Bd. I, § 151). 

Ist /■ = 1, e — w, so heißt J eine primitive Funktion 
des Körpers ß, und ßj ist mit ß identisch. 

Wir kehren zu der Gleichung (2) oder (3) zurück, die, wie 
wir gesehen haben, von der Wahl der Basis unabhängig ist, und 
definieren den Koeffizienten 

(20) \ — ?/]_i -)- 2/2,2 -4- • • • + yn,n — S(S) 

als die Spur der Funktion g. Für die Spur ergeben sich aus 

der Definition die folgenden fundamentalen Sätze, in denen g, g' 

irgend zwei Funktionen in ß, und x eine rationale Funktion 

bedeutet: 
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S{o) = 0, 

S{1) = n, 

S{x^) =xS{i), 

Spuren sind rationale Funktionen von s. 

§ 173. Biskriminanten. 

Ist (tJi, ..., rin) = (rii) ein System von n Funktionen im 
Körper so sind die Spuren S(rji‘r]jf) rationale Funktionen 
von s. Wir definieren als Diskriminante des Systems (ij,-) 
die Determinante 


(1) ..., = 

S(ViVi), S{rii%), . 
SiViVi), . 

-5(717«) 


S(V»Vi)> S{rinVi% 

• •) R(7n7n) 


wofür wir auch kürzer (jii) schreiben. 
Wir beweisen den Satz: 


7. Die Diskriminante ^ (rj,) ist dann und nur 
dann von Null verschieden, wenn (tu) eine Basis des 
Körpers Sl ist. 

Nehmen wir, um ihn zu beweisen, zunächst an, daß ^ (iji) — 0 
sei. Dann kann man nach einem elementaren Determinanten- 
satz die rationalen Funktionen j/,, «/a, ..., 2/«i ohne daß sie alle 
Null sind, so bestimmen, daß 

(2) ViSiriiTik) -h yiS(riirji^ -|- + ynSirjnrik) = 

s [vh (yiVi y^vz-i h y« v»)] = o 

{h = 1, 2, ..., n) 

ist. Bedeutet «j, ..., a:„ ein beliebiges System rationaler 

Funktionen, und setzt man 

2/i % 2/a 72 H |-2/«7» = 7i 

^ ^1 7i ^72 "h ■ • • 7» ~ 

so folgt aus (2) durch Multiplikation mit Xk und Summation: 

(4) S(l7) = 0- 

Ist nun (jii) eine Basis, so kann | jede beliebige Funktion 
in ß, also auch l/ij sein, und dann gibt die Formel (4) das 
widersprechende Resultat ^(l) = 0; also kann die Diskriminante 
einer Basis ( 7 i) nicht verschwinden. 


( 21 ) 

Alle 



1 - 


1 
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Um aucli das Umgekehrte zu beweisen, nehmen wir an, es 
sei (iji) eine Basis und 

( 5 ) Wd = 

eine lineare Substitution. Das System (rj'^ ist dann und nur 
dann gleichfalls eine Basis , wenn die Determinante | X | dieser 
Substitution von Null verschieden ist (§ 171). Setzt man nach (5) 

7}]^ — 2'^2 ‘ Xfi.nVn'i 

so wird 

sivhVk) = 

und indem man daraus die Determinante bildet : 

(6) ^ (jiu '^25 • • - i “^n) 1 ^ (jll'i * * *1 V'»)" 

Ist also ^(rji) von Null verschieden, so kann |X| nicht ver- 
schwinden und (rj'i) ist eine Basis. Damit ist 7. bewiesen. 

Aus (6) ergibt sich noch nach der Definition der Norm in 
§ 172, wenn man Tji = ^7}i setzt, und g eine beliebige Funktion 
in Sl ist; 

(7) = N(ty^iviy 

§ 174. Die Potenzsummen. 

Die Spuren der Potenzen von 0 

(1) s, = S{6^) 

sind nichts anderes als die Potenz summen, die nach den 
Newtonschen Formeln berechnet werden können* Da wir aber 
hier nicht von den „Wurzeln“ der Gleichung f(ß') = ö sprechen 
dürfen, die wir noch nicht haben, so müssen diese Formeln direkt 
aus der Definition der Spur abgeleitet werden. 

Ist f(6) — 0 die den Körper Ä definierende Gleichung, so 
setzen wir 

(2) f(t) = an^it -j- ün 

und bilden den Quotienten: 

(3) — 7o + + 72^^ + **• + 

worin 

rjo = an^i -j- -j- .•• -[- 

Vl ^n~2 (^nsO ' 4 ” *■* * 4 “ 

(^) 

Y}n—2 — % -f“ ö, 

~ 1* 
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Zwischen diesen Funktionen bestehen die Eelationen: 
ÖJJo = — 

ö-jjj = r/g — a„_ii2„_i, 

( 5 ) Orji = Vi — 


= rin-i — aiVn-u 

und die ijg, %, t]n—i bilden eine Basis von £i, da man durch 
(4) die Potenzen von 0 linear durch die i?,- ausdrücken kann. 

Ist also t eine beliebige Funktion in ß, so kann man setzen : 

(6) t = y^no Vini h */«- 1 Vn-i- 

Wir leiten aus y^, y^, yn-\ eine Fortsetzung der Reihe 
dieser rationalen Funktionen «/„, «/„ + 1 , ^„ + 2 , ... ab, indem wir 
setzen: 

( 7 ) Ctnyr -|- Cln — iyr + i »1 yr + n—1 -|~ Pr + n — 0 

(r = 0, 1, 2, ...). 

Dann ergibt sich aus (5) und (6); 

t ö = VoVl VlVi ‘ Vn-2yn — l> 

'>?n — l(®n2/o “t" «n-l2/l “h ■ ■ ■ "1“ J/n — l)i 

= yiVo ~h yiVi 4~ “I" VnVn—i^ 

und allgemein für ein positives r: 

(8) £;/?’■= ,2/rl/o + yr + lVl H h Vr + n-lVn-U 

wie man aus (5) und (7) durch den Schluß von r auf r 4" 1 
leicht bestätigt. Ordnet man diese Summe nach Potenzen von 6, 
so ergibt sich ein Ausdruck von der Form 

(9) £0*’ = -\- ^l,rO ^2, rO^ 

worin 

Xo,r — 2/r“n-l + + + ••• +. J/r + M-Z«! “l“ 2/r + «-li 

*l,r = S/ra«-2 + + H VrA-n-li 



00n-2,r = yr<h + Vr + U 

— Vr' 

Nach der Definition der Spur [§ 172, (20)] ist aber 
(11) lS(g) = 370,0 + 7^1,1 H \- ^«-1- 

= yoCtn-i + 22/ia„_2 -f- By^an-s + 1" 

Will man diesen Ausdruck auf t — nr anwenden, so hat 
man yr = 1, die übrigen y = 0 m setzen und erhält 

S('yr) = (7‘.4~ l)®n— r— 1) Ä(»?n— 1— r) = (w v) «r? 
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lind folglicli, solange r ^ n ist, nach (4) mit der Bezeichnung (1): 

(12) {n — r)ar — ar Sq + cir-i Si 

und wenn man die Spur von 6''f{d) — 0 nimmt: 

(13) 0 = an Sr ö^n — l 5r + 1 “j- • • * %Sr-l-n— 1 “f“ S,. 

Dies sind die Newtonschen Formeln (Bd. I, § 46). 

Bezeichnen wir mit 

f (t) ~ (n — l)aii^”'“2 ^ -j- 2 an-~ 2 ^ + 

die abgeleitete Funktion von f(t)^ multiplizieren die Gleichung 

(12) mit und summieren von r = 0 bis r = n — 1, 

so folgt: 

(14) f {6) — ^oSo ~1-' ^iSi -f~ *** “H Vn~lSn-l^ 

und wenn man für irgend ein positives h die Gleichungen (12) 
mit multipliziert und noch so viele von den Gleichungen 

(13) hinzunimmt, bis n — r -|~ 7« — 1 anfängt, negativ zu werden, 
so ergibt sich: 

(15) d^f{6) = “h + l Tjn^iSkJ^n^l- 

Um die Norm von f' {6) zu bilden, hätte man in diesen 
Gleichungen zunächst die Basis ..., durch die Sub- 
stitution (2) durch (1, 0, . . ., ö””^) auazudrücken, dann die 

Gleichung (15) für Ä = 0, 1, ..., n — 1 zu bilden und die Deter- 
minante dieses Systems zu nehmen. Statt dessen kann man die 
Determinante in bezug auf die rj nehmen, und dann mit der 
Suhstitutionsdeterminante : 


1, 

Ün — 2 5 • 

ai. 

1 

a„-_2, 

— 3 ? • 

1, 

0 

1, 

0, . 

0, 

0 


multiplizieren. Dadurch erhält man 
( 16 ) = (- 1 ) 


(-if 


n(« + l) 


J«(n + 1 ) 


^0? 

Sl , , . 


Si, 

Sg, .. 

•) Sn 

— 1? ^n? •• 

•1 S^n — i 


Diese Determinante ist aber nach der Definition der Dis- 
kriminante (§ 173 ): 

^(1, ö, ÖS e«-i), 

und wir haben also; 

( 17 ) = 


^(1, Ö, ÖS ö«-i). 
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In der Betrachtung dieses Abschnittes haben wir, dem Haupt- 
ziel der Untersuchung entsprechend, die Koeffizienten Uj, ctn 

als rationale Funktionen von ^ betrachtet. Alles bleibt aber 
vollständig ungeändert, wenn wir für diese Größen irgend einen 
Rationalitätsbereich f estsetzen. 

§ 175. Ganze Funktionen von 
Jede Funktion co des Körpers Sl genügt, wie wir gesehen 
haben, einer Gleichung niedrigsten Grades: 

(1) 4" + h -j- . . . 4- 6g == 0, 

deren Koeffizienten 6i, ••♦5 h rationale Funktionen von 0 sind. 

1. Wenn diese Koeffizienten ganze rationale 
Funktionen von 0 sind, so heißt co eine ganze 
algebraische oder kurz eine ganze Funktion von 0 . 
Uber die ganzen algebraischen Funktionen gelten die näm- 
lichen Sätze, wie über die ganzen Zahlen (Bd. II, § 149). 

Setzen wir 

( 2 ) 9 (t) — 4 -\ + 

so ist, wie wir in § 172 gesehen haben, 

(S) N{t~ co) = cp (ff (ef = n) 

eine ganze Potenz von cp(ty Wenn wir daher N (t — a?) nach 
Potenzen von t ordnen, so werden die Koeffizienten alle wieder 
ganze rationale Funktionen, also insbesondere: 

2. Die Norm und die Spur einer ganzen Funk- 
tion 05 sind ganze rationale Funktionen von 0 * 

3. Eine rationale Funktion von 0 ist nur dann 
eine ganze algebraische Funktion, wenn sie eine 
ganze rationale Funktion ist. 

Denn ist w — —h rational, so ist e = 1 und m 4- 6 = 0 
die Gleichung niedrigsten Grades für o, also 0 nur dann ganz, 
wenn 6 ganz und rational ist. 

4 Jede Funktion in ß kann durck Multipli- 
kation mit einer Ton Null Terschiedenen rationalen 
Funktion Ton s in eine ganze algekraiscke Funktion 
verwandelt werden. 

Denn jede Funktion genügt einer Gleichung niedrigsten 
Grades: 

(4) 60 ij® -f -I h + Oe — 0, 
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und wenn man mit hl ^ multipliziert und h^ri cd setzt, so 
erhält man eine Gleichung von der Form (1), 

5. Eine Funktion o des Körpers ^ ist eine ganze 
Funktion, wenn sie irgend einer Gleichung 

(5) = 03^-1“ C-yCD^^-'^ C^_^CD -j- Cw = 0 

genügt, in der Cj, Cq, ganze rationale Funk- 

tionen sind, wenn dies auch nicht die Gleichung 
niedrigsten Grades ist. 

Denn ist 9(0) = 0 die Gleichung niediigsten Grades für 
03 , so muß für ein variables t durch cp(t) teilbar sein. Das 
ist einfach der Inhalt der Gleichung (5). Es ist also 

'PQ) — 

worin '^(ty ebenfalls - eine ganze Funktion von t ist. Wenn nun, 
wie vorausgesetzt, .ganze Koeffizienten hat, so müssen nach 
einem Satz von Gauss auch die Koeffizienten von q)(t) und von 
%(t) ganze Funktionen sein. Vgl. Bd. I, § 2, § 20, § 148 1). 
Hieraus ergibt sich der folgende Hauptsatz: 

6. Summe, Differenz, Produkt zweier ganzer Funk- 
tionen in 61 sind wieder ganze Funktionen. 

Sind nämlich 03', 03'' zwei ganze Funktionen in 66 , die den 
Gleichungen genügen : 

03 '”' ^ h'n'^ico' 4 " 

^ ^ 4 [- Cö" 4- h'^n = 0, 

so bezeichne man mit 


die Produkte 

03'"' 03"^"; v' = 0, 1, n' — 1, 

y' = o, 1, ..., n"-l, 

und mit g 3 eine der drei Funktionen cd' + cd", cd' cd", dann kann 
man mit Hilfe der Gleichungen (6) setzen: 

03 03i = 1 03i 4” " • 00 % mCDm^ 

(V 


03 CD„i — 1 03i 4" * ' * 4“ m 

Bei diesem Beweis brauclit niclit die Zerlegbarkeit der ganzen 
rationalen Funktionen in lineare Faktoren vorausgesetzt zu werden, sondern 
nur die Zerlegbarkeit in irreduzible Faktoren. Man kann also für die 
^hlenkoeflizienten ^ noch, einen beliebigen Pationalitatsbereioh festsetzen. 
Wir werden aber in der Folge die Zerlegbarkeit einer ganzen rationalen 
Funktion von ^ in lineare Faktoren, d. h. den Fundamentalsatz der Algebra, 
doch voraussetzen müssen. 
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^0 m = ist, und die Xv^ r ganze rationale Funktionen Yon ^ 
sind. Aus (7) ergibt sich durch Elimination der coi*. 


^^ 1,1 — 



^ 2 , 1 , 

^ 2,2 

. . . , X2^ ni 

1 1 

2 7 

. . . , X)f2f m ^ 


und dies ist eine Gleichung für co Yon der Form (5). 

Durch wiederholte Anwendung dieses Satzes folgt, daß jede 
ganze rationale Funktion Yon ganzen Funktionen wieder 
eine ganze Funktion ist. 

7. Eine ganze Funktion co heißt durch eine ganze 
Funktion co^ teilbar, wenn eine dritte ganze Funk- 
tion m'' existiert, so daß 
(^3) CO = co'cö'' 

ist. 

Aus dieser Definition ergibt sich ohne weiteres : 

Ist G) teilbar durch co' und co' teilbar durch g)'\ so 
ist auch CO durch co" teilbar. 

Sind co' und co'^ durch oo teilbar, so ist auch co ^ co 
durch CO teilbar. 

Sind (Ol, cog, cog, ... durch co teilbar und co[, coa, oob, 
beliebige ganze Funktionen, so ist auch 

(Ol Co'i -f- (»2 ß>2 + COg + ‘ “ 

durch co teilbar. 


§ 176 . Minimallbasis und Körperdiskriminante. 

Da man jede Funktion des Körpers ß durch Mnltipükation 
mit einer ganzen rationalen Funktion in eine ganze algebraische 
Funktion von ^ verwandeln kann, so gibt es auch Korperbaseu, 
die aus ganzen Funktionen bestehen (z. B, nach der Bezeich- 
nung in § 171, (2) die Potenzen von 0). 

Ist nun 


( 1 ) 

eine solche aus ganzen 
'in der Form 
( 2 ) 


COl, 02, .. ., COn 

Funktionen bestehende Basis, so ist jede 



m = a!i coi + »a H 1" 
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enthaltene Funktion, wenn die Xn ganze rationale 

Funktionen sind, eine ganze Funktion in*^i. Es ist aber nicht 
gesagt, daß auch umgekehrt in der Form (2) mit ganzen Koeffi- 
zienten Xi alle ganzen Funktionen in Sl enthalten sind. 

Gibt es also ganze Funktionen in der Form (2), in der die 
Xi nicht alle ganze rationale Funktionen sind, so können wir eine 
ganze Funktion finden: 

XiCOj X 2 G)^ Xn C3„ 

B — C ’ 

in der die x-i ganz und nicht alle durch ^ — c teilbar sind. 
Eeduzieren wir die Xi auf ihre konstanten Eeste (nach z — c), 
so ergibt sich eine ganze Funktion co in der Form: 

(3) CO = ^1 ^1 H~~ ^2 ^2 Cn^On 

^ ^ 0 — C ’ 

in der die Konstanten Ci, c« jedenfalls niclit aEe yer- 

schwinden. Ist etwa q von Null yerschieden, so können wir co^ 
durch (D, Oq, con ausdriicken und erhalten eine neue ganz- 
zahhge Basis yon Sl: 

( 4 ) o, oj, ..., ra,,. 

Für die Diskriminante ergibt sich aber nach § 173, (6) die 
Beziehung: 

(5) (to, ©2, . . ., tD„) = ^ (“!' • • •> “»)■ 

Beide Diskriminanten sind ganze rationale Funktionen von 0 ^ 
aber die Diskriminante der Basis (4) ist von niedrigerem Grade 
als die Diskriminante der Basis (1). 

Wenn wir auf diese Weise fortfahren, den Grad der Dis- 
kriminaute zu erniedrigen, müssen wir schließlich zu einer aus 
ganzen Funktionen bestehenden Basis Oj, toj, m« kommen von 
der Eigenschaft, daß in der Form (2) mit ganzen rationalen Xi 
alle und nur die ganzen Funktionen in £l ausgedrückt sind. 

8. Definition: Eine ganzzahlige Basis oji, Oj, ra„ 
des Körpers £l heißt eine Minimalbasis, wenn in der 
Form 

(®) fn ^ Xi £0^ ajj 02 “j“ • • • -j- Xn o„ 

mit ganzen rationalen «j, iCj, ..., x„ alle ganzen 
Funktionen des Körpers lö darstellbar sind. 

Eine solche Minimalbasis existiert also immer. 
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9. Ein aus einer Minimalbasis coa, «« ab- 
geleitetes System ganzer Eunktionen 

(7) -f“ **' "j" 

1 / ^ 1 , 2 , 0% 

ist dann und nur dann eine Minimalbasis, wenn die 
Determinante 

( 8 ) X = H X2,2 - 0Cn,n 

eine von Null verschiedene Konstante ist 
Denn hat diese Determinante, die eine rationale Funktion 
von 0 ist, einen Linearfaktor 0 — c, so kann man die Konstanten 
C 2 , Cn so bestimmen, daß die n ganzen rationalen Funk- 
tionen 

C^Xi^v ■”[“ CqX2^v Gn^n,v 

durch 0 ■ — c teilbar werden, ohne daß alle Ci verschwinden. 
Dann ist aber 

(Jö\ C2 ^ ' “F 

__ - 

eine ganze Funktion, und mi, keine Minimalbasis. 

Für die Diskriminante erhält man aus (7) nach § 173, (6) 

(9) Jipu ©2, ‘*'5 

Daraus folgt: 

10. Die Diskriminante einer Minimalbasis ist, von 
einem konstanten Faktor abgesehen, von der beson- 
deren Wahl der Basis unabhängig.' 

Die Diskriminante einer Minimalbasis hat unter allen Dislori- 
minanten aus ganzen Funktionen gebildeter Basen den niedrig- 
sten Grad (daher der Name Minimalbasis). Es ist eine durch 
den Körper selbst, abgesehen von einem konstanten Faktor, 
eindeutig bestimmte ganze rationale Funktion von 0 . Sie wird 
daher auch die Diskriminante des Körpers Sl genannt und 
mit Jip) bezeichnet. 
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§ 177. Bationale Funktionale. 

"Wir übertragen nun den Begriff des Funktionale, der uns im 
17. Abschnitt des zweiten Bandes zur . Begründung der Theorie 
der algebraischen Zahlen gedient hat, auf die algebraischen Funk- 
tionen. 

Wir adjungieren also dem Körper beliebige Variable und 
rechnen damit nach den Regeln der Buchstabenrechnung. Es 
entsteht so ein erweiterter KörjDer dessen Elemente Funk- 
tionale heißen. Der Körper Sl selbst heißt der Funktional- 
körper. Die Variablen sind hier nicht im Sinne der Analysis 
als Zeichen für yeränderliche Zahlen, sondern als bloße Eechnungs- 
symbole aufzufassen, und sind wohl zu unterscheiden Yon den 
Variablen ö des Körpers Sl, Wir wollen diese Hilfsvariablen 
die Funktionalvariablen nennen. 

Aus dem Körper Z der rationalen Funktionen von <0 entsteht 
durch Adjunktion der Variablen der Körper Z der rationalen 
Funktionale. 

Eine ganze rationale Funktion der Variablen: 

^ (w, u, w, . . .) 

mit ganzen rationalen Funktionen von ^ als Koeffizienten heißt- 
eine ganze Funktion in Z, Der größte gemeinschaftliche Teiler 
der Koeffizienten von ^ heißt der Teiler der Funktion, und 
die Funktion heißt piümitiv, wenn die Koeffizienten keinen ge- 
meinschaftlichen Teiler haben. Die primitiven rationalen Funk- 
tonen und ihre Quotienten werden auch Einheiten im Körper 
Z genannt. 
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Die Quotienten ganzer Funktionen in Z sind die Funktionale 
in Z. Jedes Funktional A io. Z kann in die Form gesetzt 
werden : 

. V T -El 7- 

-Es 

worin ® 2 , iSj, ganze Funktionen in Z sind, darunter die Ein- 
heiten .El, JEai nnd E ist eine Einheit in Z, die sich als gekrochene 
Ftinktion darstellt, ce ist der Quotient der Teiler von und $ 2 , 
also eine ganze oder gekrochene rationale Funktion von 0 . 

Die Funktionen a und E in der Formel (1) sind durch A 
völlig bestimmt, abgesehen von konstanten Faktoren, die hier 
die Rolle der numerischen Einheiten spielen. Wir wollen u 
die „Absolute“ von Ä nennen. Es gilt dann der Satz: 

1. Die Absolute eines Produktes ist gleich dem 
Produkt der Absoluten der Faktoren, 


und wir definieren; 

2. Ein rationales Funktional heißt ganz, wenn 
seine Absolute eine ganze Funktion von s ist. 

Aus 1. folgt, daß das Produkt zweier ganzer Funktionale in 
Z wieder ein ganzes Funktional ist. Dasselbe folgt auch_für die 
Summe und Differenz zweier ganzer Funktionale A ^ , A^ in Z. 


Setzen wir nämlich: 


Al =r Ul 


El 
E ’ 


J _ 

^2 — £ ) 


A^ + A^ — 


cci El i ct^ Eq 
_ 


worin a„ «a ganze rationale Funktionen von 0 _sind; Ej, E 
ganze Einheiten, so ist die Absolute von A^ ± A^ der Teiler der 
ganzen Funktion a,E,±a,E,, also auch eine ganze Funktion 
von 0 . Also gilt der Satz; 

3. Summe, Referenz und Produkt zweier ganzer 
Funktionale in Z sind wieder ganze rationale Funk- 
tionale. 

Alle Einheiten und deren Reziproken sind nach der Definition 
als ganz zu bezeichnen. Ist die Absolute einesjanzen rationalen 
Funktionais Ä linear (= - c), so heißt A mn rationales 

Primfunktional oder ein Primfunktional in Z. 

WoTjer, A3K<?ljra. JXX. 


41 
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4. Jedes ganze rationale Funktional läßt sich 
in Primfaktoren zerlegen und zwar, von Einheits- 
faktoren abgesehen, nur auf eine Weise. 

Ist ein Produkt von ganzen Funktionalen in Z 
durch ein Primfunktional teilbar, so ist wenigstens 
einer der Faktoren durch dieses Primfunktional 
teilbar. 

§ 178. Funktionale des Körpers ß. 

Ein Funktional des Körpers Sl ist ein Ausdruck von der 
Form : 

(1) G) — iJ/Q Ö -f- ' ’ * 

WO 0 die den Körper ß erzeugende algebraische Funktion ist, 
und So, ^ 1 , rationale Funktionale sind. E ist nur 

dann = 0, wenn alle Koeffizienten •••? i verschwinden. 

Jedes Funktional, das in bezug auf 6 von höherem als dem 
(n — l)ten Grad ist, kann durch den Rest der Division durch f{ff) 
ersetzt, also auf den l)ten Grad reduziert werden, und der 
Quotient zweier Ausdrücke (1), in der der Nenner nicht = 0 ist, 
kann wie in § 171, 1. auf die Form (1) gebracht werden. 

Nimmt man eine beliebige Basis 

C?i, 0)2» • * »5 COn 

des Körpers iß, so kann E auch in die Form 

(2) S = (Dl + ^2 »2 -j x„(a„ 

gesetzt werden. Wendet man dies auf die Produkte Ecoi an 
und setzt 

(3) G) G)i = Xi^i -j- ^1,2 a?2 *-f- * ‘ (Dnt 

worin die Xi^n rationale Funktionale sind, so ergibt sich für ß> 
eine Gleichung: 



«1.2, 

. . ., Xi^yi 

^' 5 , 1 , 

«2,2 M, 



^n,2? 

• • •) ^n.n 


also: 

5. Jedes Funktional in ß genügt einer Gleichung 

(5) . (p(ä) =z 0, 

worin 

(6) (p (f) = + 2, ...-\.2„ 
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§ 179. Ganze Funktionale des Körpers fi. 6^3 

eine rationale Funktion «ten Grades you t ist, deren 
Koeffizienten J”!, 2^, 2„ Funktionale des Körpers 
Z sind. 

Wir definieren die Norm und die Spur des Funktionais me 
in § 172; 


(J) 



^ 1,15 ^* 1,25 •* 

j *^ 1 ,« 

N{ä) = 

^ 2 , 1 ? ^ 2, 2 ? • • 

1 «'^ 2 , M 


1 ) ^ 11 , 2 ) • • 

• 7 


(8) S (cö) = ^s,2 ~1" • • • “h 

und die Sätze § 172, (6) und (21) gelten unverändert auck Ton 
den Normen und Spuren der Funktionale. 

Es ist dann, wie in § 172, (8), 

( 9 ) <p(t) = N{t — ä), 

und die Diskriminante eines Funktionalsystems ist wie in 
8 173, (1) erklärt, und wenn da£ Funktional rä in einem in Ä ent- 
haltenen Körper eten Grades enthalten ist, so genügt co einer 
Gleichung eten Grades g3i(t) = 0- Wie in § 172, (19) wird be- 
wiesen, daß , , ,N 

q,(t) = [<jPi(0]^ (n = ef) 

eine Potenz von (pi(t) ist. 

§ 179. Ganze Funktionale des Körpers ä. 

6. Definition, Ein Funktional rä in ß heißt ganz, 
wenn es einer Gleichung; ^ ^ 

(1) F(p) = M”* -f* -iim — 0 

genügt, deren Koeffizienten Ä, ..., 2n ganze ratio- 
nale Funktionale sind. 

Aus dem Gaussschen_Satz (Bd. I, § 2) folgt, da _man nach 
R 177 die Primfaktoren in Z kennt, daß, wenn F{t) in Z reduzihel 
ist auch jede in F{t) aufgehende Funktion ganze Koeffizienten 
hat, insbesondere also auch die Gleichung niedrigsten Grades 

ffi (5) = 0, der ö genügt. _ . 

^ Die notwendige und hinreichende Bedingung für ein ganzes 

Funktional S ist also die, daß 

FQi — £o) 

bei Ordnung nach Potenzen von t ganze rationale Funktionale zu 
Koeffizienten hat. 



l 


f 
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Wie ia § 175 beweist man die Sätze; 

7. Summej_Differenz, Produkt Ton ganzen Funk- 
tionalen in £l sind wieder ganze Funktionale. 

8. Ist ö ein ganzes Funktional in nach der Defi- 
nition 6. und zugleich rational, so ist es ein ganzes 
Funktional in Z (nach der Definition 2.). 

9. Ist S ein ganzes Funktional in ü, so ist N(ä) 
ein ganzes Funktional in Z, und die Absolute von 

heißt die „absolute Norm von öi“. 

Die absolute Norm von 5 ist also eine Funktion in Z. 
Bezeichnen wir die absolute Norm mit Na{ä), so gilt der Satz: 
(2) N„(rää') = N„(rä)N„(ä'). 

§ 180 . Teilbarkeit von. Funktionalen. Einkeiten. 

FiS sind nun die Sätze von Bdv D, § 155 mit ganz geringen 
Modifikationen, auf die im folgenden aufmerksam gemacht ist, zu 
wiederholen. Zur Vereinfachung des Ausdruckes sollen hier mit 
den kleinen griechischen Buchstaben ganze Funktionale in Ä, mit 
den kleinen lateinischen Buchstaben ganze Funktionale in Z be- 
zeichnet sein. Dann haben wir: 

1. Definition: Wenn ß von Null verschieden ist, 
so heißt cc durch ß teilbar, wenn a/ß = y ein ganzes 
Funktional in £i ist. 

2. Sind I, ... beliebige ganze Funktionale in 
und «, ß, ... durch d teilbar, so ist auch 

ia -f riß -f... 

durch d teilbar. 

3. Definition; Ein ganzes Funktional e, dessen 
Eeziprokes l/s ganz ist^ d. h. ein Teiler der Zahl 1 
heißt eine Einheit in £1. Eine Einheit ist Teiler 
eines jeden ganzen Funktionais. Produkt und Quo- 
tient zweier Einheiten sind wieder Einheiten. 

4. Zwei ganze Funktionale «, ß, die gegenseitig 
durcheinander teilbar sind, heißen assoziiert. Ihr 
Quotient a/ß = b ist eine Einheit. Zwei Funk- 
tionale a und aa sind assoziiert. 

5. Ist « teilbar durch ß, so ist jedes mit « asso- 
ziierte Funktional teilbar durch jedes mit ß asso- 
ziierte Funktional. 
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6. Sind zwei ganze Funktionale mit einem dritten 
assoziiert, so sind sie auch untereinander assoziiert. 

7. Die Norm N{k) ist durch « teilbar-. 

Dies folgt aus_der Gleichung (6), § 178: (p(a) = 0, deren 
letzter Koeffizient J„ = +N{u) ist. Denn danach ist: 

±N{a) — + Ä H h 

8. Ein ganzes Funktional, dessen absolute Norm 
eine Konstante ist, ist eine Einheit, und umgekehrt 
ist die absolute Norm einer Einheit e eine von Null 
verschiedene Konstante. 

Denn wenn e eine Einheit ist, so sind 

JV(^) und iY(i) = 

ganze Funktionalo in Z-, folglich N (a) eine Einheit in Z. Dm- 
gekehrt ist y(E) durch e teilbar, also, wenn N(*) eine Einheit 
in Z ist, £ ein Teiler von 1, d. h. eine Einheit. 

ü. Es gibt ganze rationale Funktionen von 0 , z. B. 
die absolute Norm von tx, die durch a teilbar sind, 
[st « eine durch oc teilbare ganze rationale Funk- 
tion von 0 von möglichst niedrigem Grade, so ist 
jede andere durch « teilbare ganze rationale Funk- 
tion von 0 durch a teilbar. 


181. örößter gemeinsohaftlioher Teiler. 

Sind «, ß, ... ganze Funktionale in ß und Variable, 

die in «, /3, . ■ ■ nicht Vorkommen, so ist 

Ö = aa: -f + ••• 

nacli § 180, 2. ebenfalls ein ganzes Funktional, und zwar ist S 
teilbar durch jeden gemeinsamen Teiler von a, ß , ... Sin 
ao,'i/o, beliebige ganze Funktionen oder Funktionale m Z, so 
ist, wie jetzt bewiesen werden soll, 

/2j do = ciXfi ßyo -\ — 

durch d teilbar. Denn bezeichnen wir die absolute Norm von S 

mit JK s« ißt 

(g) *V(d) = DEix, y, .^.) = DE, 

und Fix, ?/, ...) ißt eine Einheit in i?, zugleich aber eine ganze 

homogene Funktion der Variablen x,y,.-- 
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Bedeutet t eine neue Variable, so ist 

N(ßt ~ Öq) = D yt — 2/0, ...), 
also, wenn man nach absteigenden Potenzen von t ordnet und 
den Paktor N{S) = DE beiderseits forthebt: 

(4) N(t — C, + Gaif”-® -| , 

worin üi, (?3 ... keinen anderen Nenner als E haben, und 
folglich ganze Funktionale in Z sind. Demnach ist nach der 
Definition § 179, 6. auch ö ein ganzes Funktional, wie be- 
wiesen werden sollte. 

Demnach erhalten wir folgende Definitionen: : 

1. Das Funktional ö = -[- 1^2/ ™1~ ••• und jedes 

mit d assoziierte Funktional ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler von a, /3, ... 

2. Ist ux-^ßy eine Einheit, so heißen a und ß | 

teilerfremd oder relativ prim. Gibt es Funktionale I 

7]^ für die 4- ßrj eine Einheit ist, so sind oc, ß : 

relativ prim. . • 

3. Ist a relativ prim zu ß und zu y, so ist es 

auch relativ prim zu ßy. 1 

Denn nach Voraussetzung sind 

£ = 4 " 61 = an ßv r 

^ Einheiten (ir, -et, v neue Variablen). i 

: a (au X yvx ßuy)-}-ßyvy = 6 F 

also nach '3. cc und ß y relativ prim. ] i 

4. Ist « relativ prim zu ß und a/i durcli ß teilbar, !' 

SO ist {I durch ß teilbar. i 

Denn aus der Voraussetzung folgt: 

ccyx ßy,y === s | 

woraus, da s eine Einheit ist, sich der Beweis ergibt. 


§ 182 . Primfunktionale in Sl. 

1. Definition. Ein ganzes Funktional tc in Si heißt 
ein Primfunktional, wenn es keine Einheit ist und 
außer durch die Einheiten nur durch die mit ihm 
assoziierten Funktionale teilbar ist. 
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Daraus folgt ; 

2. Ist ein Produkt a ß durch n teilbar, so ist 
•wenigstens einer der beiden Faktoren, « oder ß, 
durch jr teilbar. 

Denn ist weder a noch ß durch it teilbar, so sind beide 
relati'V prim zu ic und nach § 181, 3. ist sr auch relatiy prim 
zu aß. 

3. Jedes von Null verschiedene ganze Funktional 
S ist durch ein Primfunktional teilbar. 

Denn ist 5 nicht selbst ein Primfunktional, so ist es durch 
ein von w verschiedenes Funktional a teilbar. Ist 

M == arä', 

so ist 5' keine Einheit und 

Die hier vorkommenden absoluten Normen sind ganze Funk- 
tionen in 0 und der Grad von Na(cö') ist kleiner als der Grad 
von Nn{ü>). Ist (3' noch kein Primfunktional, so kann man so 
fortfahren und muß schließlich auf einen Primfaktor w von S 
kommen. 

In dieser Weise schließt man weiter wie in Bd. II, § 158, 
wobei nur an Stelle der dort benutzten Größe der ganzen ratio- 
nalen Zahlen hier die Höhe des Grades ganzer rationaler Funk- 
tionen der Variablen z tritt. So erhält man aucla^die Sätze : 

4. Jedes ganze Funktional m in fö, das keine 
Einheit ist, läßt sich in eine endliche Anzahl von 
Primfaktoren zerlegen, und zwar nur auf eine Weise, 
wenn a.sHOziierte Funktionale als nicht verschieden 
betrachtet werden. 

Im folgenden müssen wir von dem Satz Gebrauch machen, 
daß eine ganze rationale Funktion von z mit numerischen Koeffi- 
zienten in lineare Faktoren zerlegbar ist, mit anderen Worten, 
wir müssen den Fundamentalsatz der Algebra von der Wurzel- 
existenz voraussetzen. Es folgt daraus zunächst: 

6. Die ganze rationale Funktion von z niedrig- 
sten Grades, die durch ein Primfunktional n teilbar 
ist, ist eine lineare Funktion z c. 

Nach § 180, 9. gibt es überhaupt ganz rationale Fxmkkonen 
mn z, die 'durch « teilbar sind. Zerlegt man eine solche Funk- 
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tion in liueare Faktoren, so muß nach 2. einer dieser Linear- 
faktoren durch n teilbar sein. Es können nicht zwei Yerschiedene 
Linearfunktionen 0 — c und ^ — c* durch dasselbe 7 t teilbar sein, 
weil sonst die Yon Null Yerschiedene Konstante c — c' durch % 
teilbar wäre. 

6. Jede ganze Funktion co in ß ist nach dem Mo- 
dul 7t mit einer Konstante h kongruent, d. h. man 
kann die Konstante h so wählen, das 0 — & durch 7t 
teilbar wird. 

Denn die Funktion co genügt nach § 175 einer Gleichung: 

^ ^ CO ün = 0^ 

worin die Ui, ganze rationale Funktionen Yon ^ sind. Sind 

..., an die Reste dieser Funktionen bei der Teilung durch 
^ — c, also Konstanten, so folgt: 

ra" + -j- = 0 (mod 7t)j 

und wenn man die Funktion auf der linken Seite in Linear- 
faktoren zerlegt: 

(1) (05 — b) (g) — y) (w — 6 ") • • • = 0 (mod 7t). 

Es muß also wenigstens einer dieser Linearfaktoren durch 
teilbar sein, was zu beweisen war. 

Aus der nachgewiesenen einwertigen Zerlegbarkeit der Funk- 
tionale in Primfaktoren ergeben sich weitgehende Folgerungen, 
Yon denen die wichtigsten hier angeführt werden sollen. 

Wenn in einem Funktional 9 des Körpers ß eine gewisse 
Anzahl der HilfsYariablen , 2/, nur im Zähler Yorkommen, 

so möge 

9 = 9 (ir, 2/, . . .) 

eine holomorphe Funktion Yon ;Z?, ... heißen. Von denen 

gilt der Satz: 

7. Eine holomorphe Funktion ist nur dann ein 
ganzes Funktional in ß, wenn die Koeffizienten der 
geordneten Funktion 9 ganze Funktionale sind. 

Es genügt offenbar, den Satz für holomorphe Funktionen 
einer Variablen 

(2) (P =Z X’«<po-h H h + <Pm 

mclizuweisen, weil er daraus durch vollständige Induktion allge- 
mein bewiesen werden kann. 

Dieser Beweis ergibt sich aber aus dem Gaus s sehen Satz: 
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Haben zwei holomorphe Funktionen 

« = «j -j- ... _|_ 

ß = ßu^^‘ ■'1" "H ■ • • “h 

ein Produkt 

y = + " H 1- n+it, 

dessen Koeffizienten ganze Funktionale sind, so können die ^oi 
yi, ..., n+i- <l8,nn alle durch ein Primfunktional sr teilbar 
sein, wenn entweder alle «o, «i, ..., a^, oder alle ßo, ßj,, ..., 
durch jr teilbar sind, was ganz so bewiesen wird, wie in Bd. I, § 2. 

Wenn nun ( 2 ) ein ganzes Funktional ist, ohne daß ^oi (pi, •••, <Pm 
ganz sind, so kann man ein ganzes Funktional fi und darin einen 
Primfaktor jr so bestimmen, daß 

( 3 ) X = f* 9 = + «1 H H «m, 

durch ® teill)ar ist, «oi«i) «n aber nicht alle durch jt teilbar 
sind. 

Ist nun (p ganz, so genügt es einer Gleichung: 

( 4 ) 9”* == «1 Ji’i 9 ™"' + «2 -^2 9 ”**"° H h «m 

und daraus durch Multiplikation mit fi“: 

( 5 ) A' r* = («1 + ßä + «m -®m), 

worin die ••• ganze Funktionen in .Z’, die 5 ^, ..., 

Einheiten in Z sind. Die Einheiten E, JEi, Um können zwar 
X noch enthalten, können aber holomorph angenommen werden. 
Ordnen wir rechter Hand und linker Hand Ton (. 5 ) nach x, so 
sind die Koeffizienten von E nicht alle durch a teilbar. Ebenso 
sind nach dem erwähnten Satz die Koeffizienten von nicht 
alle durch w teilbar, während auf der rechten Seite alle Koeffi- 
zienten den Faktor ft, also auch den Faktor je haben. Das ist 
unmöglich und damit unser Satz bewiesen (ßd. II, § 159 ). 

8. Flin holomorphes ganzes Funktional 9 ist der 
größte gemeinschaftliche Teiler aller seiner Koeffi- 
zienten. 

Sind «, ß, ... die Koeffizienten von 9, so ist 9 jedenfalls 
durch den größten gemeinschaftlichen Teiler von cc, ß, ... teilbar. 
Zerlegen wir eine Linearfunktion 0' — c in ihre funktionalen Prim- 
faktoren, so können wir in diesen Primfunktionalen « die Variablen 
beliebig bezeichnen, und da jedes Primfunktional in einem 0 c 
aufgehen muß, so können wir darin die Variablen von den Vari- 
ablen X, y, ... in 9 verschieden annehmen. Demnach können 






650 


Fünfundzwanzigster Abschnitt. 


182. 


wir ein von den j/ , ... freies , mit (p assoziiertes Funktional 
ijj — s(p bestimmen. Da dann (p/ijj ganz ist, so müssen nach 7. 
die Koeffizienten von p alle durcb und folglich auch alle 
durch (p teilbar sein. Was zu beweisen war. 

Damit ist zugleich bewiesen: 

9 . Ein holomorphes ganzes Funktional geht in 
ein assoziiertes über, wenn die Variablen anders 
bezeichnet werden. 

10 . Jedes Funktional 0 in ß geht durch Multi- 
plikation mit einer Einheit in Z in ein holomorphes 
Funktional über. 


Denn man kann zunächst cd als Quotienten zweier ganzer 
holomorpher Funktionale 

G) ^ ^ . 


darstellen. Setzt man 7 ^( 9 ?) ~ 909 ', so ist, wie die Formel (4) 
zeigt, in der ist, 9 ?' mit einem holomorphen 

Funktional assoziiert, und es folgt: 


( 6 ) 


(7) 


JEm CO 


t<p' 

Ctm 


11 . Zu einem ganzen Funktional c5 kann man ein 
zweites ^ so wählen, dafi p. durch beliebig gegebene 
Primfunktionale Jtg, ... nicht teilbar wird, und daß 

=r cc 

eine Funktion in’ß wird. 


Man stelle c5 nach 10 . durch ein holomorphes Funktional cp 
dar. Dessen Koeffizienten sind nach 8 . alle durch ü 5, aber nicht 
alle durch teilbar. Es gibt also eine Funktion fZi, die durch 
w, aber nicht durch 0 % teilbar ist. 

Nun setze man: 

= ©%jrg..., «2 = c3?ri %..., «3 = 

und bestimme: 

cci teilbar durch « 1 , nicht teilbar durch 

^2 n }) ^2 1 jj j? jj ^2 ^2 ? 

^3 ?? ^3» J5 1} ^8^8* 

Dann genügt 

. OC = «2 CCq “~j~ DCg — j— • ♦ • 

den Forderungen des Satzes 11 . 
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§ 183. 

12. Jedes ganze Funktional a ist der größte ge- 
ineinscliaftliclio Teiler zweier Funktionen ß in Ä 
Um dies zu l)ewc5is(3ii, nclimen wir a == teilbar durch cJ, 
dann ß teill)ar durc.h ö3 und ß:E relativ prim zu /x; dann ist 

CO — cc;i' ß 'JJ 

der größte geineinschaftliclie Teiler von oc und ß. 


183. Basen und Basisformen der Funktionale. 

J<;s Bei jetzt 

CÖ2, On 

e.in« MitiimalljasiH (Uss Körpers ß (§ 176) und 

j ^11 ^ 2 ? 

eine andere HasiK von Sl. Die lineare Substitution, durch die 
die a mit dem w zuKammonbängen, sei: 

i 

j dff =: 2 Üßy i ^i) 

worin die? a«,,* ganze Funktionen in Z sind, deren Determinante 
A. “ 2 ^2, a M 

nicht identisch verschwindet. Sind ti, ^21 •**? Variable, so ißt 
^5j X rrs rzjtj 4” ^ 2^2 ~h 

der größte g(*meinH<diaftliche Teiler von «i, Wg, «n* 

Setzt man für U, ganze Funktionen in Z, so ent- 

stellen aus A ganze Funktionen in ß, die alle durch l teilbar sind. 

l. Man. nennt A eine Basisform und «j, «a, «„ 

eine Basis des Funktionals A, wenn man alle durch 
A teilbaren Zahlen in ß dadurch erhält, daß man 
für fi ganze Funktionen in Z setzt. 


f/;)„ in HO bestimmen, 

daß 


«D 

Gig ^ 

wird. 

Daraus folgt: 


i 

(7) 

X0g ^ 

2 CCi B <) 

■womi 

(8) 


2gf^^sir 









} 

I 
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gesetzt ist, und indem man für cci in (7) die Ausdrücke (3) sub- 
stituiert: 

% S 

(9) Xuir = 2? COi 2/ as^iia, r* 

Nack der Definition der Norm (§ 172) ist also JV(yl) die 
Determinante aus den Koeffizienten 

8 

2 (Xß^ I tß^ y, 

und diese kann man nach dem Multiplikationssatz der Deter- 
minante in 

(10) N{1) = ÄT 

zerlegen, worin J. die Bedeutung (4) hat, und T die Determinante ist: 

(11) = 2? +]^l^ 1 2 • • • n» 

Hierin ist T eine homogene Funktion nten Grades der 
deren Koeffizienten ganze Funktionen in Z sind. Ä ist selbst 
eine ganze Funktion in Man beweist nun wie in Bd. 11, § 164, 
daß T eine Einheit ist. Wäre das nämlich nicht der Fall, so 
hätte T irgend einen Linearfaktor ^ — c, und man könnte 
nach einem elementaren Determinantensatz holomorphe ganze 
Funktionale yi in die nicht alle durch z — c teilbar sind, so 
bestimmen, daß 

1^8 == yi’^8 1 ~f" * ' * -j- yn^an 

durch z — e teilbar wird (man kann den yt sogar konstanten 
Koeffizienten geben, da man sie auf ihre Beste nach z — c redu 
zieren kann). 

Setzt man nun 

fi) rrr (öl + 052 2/2 H h 

so folgt aus (7) 

A (» == «2 * ""h 

und daraus folgt, weil die durch A, die Ui durch z — c teilbar 
sind, daß co durch z — c teilbar ist, was der Definition der 
Minimalbasis widerspricht. Demnach ergibt sich aus (10), daß A 
die absolute Norm des Funktionais X ist: 

(12) -Ntt(A) = 2 lb%i<^a2 ^nn* 

Für ein Primfunktional % können wir leicht eine Basis finden. 
Es können nicht alle Elemente (»i, c? 2 j *.*, con einer Minimalbasis 
durch 7C teilbar sein, weil ja durch die Linearform 

(13) G) ■= ^ h »n 



653 


§ 183. Basen und Basisformeu der Funktionale. 

auüli diü I'uiiktiuii „1 (larstcllLar sein muß. Nelmieii wir an 
ß, sei nicht durch teilbar. Nach § 182, 6. gibt es Konstanten 
Cj, dg, • • c», deien eiste unbeschadet der Allgemeinlieit = l 
angenommen werden kann, die den Bedingungen: 

Oll — i) = dj, ..., ra„ = (mod n) 
genügen. Wir scdzen: 

C5i = (s — c) Ol, 

1 -\ ä \ «^2 = Olg Cgßi, 


CCn — 

Daß dies eine Basis von m ist, ersieht man sofort, wenn man 
die Funktion (13) so darstellt; 

(15) 03 :r-: ./’j Kg -j- j- .T,, «„ ~|~ (i®i Cg «g -)- 1- CnX,,)^}^; 

da Kg, ..., K„ durch tv teilbar sind, so kann ® nur dann durch 
Ä teilbar sein, wenn die ganze Funktion in Z: 

.Ti -|- Cgfljg -|- "1- c„a:„ 

durch (~ -- - d) teilbar und folglich co durch die Formel (5) dar- 
stellbar ist. Hiernach ergeben die Formeln (10) und (14): 

(16) jY„(a) = « — c, 
also den Satz: 

2. Die absolute Norm eines Primfunktionais ist 
öiiK? lineare Funktion von g. 

Dieser Hatz bedeutet einen wesentlichen Unterschied zwischen 
den 'I'hoorien der Zahlen und der Funktionen. In der Zahlen- 
theorie gibt es I’rimideale verschiedener Grade, deren Norm eine 
Pottmz einer Primzahl ist. In der Theorie der Funktionen haben 
wir nur Primfunktionale ersten Grades. Dies rührt daher, daß 
wir vermöge des Fundameutalsatzes der Algebra jede ganze 
Funktion einer Variablen nach dem Modul tc in lineare Faktoren 
zerlegen können. 

Die Zalil der Primfaktoren, in die (g — c) zerfällt, ist hier- 
nach II, da N (g — - c) = (g — c)" ist. 

Fassen wir die untereinander gleichen Primfaktoren in 
Potenzen zusamraen, so ist 
( 17 j e — c = ssi«‘3i§>3r|'..., 

worin 

(18j n = i'i 4- 6a + 

wo « eine Einheit ist. 
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§ 184. Basisform und Verzweigungsfunktional. 

Unter der Basisform des Körpers wollen wir die Linear- 
form verstehen: 

(1) r = 2 ^ 

in der die Funktionalvariahlen sind, und deren Koeffi- 

zienten » 1 , (» 2 , (Dn eine Minimalbasis von bilden. Diese 
Form ist der größte gemeinschaftliche Teiler von «i, cog, tt>n 
und folglich eine Einheit. Aus r kann man alle ganzen 

Funktionen in Sl ableiten, indem man für die Variablen 
^ 2 , . . tn ganze Funktionen in Z setzt. 

Setzen wir 

(2) F(t) — N (t — r) = • -fi- Än^i t ~|- An^ 

so sind die -Aj, ..., An holomorphe ganze Funktionale in 
und tr genügt der Gleichung nten Grades: 

(3) Fit) = 0. 

Ist 7ü ein Primfunktional und 

Na(^) = 0 — C, 

SO kann man nach § 182, 6. die Konstanten Ca, ..., c» aus 
den Kongruenzen 

(4) Cöi = Ci, 0)2 = Ca, . ' con = Cn (mod 7t) 

bestimmen, und wenn man 

( 5 ) to = Citi 2 Cn tn 

setzt, so ist To ein konstantes Funktional, und r — Tq ist 
durch 7t teilbar. Es ist nun zu beweisen: 

3. Das Primfunktional 7t ist der größte gemein- 
schaftliche Teiler von t — to und 0 — c: 

(6) 7t = u{r ~ Tq) 4- v{0 — c), 

und wenn daher (0 — c) durch eine höhere als die 
erste Potenz von 7t teilbar ist, so ist t — to nur durch 
die erste Potenz von 7t teilbar. 

Zunächst ergibt sich aus der Definition § 181, daß 

(7) t to = (Wj Cj) "f- t2 (CO 2 — Ca) -|~ • • • 4” — Cn) 

der größte gemeinschaftliche Teiler von (cuj — Cj), (coa — Ca), . . 
(cOn — Cn) ist. Ist BUH 

(8) G) = XiCJi X 2 0^2 4~ ■ ’ * = 0 (mod 7t)j 
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so ist ^nOn durch jr, und weil es eine 

Funktion in Z ist, durch {0 — c) teilbar. Wir setzen; 

»iCi -|- x^Cfi -j- 1- a:„c„ = (2 — c)y 

und erhalten aus (8) 

(■9^ ß) = a'i («>1 — Ci) -f- uJa («Uj — Ca) -| j- x,i (oj„ — c„) -j- — c)2/ 

= (t — to) + (« — c)y. 

Hätte nun (t — To) und (2 — c) den gemeinschaftlichen Teiler 
kS, so könnte man nach § 182, 11. eine durch n teilbare, zu S 
teilerfremde Funktion o in £l finden. Dem widerspricht aber die 
Gleichung (9), und damit ist unser Satz bewiesen. 

Es sei 

(10) d?(if) = ■ |- -j- -j- Bm—i t -|- Bm 

eine Funktion «iten Grades von t, und Bo, A, ..., jB„ seien ganze 
holomorphe Funktionale in Z mit den FunktionalTariablen ti, 
•••, in, die der Kongruenzbedingung 

<&(t;) = 0 (mod 2 — c) 

genügt [wie z. B. die Funktion >(<) — N{t — r)]. Dann ist 

®(to) = 0 (mod w), '. t.,- 

und wenn wir 0(0 durch r — r» dividieren, so ergibt sich 

(12) 0(0 = (i - tü)0i(O’ (“od 

worin 0i(i) eii' holomorphes ganzes Funktional in Z ist (weil to 
als konstantes Funktional in Z enthalten ist). Da nun in (12) 
außer den Funktionalvariablen nur rationale Funktionen von 2 
Vorkommen, so muß die.so Kongruenz auch für den Modul 2 — c 


Bein: 


(13) 0(0 s: (i - ro)0i(O (mod2 — c).^ 

Ist ä' ein zweites l’rimfunktional, das auch mit n identisch 
sein kann, und 2 — c durch 7 t n' teilbar, = ’^o (“od re), 

so ist (t — Tij); re relativ prim zu re' (nach 3.) und wegen (11) 
ist 0i(r!)) ^ 0 l^ä,rau8 schließt man 

01 (0 = (i — 

zunächst für den Modul re', dann aber 

in liegen, auch für den Modul (2 - c). Wir haben also. 

(U) 0 (0 s 0 — •fo) (i - ^' 0 ) ^7 (0 (“Od 2 - c). 

Daraus schließen wir auf folgenden wichtigen Satz; 

4. Es sei nach § 183, (17) 
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(17) 


in n (gleiche oder verschiedene) Primfaktoren zer- 
legt, und 

seien die konstanten Funktionale, denen r nach den 
Modulen 

1 ^21 • * *1 


(18) 


kongruent wird. 

Es sei ^{t) ein ganzes holomorphesFunktiönal in ^ 
vom Grade m in bezug auf das der Bedingung 
0(x) = 0 (mod ^ — c) 
genügt. Dann ist: 

(19) — — (mod ^ — 4 

worin W ein ebensolcbes Funktional vom Grade 
m — n ist. 

^ Es folgt daraus: 

5. Ein Funktional 0, das der Bedingung (18) ge- 
nügt, kann nicht von niedrigerem als ntem Grade 
sein. 

Und auf die Funktion F(f) angewandt, folgt die Formel: 

(20) F(t) — N{t — t)= (t — Ti) (t — TTg) . . . (i5 — Tn) (mod ^ — c). 
Die Köi^ruenz (20) können wir in folgender Weise dui’ch 

eine Gleichung ersetzen: 

Wir fassen, wie in (17) des vorigen Paragraphen, in der 
Zerlegung von 0 — c in Primfaktoren die gleichen Faktoren zu- 
sammen und setzen: 

(21) ^ - c = ...<;« 

“h <?2 ••• "j~ 

dann ist nach (20) : 

(22) F(t) = (t~ -Ci)“! (t — — — c) R (t), 

worin B(t) ein ganzes Funktional zunächst in ß ist. Die Formel 

(22) selbst sagt aber, daß R(t) in Z enthalten ist, und daß es 

eine ganze Funktion der Funktionalvaiiablen t, i|, ..., t„ ist. 

Wir können also auch die Ableitung der Gleichung (12) in 
hezug auf t bilden und erhalten; 

F'{t) = e,(t — t,y-i (t — ...{t 

( 23 ) ^ ... (t 


■ 

^m) * 


e^{t — r^yyt — ...(t — c) 
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und hierin liegt der Beweis des folgenden Hauptsatzes, den man 
erhält, wenn man t — setzt. 


6 . Wenn = 1 ist, so ist F\t) nicht durch jftj 
teilbar. Sonst ist F'{t) durch aber nicht durch 

teilbar. Das Gleiche gilt von den übrigen Prim- 
faktoren von {0 — c) und folglich ist F* (t) teiler- 
fremd zu allen Primfaktoren 0 — c in die nicht 
durch das Quadrat eines Primfaktors in Sl teilbar 
sind. 

Es gibt also nur eine endliche Anzahl von Primfakforen 
— c)^ die durch eine höhere als die erste Potenz eines Prim- 
faktors in ß teilbar sind, und F^(t) ist, in Primfaktoren zerlegt : 
das Produkt aller Faktoren ^enn die höchste inW(jr) 

— ^ — c aufgehende Potenz von ä ist. 

Das Funktional F’'(r) wird das Verzweigungsfunktional 
des Körpers ß genannt. 

Für die absolute Norm des Verzweigungsfunktionais ^ er- 
halten wir: 

( 24 ) Nar{F) = n{0 - 

worin sich das Produkt U auf alle Linearfaktoren {0 0) ei- 

streckt, die durch eine höhere als die erste Potenz eines Prim- 
faktors teilbar sind. ■ ^ 

Wir können noch zeigen, daß diese absolute Norm nichts 

anderes ist, als die Körperdiskriminante B. 

Um dies zu beweisen, setzen wir; 


( 25 ) + !- Wfc,«®«, 

worin die u,,^, «m, komogene Funktionen fcten Grades 

von ti, «2, sind, und die Determinante 



^1,0? 

«2,0? 

•} 'W'TJjO 

u = 


1 , 

. ? 1 

Wl, n—l) 

^2, « — 1? 

,, Uf^^ w— 1 


ist eine Einheit. , . 

Denn wäre U keine Einheit, so hätte sie wenigstens einen 

Linearfaktor . - c, und man könnte die ganzen rationalen 

holomorphen Funktionale i/oi J/n 3 /«— i es immen, a 

ltr,o2/o + Wr,l3/i H h «r,n-l3/«-l = ® ^ 

wäre, ohne daß alle durch 0 — c teilbar sind. 

Weber, Algebra. HI. 


-e 
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Dann würde sich aus (20) eine Kongruenz ergeben: • 

' 2/0 + + 2 / 2 ^^ H 1- = 0 (mod — c), 

was nach dem Satz 5. nicht möglich ist. 

Nach § 174, (17) und § 176, (9) ist 

NF^{t) = ±^(1, r, ..., r«“i) 

(27) = ±_JJ^ Zf (03a, (Og, . . (On) 

= + 

.^also ist 

(28) NaP(t)=zf 

die Körperdiskriminante, die hiernach durch (24) in 
lineare Faktoren zerlegt ist. 

Die gewonnenen Kesultate benutzen wir noch zum Beweis 
des folgenden Satzes: 

7. Ist eine ganze Funktion in Sl 

(29) O n= Xi -|*- X 2 ^2 ~1“ ‘ ' * H" 

durch jedes in z — 0 aufgehende Primfunktional 
teilbar, so ist S(g 3) durch b — c teilbar. 

Die rTg, ..., Xn sind hier ganze Funktionen in Z, Die 
Funktion w geht aus r hervor durch die Substitution 

(30) it'2? • • *5 in X^. 

Ist also m durch 7t teilbar, und ^ 6 ^ 1 , ..., co^ = c,, (mod st), 
so ist 

+ “* + ‘^’n^n = 0 (mod it) 

und folglich auch, als Funktion in durch 8 — c teilbar. Sind 
also TTi, ..., die konstanten Funktionale, denen r nach den 
Primfaktoren ^ von (^ — c) kongruent ist, und 

gehen diese durch die Substitution (30) in ..., übei', so 

sind alle diese Funktionen durch {z — c) teilbar [weil sie n. V. 
durch einen Primteiler von {z — 6') teilbar sind]. Nun ist nach (22) 

(31) — = Cjrj + -f 1- 

und mithin 

— S((jo) = eiz\ + ^ 2'^2 “f“ § **• + = 0 (mod z — c\ 

wie zu beweisen war. 

§ 185, Die gebrochenen Funktionen in Ä und die 
Taylor sehe Entwickelung. 

Eine gebrochene Funktion im Körper Sl kann auf unendlich 
Yiele Alten durch Multiiilikatioii mit einer ganzen Funktion v in 
eine ganze Funktion /i verwandelt werden. Es ist dann 
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und heißt der Zähler, v der Nenner von iq. Diese beiden 
Funktionen sind durch nicht vollständig bestimmt, wohl aber 
sind die Funktionale bestimmt, die übrig bleiben, wenn alle 
gemeinschaftlichen Funktion alfaktoren im Zähler und Nenner 
herausgehoberi werden. Denn ist 


( 2 ) 


ü = El- 

V v' ’ 


fjiv' — 


HO muß jedes Primfunktional, das in o/, aber nicht in ^ aufgehh 
in aufgehen. Die so aus tj bestimmten Funktionale w und ß 
nennen wir Zählerfunktional und Nennerfimktional von tj. Um 
durch Funktionen darzustellen, nehme man zunächst eine Funk- 
tion teilbar durch /?, aber sonst beliebig und setze v = ßf; 
darin kann y relativ prim zu einem beliebigen Funktional an- 
genommen werden. Dann ist rjv eine durch f teilbare ganze 
Funktion, und man setze 

V = « y . 

Das Funktional ^ kann aber, wie wir später noch nacliweisen 
werden, bei gegebenem ß nicht mehr beliebig sein, 

I)i(3 Funktionale werden wir auch kurz den Zähler und 
den Neuner von rj nennen. 

Ist 7t ein Primfunktional, so gibt es Zahlen (Konstanten) 
n, />, (A A Kongruenzen 

^ ^ ^ ~ a\ ~ (mod %) 

genügen, und aus (2) folgt 

, , . , a d 

Ci h b ct ^ ) 

vorausgüHötzt, daß v und v' nicht durch n teilbar sind. Es ist 
dann n — « «i»“ Funktion in in der der Zähler, aber nicht 
der N(niner durch n teilbar ist. Ist q eine ganze oder gebrochene 
Funktion, in de.r der Zähler durch tc, aber nicht durch ji®, der 
Neuner aucdi nicht durch jt teilbar ist, so ist (ij — c) ; ? 
Funktion, deren Nenner nicht durch n teilbar ist und deren Zähler 
den Faktor n einmal weniger enthält als (ij c). Wir setzen; 

rj — C = Qiji- 

Dieselbe Betrachtung wenden wir auf 'tji an und bekommen 
80 eine beliebig fortzusetzende Eeihe von Gleichungen; 
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V = c + QVii 
Vi = «l + ?’?2, 


’rjt—i — Cj — 1 QVri 

woraus sich ergibt: 

(4) ■»? = c + Ci 9 + Ca ^>2 H 1- c,._i p’-i + 7],. 

Die Reihe der Konstanten c, Cj, Ca, Cy_i ist durch tj voll- 
ständig bestimmt und rj^, tjj, ist eine Reihe von Funk- 

tionen in deren Nenner nicht durch sr teilbar ist. 

Man könnte diesen Ausdruck die Taylor sehe Entwickelung 
der Funktion rj nach Potenzen von p nennen. Eine ähnliche Ent- 
wickelung läßt sich auch für eine Funktion if gehen, deren Nenner 
durch 3E teilbar ist, nur daß dabei auch negative Potenzen auf- 
treten: Man kann nämlich eine Potenz p* so bestimmen, daß 
der Nenner von q^i] nicht mehr dm’ch % teilbar ist, und wenn 
man auf dieses Produkt die Entwickelung (4) anwendet, so folgt: 

(5) = C p-* -f Ci p-^ + l -j 1- Cr-x p»— + Tlr p»— 

§ 186 . Birationale Transformation. 

Wir kommen jetzt zu einem Gegenstand, der das Gebiet der 
algebraischen Funktionen vorzugsweise von dem der algebraischen 
Zahlen unterscheidet, und der Grund dafür ist, daß die Theorie 
der ganzen Funktionen und Funktionale für die Funktionen bei 
weitem nicht den Charakter der Invarianz hat, wie bei den Zahlen ; 
das ist die birationale Transformation. 

Ist gl irgend eine nicht konstante Funktion des Körpers £l 
und JV (t — gl) die fte Potenz einer irreduziblen Funktion cten 
Grades (§ 172, 6.), so besteht zwischen g und gi eine Gleichung, 
die in bezug auf gi vom cten Grade ist, deren Grad in bezug auf g, 
wenn Nenner und übei’flüssige Faktoren weggeschafft sind, mit 
Cj bezeichnet werde. Diese Gleichung sei 

( 1 ) G{giig) = 0. 

Unter den verschiedenen Gleichungen dieser Form gibt es 
nur eine irreduzible und diese ist sowohl in bezug auf g als in 
bezug auf gi von mögUchst niedrigem Grade (Bd. I, § 20). 

Ist 0 eine primitive Funktion des Körpers Si, so ist nach 
§172,(12) 

(2) A = 0, 1, ..., e — 1 

' Ä==0, 1,. 1 


§ m. 


Birationalo Transformation. 


I 
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eine Basis des Körpers Si, und folglich kann jede Funktion to 
in in der Form dargestellt werden: 

(■^) ® — Io -|- d -f- • • • -H l/--! 01 '-^ , 

worin die |o) Id Ir— j rationale Funktionen von s und % sind, 
also Zahlen des durch (1) bestimmten Körpers. Setzen wir 
(4-) n = ef, 

so Lassen sich die Funktionen in jeder der beiden Formen 
darstellen : 


I = • -j- 

= Vo -{- Vl ^ + 2/2 H + 

worin die x rationale Funktionen von 0 , die y rationale Funktionen 
von Zx sind. 


( 6 ) 

(7) 


1. Demnach läßt sich jede Funktion co linear mit 
rationalen Koeffizienten in darstellen durch die 
iij - Funktionen: 


0“ 


r = 0, 1, ex — 1 
s = 0, ~ 1’ 

die wir in irgend einer Reihenfolge mit 


Vif V^f • ' * ? Vni 

bezeichnen, und diese Funktionen sind linear un- 
abhängig, d. h. es besteht zwischen ihnen keine 
lineare lielation mit rationalen Koeffizienten in 0 ^: 


"f” ^2 + • • • --h ^«1 Vni = 0 , 

außer wenn die .Tj, CC 2 , alle rerschwinden. 

Denn f ist der niedrigste rira-d einer Gleichung für 0 mit 
rationalen Koeffizienten in 0 und 0 ^ (§ 172). 

Betrachten wir nun das Funktional 


(8) z= 71, + t^v^ 4 h KVn, 

mit den Funktionalvariablen , so ergibt sich ein System 

von Gleichungen: 

(9j t»' = Xi^rVl 4“ '>^2,r^2 H h ^«i,r 

worin r jede natürliche Zahl, auch 0, sein kann, und die Xi^r 
nitioiuile holomorphe Funktionale in 0 , sind. Es ergibt sich 
daraus durch Elimination der tj eine Gleichung 

(10) <l^('ri) = 4“ -4- -j- == 0 

höchstens vom Grade n, mit rationalen Funktionalen in 0 , als 
Koeffizienten. 
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Es ist zu beweisen, daß dieser Grad niclit kleiner als % 
sein kann, oder was damit gleichbedeutend ist, daß die 

rational durch tTi darstellbar sind. Dies ergibt sich, 
wenn man (10) nach einem der tv partiell differentiiert: 




0A 


dtv 


-1 I ^ 

”-'^1 "T 


dir 


Da nun ^'(b) nicht yersch windet, wenn m der möglichst 
niedrige Grad der Gleichung (10) ist, so erhält man daraus un- 
mittelbar die gesuchte Darstellung Yon r]v. Also muß in — ih 
sein. Damit ist bewiesen : 


2. Das Funktional Tj genügt einer irreduziblen 
Gleichung n^ten Grades in 

Setzen wir also in (9) r = 0, 1, 2, rii — 1, so ergibt sich 
ein System linearer Gleichungen für deren Deter- 

minante ein nicht verschwindendes Funktional in ist, und man 
kann also für die Variable U solche konstante Werte setzen, daß 
die Determinante auch dann nicht verschwindet. Geht Ti durch 
diese Substitution in 0^ über, so kann man aus dem System (9) 
die 7^1, r} 2 ^ ..., rational durch und 0^ ausdrücken. 

Damit ist aber bewiesen: 


3. Ist % eine beliebige, nicht konstante Funktion 
in £1^ und Oj eine zweite Funktion desselben Kör- 
pers, die keiner Gleichung von niedrigerem als 
fiiien Grade in 0 ^ genügt, so sind alle Funktionen 
des Körpers ii, also auch 0 und ö, rational durcli 
01 und Öl «ausdrückbar. 

Zwischen irgend zwei Funktionen a, ß des Körpers Sl besteht 
immer eine Gleichung mit konstanten Koeffizienten 
(11) F(u,ß)=.0, 

und unter allen möglichen Gleichungen dieser h'ortu ist eine von 
möglichst niedrigem Grade, sowohl in bezug auf cc als in bezug 
auf ß. 
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§ 187. Dor Punkt. 

Kk (Mitslcht lum die. Frage, wie man den algebraischen Funk- 
tionen ciao liodoutimg im (iohiete der Zahlen beilegen kann. Wh 
setzen dabei das Uobiot den- la^ellen und imaginären rationalen 
und irrationabm Zahlen als gegeben voraus, und in diesem 
(ieliioto das ivoolinon mit den vier Spezies. Wir erweitern dieses 
(lebiet duirli llirizulTigung eines Zahlzeichens „Unendlich“: oo, 
und rechnen auch mit dies(!m Zeichen in bekannter Weise, so daß 
1 1 

(1) r-r 0, -- -= CO, 00 . OD = CO 

ist, wähnaul clcjii 

I A 0 00 

0*oo, — 

ö OD 

keiiiB Hcuhnituri',^ ^^iikornrnt (oder auch, in jedem einzelnen 
Falle mwrh Heularf, ein hediebiger Zahlwert heigelegt wird). 

Der Körper Sl bc.*stc‘ht jiitzt aus allen möglichen algebraischen 
Funktiontui /i, die nach § 186 als rationale Funktionen 

voll zweien unter ihnen mit Zahlenkoeffizienten dargestellt werden 
können. Auf die. .Art dieser Darstellung kommt es zunächst 
nicht an. 

Wir stellen nun folgende Definition auf: 

L Wenn alle Individuen c«, /?, ... des Körpers Sl 

durch beBtimmte Zahlwerte «o, ... in der Weise 

e.rsetzt werden, daß 

L rz rrr ciß, weuu a konstant, 

2. (oc ßjo = ^0 "4" /^O) 
fl. (« ^)o ^ Wq ßQj 

i^ß)o ^oßoi 
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SO ordnen wir einem solclien Zusammentreffen von Werten 
einen Punkt ^ zu. Wir sagen: oc = ocq, oder a hat den Wert «o 
im Punkte % Zwei Punkte ^ und heißen dann und nur dann 
verschieden, wenn es wenigstens eine Funktion in gibt, die in 
und verschiedene Werte hat. 

Die Eegeln 2. bis 5. versagen in den Ausnahmefällen, nämlich 
2. und 3., wenn «o und = co sind; 4., wenn «o = 0, /3o = 
oder oio = co, ßQ = 0 wird, und 5., wenn cCq und ßo beide = 0 
oder beide = co sind. 

Trotzdem müssen die Funktionen (oc + /3)o, (ccß)^ und (cc: ß\ 
auch in diesen Fällen bestimmte Werte haben, die aber nicht un- 
mittelbar aus den Vorschriften 2. bis 6., sondern auf indirektem 
Wege bestimmt werden. 

Der Punkt ist hiernach ein zu dem Körper Sl ge- 
höriger invarianter Begriff, der nichts mit dem zufälligen 
Umstand zu tun hat, welche der Funktionen von ß wir als die 
unabhängige Variable betrachten. 

Um alle Punkte zu finden, verfahre man so: Ist ^ ein Punkt, 
so gibt es Funktionen, die in ihm einen endlichen Wert haben, 
denn wenn eine Funktion « in ^ unendlich ist, so ist l : a end- 
lich. Eine solche Funktion nehme man als unabhängige Variable 
und bezeichne ihren Wert im Punkt mit c. Alle ganzen Funk- 
tionen von ^ sind dann gleichfalls in ^ endlich, denn ist co eine 
ganze Funktion, die der Gleichung 

Q)n 1 _|_ , , , Q 

genügt, so muß 


1 4 _ ^ 4 _ , 4 _ ^ 

^ co ' G)^ ' (D« 


= 0 


in ip befriedigt sein, und da die ai, «'s, ..., als ganze rationale 
Funktionen von ^ in ^ endlich sind, so kann co nicht ~ od sein. 

Jede Kongruenz nach dem Modul 0 — c muß daher ini 
Punkt ^ in eine richtige Gleichung übergehen, auch W(3nn diese 
Kongruenz zwischen holomorphen ganzen Funktionalen besteht. 
Ist also r die Basisform von ß in Z, so muß nach § 184, (20) die 
Gleichung bestehen: 

(r — Ti) (r — Ta) ... (r — t„) = 0. 

Es muß also einer der Faktoren der linken Reite in ijl ver- 
schwinden. Ist dies t — Vi, so ent.spriclit diesem Faktor ein 
Primfaktor tc von 0 — c. Es wird also in '.p 
( 2 ) == Ci, (»2 = Ca, ..., = c„, 



§ 187. Der Punkt. ßßg 

y^enn Ci, On die durch die Kongruenzen 

(3) G3j = Ci, Gig = ^2: (uiod Tt) 

bestimmten Zahlwerte sind. Hierdurch sind die Werte aller ganzen 
Funktionen von 0 im Punkt ^ bestimmt. Jede ganze Funktion 
G) ist nach dem Modul 0 — c einem Ausdruck 

aiG)i -f~ %G)2 -f" •’* "i" Ctn^n 

mit konstantem Koeffizienten a kongruent und ist dann und nur 
dann durch 7t teilbar, wenn 

ai Ci % ^'2 + * • • -f- Ctn Cn — 0 

ist. Demnach folgt: 

2. Unter den ganzen Funktionen von haben nur 
die durch 7t teilbaren in den Wert 0. 

Da man jede gebrochene Funktion in so darstellen kann, 
daß Zähler und Nenner nicht zugleich durch 7t teilbar sind, so 
ist hierdurch der Wert einer jeden Funktion in ^ bestimmt. 

3. Der Primfaktor 7t heißt durch den Punkt ^ 
erzeugt. Er kann nicht durch einen von yer- 
schiedeneii Punkt erzeugt werden. 

Man kann auch umgekehrt aus jedem Primfaktor 7t in 0 
einen Punkt erzeugen. 

Ist ^ — c die durch 7t teilbare Linearfunktion, so gebe man 
der Funktion 0 den Wert c. Dann nehme man eine durch 7t^ 
aber nicht durch 7t^ teilbare Funktion q und setze nach § 185, 
(5) für jede Funktion 7j: 

(4) n — 

worin m eine ganze rationale Zahl, % eine Funktion, deren Nenner 
nicht durch 7t teilbar ist. Der Funktion q erteile man den Wert 0 
und der Funktion den Wert 

= CO, wenn w < 0, 

= a, wenn w = 0, 

= 0 , wenn m > 0. 

4. Die 80 bestimmten Werte aller Funktionen rj 
genügen den Bedingungen 1. bis 5. und konstituieren 
also einen Punkt, der durch das Primfunktional 7t 
erzeugt heißt. 

Man kann also aus einer einzigen Funktion 0 und den Prim- 
faktoren der Linearformen 0 — 0 alle Punkte ableiten, in denen 
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s einen endlichen Wert hat. Um auch die iibxigen zu bestimmen, 
muß man noch eine zweite Funktion, etwa = 1 zu Hilfe 
nehmen, die in den noch fehlenden, in endlicher Anzahl vorhan- 
denen Punkten den endlichen Wert 0 hat. 

Die Gesamtheit der Punkte bilden die absolute Rie- 
mannsche Fläche!). 

§ 188. Ordnungszahlen.' 

1. Ist ^ ein Punkt, so schreiben wir jeder Funk- 
tion ?/, die in diesem Punkte einen endlichen und 
von Null verschiedenen Wert erhält, in ^ die Ord- 
nung 0 zu. 

2. Wenn m die Gesamtheit der in ^ verschwinden- 
den Funktionen durchläuft, und q eine von diesen 
Funktionen ist, für die alle 

CO 

endliche Werte haben, so hat q die Ordnung 1. 

Man sagt auch, q wird in iß unendlich klein in der ersten 
Ordnung. 

q' 

Ist - weder Null noch Unendlich, so hat q* hiernach gleich- 
falls die Ordnung 1. Umgekehrt ist, wenn q und beide die 
Ordnungszahl 1 haben, q : und : q weder Null noch Unendlich. 

^ 3. Ist Q von der ersten Ordnung und co irgend 
eine Funktion in iß-, so hat oo die Ordnungszahl 
wenn in iß weder Null noch unendlich wird. 

Diese Bestimmung der Ordnung n ist nnabhängig davon, 
xv eiche Funktion erster Ordnung wir genommen haben. Ist n 
positiv, so wird co Null, ist n negativ, so wird co unendlich, und 

ist 71 0, so hat o in iß einen endlichen, von Null verschiedenen 

Wert. 


Theorie der algebraischen Funktionen entspricht 
^ geschlossenen mehrblätterigen Fläche einem Punkte in unserem 
^ ^«abhängige Variable, so ist die Riemannsche Fläche w-blätterig 
Uber die ^-Ebene ausgebreitet. Als absolute Riemannsche Fläche kann 
betrachten, auf die die Gesamtheit jener mehrblätte- 
ngen Flachen eindeutig und stetig bezogen werden kann. 


§ 189 . 


Polygone. 
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Die Definition der Ordnungszahl haftet also am Punkte 
Sie ist für den Körper Sl invariant. 

Daß jede Funktion in jedem Punkte eine bestimmte ganze 
Zahl n als Ordnungszahl erhält, ergibt sich nun aus § 185, (ö), 
Man nehme eine Funktion 0 ^ die in endlich bleibt, als 
unabhängige Variable, bestimme das zu ip gehörige Prim- 
funktional ut und wähle eine Funktion deren Zähler durch jt, 
aber nicht durch teilbar ist. Diese Funktion ist von der ersten 
Ordnung. 

Dann kann man jede Funktion C5 in die Form setzen: 

(l) cö = ap” -f- 'J?! 

worin a eine von Null verschiedene Konstante ist, und n ist die 
Ordnungszahl von co. 

Hat Q die Ordnung 1, so hat die Ordnung n. 

Über die Ordnungszahlen gelten folgende Sätze, die alle leicht 
aus (1) folgen: 

4. Die Ordnung eines Produktes zweier Funk- 
tionen ist gleich der Summe der Ordnungen der 
Faktoren. Die Ordnung eines Quotienten ist gleich 
der Differenz der Ordnungen von Zähler und Nenner. 

Die Ordnung einer Summe ist gleich der niedrig- 
sten unter den Ordnungen der Summanden. Kommen 
unter den Summanden mehrere von gleicher niedrig- 
ster Ordnungszahl vor, so kann die Ordnung der 
Summe größer, aber nicht kleiner sein. 

Von einer Funktion, die in ^ Null in der nten 
Ordnung wird, sagt man auch, sie wird Null in der 
ersten Ordnung in n zusammengefallenen Punkten. 

§ 189. Polygone. 

1. Definition. Komplexe von Punkten, die den- 
selben Punkt auch mehrmals enthalten können, 
heißen Polygone oder Vielecke (des Körpers Siy 

Die Zahl der Punkte eines Polygons heißt seine Ordnung, 
und ein Polygon mtev Ordnung wird' auch kurz ein w-Eck 
genannt. 

Als Bezeichnung für die Polygone sollen die Buchstaben des 
großen deutschen Alphabets 91, S, ß:, ... dienen. 
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2. Unter dem Produkt zweier Polygone versteht 
man das Polygon, das die Punkte von 91 und 93 zu- 
gleich enthält, und zwar einen Punkt der rmal 
in 91 und smal in 93 vorkommt, r -j- smal. Die Ord- 
nung eines Produktes ist gleich der Summe der 
Ordnungen der Faktoren. 

Wenn wir also mit ^^ 2 ^ ••• verschiedene Punkte bezeichnen, 
so können wir jedes Polygon 91 auf eine Weise in die Form setzen: 

(1) 91 = 

Die Punkte sind also in der Rechnung mit Polygonen die Prim- 
elemente. Um auch für die Einheit einen Vertreter zu haben, 
muß noch das „Nulleck“ O, das gar keinen Punkt enthält, mit- 
genannt werden. 

Der größte gemeinschaftliche Teiler zweier Polygone 
91, 93 enthält jeden Punkt, der in 91 und 93 vorkommt, und zwar 
so oft, als er in jedem von beiden vorkommt. 

Das kleinste gemeinschaftliche Vielfache enthält jeden 
Punkt von 91 und 93, und zwar in der höchsten der Ordnungen, 
in denen er in 91 und 93 vorkommt. 

3. Ist ^ eine Variable des Körpers ^ und n der 
Grad des Körpers in bezug auf so nimmt 0 jeden 
Wert c in n Punkten an. 

Denn zerlegt man ^ — c in seine Primfaktoren [§ 183, (17)]: 
^ — c = ^2 -j- ••* = 

so erzeugt jeder dieser Primfaktoren einen Punkt, z. B. den 
Punkt ^ 1 , in dem die Funktion 0 — c Null in der e^ten Ordnung 
wird. Rechnet man diesen Punkt fach, so erhält man ein Polygon 
... von der Ordnung w, in dessen Punkten die Funktion 
^ — c verschwindet. 

Derselbe Satz gilt aber auch für den Wert c = a>, wie man 
daraus schließt, daß der Grad des Körpers Sl in bezug auf 1': 0 
derselbe ist wie in bezug auf 0 . 

4. Die n Punkte, in denen 0 einen Wert c annimmt, 

heißen konjugiert nach und die Werte Vn-i 

die eine Funktion 7} in Sl in n konjugierten Punkten 
annimmt, heißen gleichfalls konjugiert nach und 
0 heißt von der Ordnung n. Die Konstanten, und 
nur diese, haben die Ordnung 0. 



§ 190. 


Verzweigimgspunkte und Verzweigungszahlen. 
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§ 190. Verzweigungspunkte und Verzweigungszaklen. 

Nach § 184 gibt es nur eine endliche Anzahl you Punkten, 
in denen ^ — c Null in höherer als der ersten Ordnung wird. 
Diese heißen die Verzweigungspunkte von in 

Wir konstruieren ein Polygon 3^?? — l)mal jeden 

Punkt ^ enthält, in dem ^ — c oder 1 : 0 Null in der ^ten Ord- 
nung wird. Dieses Polygon heißt das Verzweigungspolygon 
von in bezug auf 0 ^ und seine Ordnung 

( 2 ) ^0,:=2J(ß—l) 

heißt die Verzweigungszahl in bezug auf 0 ^), 

In § 184, (20) haben wir die Formel erhalten: 

(3) N(t ~r) = (t — t,) (t — ra) ... (t — (mod 5 — c), 

worin t die Basisform des Körpers ifl nach 0 bedeutet und ro, 
die gleichen oder verschiedenen konstanten Funktionale, 
denen r nach den Primfaktoren von 0 — c kongruent wird, also 
die Werte, die t in den nach 0 konjugierten Punkten ^ 2 , . . % 
annimmt In jedem dieser Punkte muß (3) in eine richtige Glei- 
chung übergehen, und daraus folgen z. B.: 

(4) N(y) — Tg . . . r„ , 

( 5 ) /S (r) = 4" ^2 H“ ‘ 

als Werte der rationalen Funktionale N(t) und S{T) tm 0 ^ 0 . 
Setzt man für die Funktionalvariablen rationale Funktionen von 
so gelten entsprechende Formeln für die Funktionen in vor- 
ausgesetzt, da(ä nicht einer der Ausnahmefälle 0. qo, cx) cd 
eintritt. 

Ist daher von und sind ^, 1 , ^^, 2 , - . 

rjin konjugierte Werte nach 0 von so ist nach (5) und der 
Definition der Diskriminante in § 173 

(6) Vn) = :t Vui ^ 2,2 “• Vn, ny- 
stehen zwei Funktionen 0 und 0 ' in <ß in einer linearen Be- 

c?) C0 -y 


Breitet man die Riemaunsohe Fläche über 
n die Anzahl der übereinanderliegenden Blätter, ist die Anzah 
zweigungspunkte dieser Fläche. 
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worin a, &, c, 8 Konstaoten sind, deren Deteniiinaiite a9 — bc 
von Null verschieden ist, so sind die Verzweigungspoljgone 3^ 
und 3^' identisch, und daher ist auch %\)z — denn wenn in 
einem Punkte ^ ^^^^r 1 Null in der ßten Ordnung wird, 

so ist in demselben Punkte auch 


_ (0^8 — &e)(g — ^fp) 

(c ^ d) {c 0 ) 

oder wenn unendlich, also — a: c ist: 

bc) 


und wenn 


_ «' — — 

~ c{es + 0 ) 

00 , also -[-0 = 0 ist: 

1 “f" ® 


-f- ^ 

^ ebenfalls unendlich klein in der eten Ordnung. 

Wenden wir dies auf — 1\ z an, so erhalten wir die Ver- 
zweigungsp unkte, in denen b einen endlichen Wert hat, aus der 
Körperdiskriininante Dz nach § 184, (24), (28). Es fehlen dann 
noch die Verzweigungspunkte, in denen ^ = crj, also = 0 wird, 
und diese ei’geben sich in gleicher Weise aus den verschwinden- 
den Wurzeln der Körperdiskriminante Demnach haben wir 
den Satz: 


5. Die Verzweigungszahl lOz ist gleich dem Grade 
der Körperdiskriminante vermehrt um die Anzahl 
der verschwindenden Wurzeln von Dz>.{b^ = 1:b), 


§ 191. Polygonquotienten und Polygonklassen. 

Eine Funktion 'i] in Ä hat nur in einer endlichen Zahl von 
Punkten eine von Null verschiedene Ordnungszahl. Die Summe 
der positiven Ordnungszahlen ist ebenso groß wie die Summe der 
negativen, nämlich gleich der Ordnung der Funktion 't] (§ 189, 4.). 
Sind die Ordnungszahlen von ri für jeden Punkt bekannt, so 
ist dadurch die Funktion rj bis auf einen konstanten Faktor be- 
stimmt. Denn wenn eine zweite Funktion 97' überall dieselben 
Ordnungszahlen hat, so hat rj : yf überall die Ordnungszahl 0 und 
ist daher konstant (§ 189, 4.). 

Wir bilden ein Polygon '!(, in das wir jeden Punkt, in dem 
ri eine positive Ordnungszahl hat, so oft aufnehmen, als diese 
Ordnungszahl angibt, und ein zweites Polygon 93, in das wir in 
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entsprechender Weise die Punkte auf nehmen, in denen eine 
negative Ordnungszahl hat. Dann sind, die Polygone 31 und 33 
von gleicher Ordnung, nämlich von der Ordnung der Funktion y, 
und durch diese Polygone ist die Funktion bis auf einen kon- 
.stanten Faktor bestimmt. 

Wir können daher die symbolische Bezeichnung einfüliren: 

(1) Si’ 

und den Zähler oder das Ohereok, S den Neuner oder das 
Untereclc von 7} nennen. Nach dieser Definition sind zunächst 
und relativ prim zueinander. Wir wollen aber diese Be- 
zeichnung noch dadurch erweitern, daß wir, wenu 'iH ein beliebiges 
Polygon ist : 

91i'ä _ ^ 

(2) SJ3 

setzen. Dann ist die Bezeichnung (1) von der Beschränkung frei, 
daß 'it und 3i relativ prim sein sollen. Beide Polygone sind immer 
noch von gleicher Ordnung, aber diese kann größer sein als die 
Ordnung von ij. 

Bei dieser Darstellung der Funktionen rj gelten dann für die 
Miiltiplikation und Division dieselben Kegeln, wie heim Rechnen 
mit Zahlonbrüchen im Gebiete der natürlichen Zahlen. 

ln (1) können 'ä, 'B nicht beliebige ut-Ecke sein, und die Er- 
forschung der P>eziebung zwischen diesen ist die große Frage, die, 
in anderer Weise, durch das Ahelsche Theorem beantwortet wird. 
Wir stellen folgende Definition auf: 

1, Köiineu zwei ?i-Ecke ^it, Obereck und Uuter- 
eck einer Funktion v in £l sein, so heißen '31 und '31' 
äquivalent. 

In Zeichen: Gibt es eine Funktion 'H, der die Bezeichnung 

% 

% ~ '11'. 

, '3i 7]' ^ 

n — - — S2t" 


Kukomiut, so ist 

(3) 

Aus der Formel 

__ '3i 

•>l — ky/. 

ergibt sich der Satz: 
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2. Sind zwei )i-Ecke mit einem dritten äquiTalent, 
so sind sie auch untereinander äquivalent. Man 
vereinigt danach äquivalente Polygone 91', ... in 
einer Polygonklasse A, Jedes Polygon ist in einer, 
und nur in einer Klasse enthalten. 

Es existieren auch Polygone, die mit keinem anderen äqui- 
valent sind, und die daher jedes für sich eine besondere Klasse 
bilden. Diese heißen isolierte Polygone. 

3. Ist 9t ^ 91', S 95', so ist 9t 9i 91' 93'. 

Dies folgt aus 

, , 9t 35 _ 9193 

(4^) Vi — VVi it'S'’ 

Die Klasse 0, der das Produkt 9t 58 aus den Klassen J., JS 
angehört, enthält daher alle Produkte aus einem Polygon der 
Klasse A mit einem Polygon der Klasse B (unter Umständen 
auch noch andere) und ist daher durch die Klassen A und B 
vollständig bestimmt. Darauf beruht die Multiplikation (Kom- 
position) der Klassen, die sich in der Formel ausdrückt: 

(5) C=AB = BA. 

Aus einer Gleichung zwischen drei Klassen At, 5, M 

31 A = 3£B 

folgt hiernach A = B, Denn ist 3DI9t ^ 93193, so folgt aus (2) 
9t 58. Ist 9t ^ 9t' und 

9t93 =: 6 und 9t'33 = 6', 

so ist auch (5 6'. Wenn also 9t in 6 enthalten ist, so ist jedes 

mit 9t äquivalente Polygon in einem mit 6 äquivalenten Polygon 
6' enthalten. 

4 Wir nennen eine Klasse G durch eine Klasse A 
teilbar, wenn ein Polygon von A in einem Polygon 
von G enthalten ist, und setzen 

(6) AB = a 

Die Klasse B ist durchs, und G vollständig bestimmt. 


§ 192. Polygonscharen. 

Wenn 9t, 9ti, 9t2, % Polygone einer Klasse A sind, so gibt 

es s Funktionen in 


( 1 ) 




rjs — 


% 

■ 
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Ist 5p irgend ein Punkt und 9 eine Funktion, die in diesem 
Punkt die Ordnung 1 hat, so setzen wir nach § 185 

'fli — + öl 9”^ + h 

^2) ’is — «2 + Ö2 P“ ^ \ 

Vs = «s Q’"- + Ös 9™ + k 

worin Ci, Ca, •••, e» Konstanten sind, die nicht alle verschwinden, 
und öl, 021 •••> ös Funktionen, die in 5p endlich sind; ni ist die 
niedrigste Ordnungszahl in 5p, die unter den Funktionen 7]i vor- 
kommt. 

Der Inbegriff der Funktionen 

(3) '»2 = Ci% + CaiJa H \- c^Vs 

mit Konstanten Cj, C2, heißt eine Schar. Wir bezeichnen 

sie durch 

( 4 ) {<h, 

und nennen %, tjai ■••i Vs eine Basis der Schar. Die Ord- 
nung von in 5p ist nicht kleiner als m (sie ist größer, wenn 
Ci -f- «2 Ca + • ■ • + e« e» = 0 ist). Es kann aber v keinem 
Punkt 5p unendlich werden, der nicht in 9t enthalten ist, und 
auch nicht in höhere Ordnung, als der Punkt 5p in 9C eingeht. 
Wir können also setzen: 

91' 

( 5 ) 

worin 91' gleichfalls zur Klasse A gehört. 

Nimmt man statt 91 ein anderes Polygon S der Klasse A 

und setzt 

(6) S = 1- 

so folgt aus 1.: 


(7) 


tVi 

t,V% 


Vi 


- »22 


58’ 

% 

■ 58’ 


% 

58 


t Vs = V's 

iiud 

(8) ^ri = v' ~ ^ ” ö" 

Jedes durch den Nenner 9t und ein Konstantensystem Cj, 
Cj, c„ erzeugte Polygon 9t' wird also auch durch ieden mit 


Algpbru. lü. 


4-3 
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3t äquivalenten Nenner und dasselbe Konstantensystem erzeugt^ 
und dies Polygon 31^ ist also nur abhängig von den Konstanten 
und von den Polygonen 3(i, 312, --m 51«. Der Inbegriff dieser 
Polygone wird eine Polygonschar mit der Basis 3Ii, 31® 

genannt und mit 

(9) 

bezeichnet 

Wenn die Polygone 3Ii, 3 I 2 , 31® den größten gemeinschaft- 

lichen Teiler 3JI haben, so ist dieser Teiler in allen Polygonen 
der Schar enthalten und heißt der Teiler der Schar. Aber 
man kann in der Schar ein Polygon 31' = 3J133 so bestimmen^ 
daß 33 beliebig gegebene Punkte nicht enthält. ‘ 

Denn ist ein Punkt fimal in 931 und vmai. in 31 enthalten 
und Q eine Funktion, die in ^ von der ersten Ordnung ver- 
schwindet, so ist in den Entwickelungen (2): 

m = ^ 

und die Entwickelung von ?] == 9I':3I = 9Jl33:3t lautet 

ri = e 

worin 

e = e^Ci 6202 4~ es Cs. 

Wählt man also die Ci so, daß e nicht verschwindet, so ist 
$ nicht in 33 enthalten. 

Eine Schar, die einen Teiler 9Jl hat, heißt eine uneigent- 
liche Schar. 

Wenn zwischen den Funktionen ..., rjs eine Relation 

von der Form besteht: 

( 10 ) ^2 '^2 “ 1 “ * * * (^s Vs = 0 , 

in der die Konstanten ^ 2 ) nicht alle = 0 sind, so be- 

steht dieselbe Relation 

(11) ^1 H“ ^2 '^1 "h • * * “f" <^5 = 0 

zwischen den Funktionen (7). Wir nennen dann diese Funktionen 
linear abhängig. Dem entspi’echend heißen auch die Polygone 
der Schar 3(i, 8 ( 2 , ..., 31® linear abhängig. Man kann dann eine 
dei Funktionen, etwa jy®, linear durch die übrigen ausdrückeny 
und die Schar ( 9 ^ 1 , 9 ^ 3 , 9 /®) ist mit ( 9 ^ 1 , 9 ^ 2 , identisch. 

Grleiches gilt von den Polygonscharen («[j, 312, -m %) und ('JIi, 
5 I 2 , 9t®_i). Durch wiederholte Anwendung dieser Reduktion 

kann man jede Schar durch eine linear unabhängige oder 
irreduzible Basis darstellen. Zwei irreduzible Basen einer 
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Schar haben gleich viel Elemente, und diese Zahl heißt die . 
Dimension der Schar und die Schar heißt eine s-fache. ^ 
Sind ?li, Sla, Sls linear abhängig oder unabhängig, so gilt 
dasselbe von 33i3Ii, ..., iöils. 

Man kann in einer Schar der Dimension s>l 

(12) S ^ 

ein Polygon finden, das einen beliebigen Punkt ^ mindestens 
einmal öfter enthält als der .Teiler 3)i dieser Schar. 

Dieser Zweck wird erreicht, wenn man für diesen Punkt die 
Entwickelung (2) ansetzt und dann eine der Konstanten Cj, .. ., c* 
aus der Gleichung 

(13) G G ^2 • “H Cä 6« = 0 

bestimmt. Diese Polygone bilden dann eine Schar von der (s — l)ten 
Dimension, deren Teiler durch SJlSß teilbar ist. 

Dieser Satz läßt sich dahin erweitern: 

5. Die Polygone einer s-fachen Schar, die durch 
ein r-Eck teilbar sind, bilden eine mindestens 
(s — r)-facho Schar. 

Ist dieser Satz schon für ein r-Eck bewiesen, so folgt er 
für ein (r -f- 1)-Eck SRip aus dem vorhergehenden. Denn durch 
Hinzutreten des Punktes ip wird entweder die Dimension nicht 
verändert, wenn ip im Teiler der durch 91 reduzierten Schar auf- 
geht, oder sie wird um 1 vermindert. 

Man kann das Polygon 91 so wählen, daß die Dimension von 
S genau auf (s — r) reduziert wird. Zu diesem Zweck hat man 
die Punkte von 91 successive so zu wählen, daß jeder folgende 
im Teiler der durch die vorangehende reduzierten Schar nicht 
enthalten ist. Daraus folgt: 

6, In einer s-fachen Schar gibt es' mindestens 
ein Polygon, das durch ein gegebenes (s — 1)-Eck 
teilbar ist. 

Ist die Klasse A, der alle Polygone der Schar S' angehören, 
von der wten Ordnung, so kann die Dimension s der Schar nicht 
größer sein als m --f- 1. Denn sonst könnte man nach 6.^^ in 
B ein Polygon finden, das durch ein (m -f- 1)-Eck teilbar wäre, 
was widersinnig ist, da S nur wi-Ecke enthält. Es hat daher die 
Dimension s der Schar bei gegebener Klasse Ä ein Maximum. 
Ist dieses Maximum erreicht, so sind alle Polygone der Klasse A 

43 * 
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in S enthalten. Denn gibt es ein nicht in S enthaltenes Polygon 
31s + 1 in J-, so ist 

eine Schar von der Dimension s 1. Damit ist bewiesen: 

7. Die Polygone einer Klasse bilden eine Schar 
von einer endlichen Dimension s. Diese Zahl soll 
die Dimension der Klasse heißen. 

Wenn es in einer Klasse C Polygone gibt, die durch ein 
Polygon 31 einer Klasse Ä teilbar sind , so ist C durch A teil- 
bar. Ist 

G = AB, 

so erhält man die Dimension von B dadurch, daß man die Schar 
aus C aussucht, die durch irgend ein Polygon 3t in teilbar 
ist. Diese Dimension ist also nur von den beiden Klassen A 
und G abhängig und soll mit {A, G) bezeichnet werden. Das 
Zeichen für die Dimension einer Klasse A ist hiernach (0, A), 
wenn 0 die Klasse des Nullecks ist. Wir haben dann 

(14) {A, G) = {A, AB) = (0, B), 

und wenn a die Ordnung der Klasse A ist, so ist nach 5.: 

( 15 ) (Ä, 0 )^ ( 0 , C) — a. 

Bezeichnen wir mit A die eigentliche Klasse, die man erhält, 
wenn man überall weghebt, so soll die uneigentliche Klasse 
mit dem Teiler durch 3JIJ. bezeichnet sein. 

8. Der Teiler einer uneigentlichen Klasse ist ein 
isoliertes Polygon. 

Ist nämlich 931 AL eine uneigentliche Klasse, so läßt sich in 
A ein Polygon 3t finden, das relativ prim zu 3)1 ist. Ist 9DI' mit 
3JI äquivalent, so ist 33f'9( in 931 Al enthalten und mithin durch 
301 teilbar. Es ist also auch 931' durch 931 teilbar, also mit 931 
identisch. Es gibt also in der Klasse von 901 nur das einzige 
Polygon 931. 


§ 193. Normalbasen. 

Nach dem Vorigen können wir eine Funktion 0 des Körpers 
von der ^ten Ordnung in der Form 


( 1 ) 


8 


U' 


” u 
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tlarstellen, -worin U und U' äquivalente n-Ecke ohne gemeinschaft- 
lichen Teiler sind. Eine ganze Funktion co von ^ ist dadurch 
charakterisiert, daß sie in keinem Punkt unendlich wird, der 
nicht in 11 enthalten ist. Folglich läßt sich eine solche Funktion 
CO so darstellen; 

, 51 

p) - = f • 

worin r ein positiver Exponent ist. In (2) können Zähler und 
Nenner gemeinschaftliche Teiler haben. Wir können aber an- 
nehmen, daß nicht durch U teilbar ist. Dann hat in (2) der 
Exponent r den kleinst möglichen Wert. Diese Zahl r soll 
der Exponent von co in g heißen. 

1. Setzen wir = 1;^, so ist nach (1), (2): 

, U , . ?t 

^ =Ü7, “ = = 

und wenn 3( niclit durch IV teilbar ist, so ist r der Exponent 
von co' in bezug auf /. Die Annahme, daß 31 nicht dm-eli U' 
teilbar sei, bedeutet, daß c» nicht durch s teilbar sei, und daraus 
folgt, (laß auch co' nicht durch / teilbar ist. 

2. Der Exponent einer ganzen rationalen Funktion von g 
vom JKten Grade 

;(! = CIq -|- CCi g -j— • • • — |— Cl«i 

ist gleich m. Denn diese Funktion wird in jedem in U enthaltenen 
Punkt unendlich von der mten Ordnung. Der Exponent des Pro- 
duktes X co ist gleich r -j- ni. 

8. Der Exponent einer Summe 
co ” Cj cöj -j- C!j coj 

ist höchstens gleich dem größten der Exponenten von coj, coa, . . ., coj. 
4. Wir bestimmen eine Reihe ganzer Funktionen von g 

^1, ^si • • • 

durch -folgende recurrente Bestimmung: 

1) konstant (Exponent fi = 0), 


2) As 


eine 


nicht rationale ganze Funktion von g mit 


( 3 ) 


möglichst kleinem Exponenten 
3) A« eine nicht in der Form 

:i\ Al -f- As -f- • • • -}" ^»—1 

enthaltene ganze Funktion von ;s mit möglichst kleinem 
Exponenten n. 
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und setzen diese Reihe fort, solange man noch Funktionen As 
finden kann, die nicht in der Form (3) enthalten sind. 

Nach 4., 3) sind die Funktionen Ai, Ag) •••? ^5 in dem Sinne 
linear unabhängig, daß zwischen ihnen keine lineare Gleichung 
besteht mit rationalen Koeffizienten in Da es nicht mehr als 
n linear unabhängige Funktionen gibt, so kann s nicht größer 
als n sein. Andererseits gibt es, solange ist, immer noch 

ganze Funktionen, die von Aj, Aq, ..., A^-i nicht linear abhängig 
sind, und darunter auch solche von kleinstem Exponenten. Wir 
erhalten also n Funktionen 

(4) Jj = (Aj, Ag, ..., A,^), 

und diese bilden eine Basis des Körpers nach Sie bilden 
eine Minimalbasis; denn wäre dies nicht der Fall, so müßte für 
irgend ein s^n eine Funktion aii A^ a?2 Ag A^ durch 

eine lineare Funktion 0 — c teilbar sein, ohne daß Xs durch 0 — e 
teilbar ist. Reduziert man ..., Xs auf ihre Reste nach 

0 — c, so ergibt sich eine Gleichung: 

^1 ^2 "f“ * ’ * “I” A« = {0 — c) ft, 

worin die Ci, Cq? •••') konstant sind, Cs von Null verschieden und 
ft eine ganze Funktion ist. Es ist ft nicht in der Form (3) ent- 
halten und sein Exponent ist nach 2. und 3. kleiner als der 
Exponent von A^, was der Bestimmung 4. 3) widersinicht. Also: 
5. Die Funktionen A^, Aq, ..., K bilden eine Mini- 
malbasis von Sl nach 0 . Sie heißt eine Normalbasis. 
Die Exponenten rg, fa, ..., fn dieser Funktionen genügen 
der Bedingung: 

(5) = 0, 1 ^ ^ ra . .. ^ rn. 

Denn wäre TsC^Ts-i^ so hätte man nach 3. 3) A^ an Stelle von 
A5 -_i nehmen müssen. 

Von den Fimktionen A*- ist keine durch 0 teilbar; denn wäre 
As = ^ ft, so hätte (i einen kleineren Exponenten als As und wäre 
nicht in der Form (3) enthalten. Es müßte also ft an Stelle 
von As treten. 

6. Demnach sind (nach 1.) 
die Exponenten von 

(6) XI = Al, X's = A; == Är'’'«A„ 

in bezug auf = 1:^, und diese Funktionen sind die Elemente 
einer Normalbasis von nach 0 '. 
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Bezeichnen wir nämlich mit oc'i ganze rationale Funktionen 
von höchstens Yom Oracle m, so ist 

(7) — ^"x'i 

eine ganze rationale Funktion Ton s. Wäre nun 


K = Ex'iX'i, 

0, s-1 

so würde aus (6) und (7) folgen: 

0, s—l 

und dies ist unmöglich, weil die Xi linear unabhängig sind; und 
es kann auch keine Funktion X\ von niedrigerem Exponenten als 
Ts gehen, weil man daraus eine Funktion X, von niedrigerem 
Exponenten hcrloiten könnte. 

Die Körperdiskriminanten D», D,, in bezug auf die Variable 
g und s' sind 

Dl = Aj, Ab), 

Di.==J(Xl,X^,...,X'n), 
und daraus folgt nach (G): 

1>1' = + 

Ist also d der Orad von Jl*, so ist 

2 (ri + f'ä + ■ • • 4" ^n) — ^ 

die Anzahl der vorHchwindenden Wurzeln von D*-, und es ergibt 
sich nach § 190, 5.: 

(<J) Wi rr: 2 (fl + ra -| 1- r„). 

7. Die Verzweigungszahl w, ist also immer eine 
gerade Zahl 

§ 194. Diflferentialquotienten. 

Die Difi'erenüahiuotienteu können wir, wo wir keinen Gebrauch 
von der Htetigkoit machen, nicht in der gewöhnlichen Weise 
eiiiführcin. Wir ncihmen zwei Funktionen a, ß aus Sl, zwischen 
denen die irreduzible Gleichung 
(1) Fia,ß) = Q 

besteht, bezeichnen mit F' («), F' (ß) die abgeleiteten Funktionen 
und definieren den Differentialquotienten als Funktion des 
Kört)erH £1 durch die Formel: 

_ F^ 

\Tß) ■" F'(a)’ 
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Es seien «o, ßo die endlichen Werte der Funktionen ß in 
einem Punkt Dann ist F{ocq, ßo) = 0, und wir können die 
Gleichung (1) so darstellen: 

(3) 0 = + (ß-ß,)F'iß,) 

4- i [(oc - aoY F'" (o6o, ofio) + 2 (« — ^o) {ß — ßo) -F" («01 ßo) 

+ {ß-ßoy F%ß,Jo)] + -- 

Die beiden zueinander reziproken Funktionen 

CK, — ocq ß — ßa 
ß — ßo' a — Ko 

können nicht beide in dem Punkt ^ unendlich sein. Es sei also : 

/w — «oX 
- ßoJo 

der endliche Wert des ersten dieser Quotienten. Dann ergibt 
sich aus (3), wenn nicht Null ist: 



Diese Gleichung besteht für alle Punkte mit etwaiger Aus- 
nahme einer endlichen Anzahl i). 

1. Eine Funktion tj in «ß, die in allen Punkten, 
mit Ausnahme einer endlichen Anzahl, der Bedin- 
gung genügt: 



ist mit identisch. 

Denn aus (4) und (5) folgt, daß die Funktion 



unendlich viele Nullpunkte hat und daher identisch verschwin- 
den muß. 

Die Formel (5) kann also gleichfalls als Definition des Dif- 
ferentialquotienten dienen. 

Daraus ergeben sich einfach die Hauptsätze über die Dif- 
ferentialquotienten : 


0 Unter den anszunehmenden Punkten sind jedenfalls die enthalten, in 
denen oder Pq unendlich wird. Denn für diese Punkte sind die Funk- 
tionen « — « 0 , ß — ß^ gar nicht erklärt. 
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( 6 ) 


2. Seien «, ß, y drei Funktionen in £1- dann ist 
(<U\ (d^ _ /da\ 

\dß) \dy) \dy)' 

Denn es ist für unendlich viele Punkte 



und daraus folgt wie bei 1. der Satz 2. 

Demnach kann man jeder Funktion « in eine Funktion da 
so zuordnen, daß für irgend zwei dieser Funktionen: 



ein wirklicher Quotient zweier Funktionen dK,dß wird. Diese 
Funktionen nennen wir die Differentiale von ci,ß. Die Dite- 
rentiale der Konstanten und nur diese sind gleich Null. Die anderen 
Diüerentiale sind alle vollständig bestimmt, wenn eines von ihnen 
willkürlich (z. B. konstant) angenommen ist. 

3. Sind a, ß, y, ..., beliebige Funktionen in ß, 
die einer Gleichung 
(8j F(a, ß, y, — 0 

genügen, so ist 

(Ü j F' («) c/ a -(- I'” (ß) dß F'{y) dy ^ = 0. 

Um diesen Satz zu beweisen, nehme man einen Punkt 5p, in 
dem keine der P’unktionen a, ß,y ... oder da, dß, dy, ... unend- 
lich oder Null wird und auch die abgeleiteten F'(a), F'(ß), F'{y) 
nicht verschwinden, und ordnen wie in (3) die Funktion F nach 
Potenzen und Produkten von a — a„, ß — /3o, y — yoi • • • Dann 
ergibt sich, daß die Gleichung (9) für unendlich viele Punkte, und 
mithin identisch erfüllt ist. Als Spezialfälle von (9) ergeben sich: 

d (a -j- ß) = da dß, 

. . d (aß) =: ßda udß, 

^ ' , /a\ ßda — adß 

{-ß) - ß-, 

Der Begriff des Differentials läßt sich ohne weiteres auf 
holomorphe Funktionale übertragen, wenn die Funktional- 
variablen als Kon8tant(m betrachtet werden. Der Satz 3. und die 
daraus folgenden Formeln (10) gelten dann auch noch, wenn «, 
ß,y,,.. holomorphe Funktionale sind und F (a, ß, y, ...) eine 
ganze rationale Funktion von a, ß, y, ..., ist. 
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Ist 06 eine ganze rationale Punktion von so ist dajd^ eben- 
falls eine ganze rationale Funktion, nämlich die Derivierte von 
a nach 


§ 195. Darstellung der Differentialquotienten durch 
Polygonguotienten, 

Wir nehmen irgend eine Funktion ^ der nten Ordnung in ß 
und eine Minimalbasis coi, coa, in bezug auf Alle ganzen 

Funktionen von ^ des Körpers ^ sind dann in der Form dar- 
stellbar : 

( 1 ) 03 = Xx — j— X<^ O 2 ""l“ * * * "4“ 

und gehen aus dem Basisfunktional 

(2) r = 03i “1“ ^2 ^2 ”t“ * * * "4“ 

hervor, wenn für die Funktionalvariablen ..., tn ganze 

rationale Funktionen Xn von 2 gesetzt werden. 

Setzen wir, wie in § 184, 

so genügt % der irreduzibeln rationalen Gleichung: 

■F(t, s) = 0, 

und man erhält nach § 194, 3.: 

(3) :e\x)d%-\-r{ß)dz = 0 , 

und hierin ist W das Verzweigungsfunktional (§ 184). 
Nach ( 1 ) und ( 2 ) ist 

(4) d(D = dt co^dxx G)^dx2 (Xindxn^ 

.wo in dt die ti durch die Xi zu ersetzen sind, und es folgt also 
aus (3) der Satz: 

4. Ist CO eine ganze Funktion von <ef, so ist 

( 5 ) = + + + 

ein ganzes Funktional. 

Andererseits ist {co) nach § 182, 8 . durch jF'(r) teilbar. 
Setzen wir also: 

(6) F'{a>) = qF'{z\ 

so ist 9 ein ganzes Funktional, und aus ( 4 ) ergibt sich, wenn 
man die #,■ durch die Xi ersetzt: 



§ 106. Darstellung der Dift'erentialquotienten durch Polygonqnotienten. 
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und dai’ans folgt, daß auch F' { 0 ) (nach Ersetzung der U durch 
die xi) durch q teilbar ist. 

'Wir nennen demnach, mit Eücksicht auf die geometrische 
Analogie, Q das Funktional der Doppelpunkte in o, 0 . 

Ist ein Tunkt, in dem 0 endlich und F' (r) von Null ver- 
schieden ist, der also kein Veiweigungspunkt in 0 ist, so hat 
eine' ganze Funktion a von 0 nach 4. in 5(1 einen endlichen 
Difforentiahiuotionten. Eine gebrochene Funktion von 0 , die 
in Hl endlhdi ist, läßt sicli als Quotient zweier ganzer Funktionen 
c!)':w darstellen, deren Nenner oi in ijl nickt verschwindet 
Daraus folgt; 

ä = i - o^V 

ilz fi)2 \ d0 0,0) 

und folglicii ist ilr\-.ä0 im Tunkt Üß gleichfaUs endlich. 

llni' das Ycriialtcm eines beliebigen Difierentialquotienten 
(la-d fi in irgend einem Tunkt Sß zu erkennen, nehme man eine 
Fuiiktion die iti Hl Ordnung wird, und be- 

zeichne. mit r, s die Ordnungszahlen von « — « 0 , /3 — ^0 m 
Tunkt Hl. Eür <leu Fall, daß w in Hl unendlich wird, setze man 
= 0 und erhält eine negative Ordnungszahl r. Entsprechen- 
des gilt, wenn ß unendlich wird. 

Dann ist nach ^185; 

a — «0 = 

( 8 ) ß — ß,~0«ß', 

worin «' und ß' Funktionen in ß sind, die in Hl weder Null noch 


unendlich werden. 
Daraus ergibt 



dz 


cl£ 

d0' 


. da' 

» - fc <l£! _ ^ 


1 



( 9 ) 
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und wenn man in den Punkt ^ geht: 


/ß — /3o da \ _ r 
\06 — d ßjo s ’ 


\oc — dßj 
was ein endlicher von Null verschiedener Wert ist. 

Daraus folgt: 

5. Die Ordnungszahl des Differentialquotienten 
da:dß in irgend einem Punkt ^ ist gleich der 
Differenz der Ordnungszahlen von a — ccq uio^d ß — ßo* 
Ist r > s, oder r <; s, so ist 


Ci — Cif 


\ß — ßo/Q 

und folglich nach (10) auch 
/doi\ 

[dßjo " 

Ist r = s, so folgt aus (10) 

Q. = (? 


0 oder = oo, 


0 oder = oo. 


ßo/o 


Hier ist jede Spur der Variablen 0 herausgefalleny 
und diese Formel gilt für jeden Punkt ^^5 ohne Ausnahme. 

Danach lassen sich die Nullpunkte und ünendlichkeitspunkte 
der Difierentialquotienten genau feststellen und damit diese 
Funktionen als Polygonquotienten darstellen. 

Ist a die Ordnungszahl von a — ccq in einem Punkt ^ nach 
§ 188, so enthält das Verzweigungspolygon 3« Punkt ^ 
a — 1 mal oder — a — 1 mal, je nachdem a positiv oder negativ 
ist. Ist a negativ, so enthält das Nennerpolygon 5t von a den 
Punkt ^ ( — a)mal, und folglich ist in beiden Fällen der Punkt 
^ in 3«-'^^^ (<^ — l)mal enthalten. Hat 3/?5 S5, ö die entspre- 
chende Bedeutung für ß, so enthält also der Quotient: 

3«S^ 

3/9 51 ^ 

(a — 6) mal den Punkt 

Die Ordnungszahl von daidß in ist aber nach 5. ebenso 
groß, und daraus ergibt sich die Darstellung: 

da __ 3„932 

dß 3^^^' 

worin, um es zu wiederholen, 3«? 3ß Verzweigungspolygone, 
51, 39 die Nenner von a, ß sind. 


( 12 ) 
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§ 196- Ciesulileohi des Körpers Sl. ggg 

§ 196. O-esohleolit des Körpers Sl. 

Da in einem Dolygonciuotienten Zähler und Nenner von 
gl(3icher Ordnung sind, so folgt aus der letzten Formel [§ 195, (12)]: 

( 1 ) Wa — 2a = Wß — 2 . 

Bezoiclmon wir also mit n die Ordnung und mit w die Ver- 
aweigungszahl für eine ])eliobige Variable, die, wie wir im § 193 
gesehen haben, eine gerade Zahl ist, so ist die ganze Zahl; 

(2) = \v) w -|- 1, 

eine zu dein Körixu- Sl gehörige invariante ganze Zahl, die das 
Oeschlecht des Körpers genannt wird. Daß diese Zahl nicht 
negativ sein kann, ergibt sich aus § 193, (5) und (9), wonach 

(3) ■}> — (J'a 1) -f- K — 1) -| 1- (r„ — 1) 

ist, und so aus lauter Summanden besteht, deren keiner negativ ist. 

Zwei Funktionen a, ß nennen wir ein primitives Paar des 
Körpers ii, wenn alle, Funktionen in Sl rational durch « und ß 
auHgedrückt werden können. Ist « von der «iten, ß von der «ten 
Ordnung, so ist nach § 171 für ein primitives Paar notwendig 
und hinniicheinl, daß die zwischen « und ß bestehende irreduzible 
Oleichung: 

n m 

{4) ß) = 0 

in « vom nten, in ß vom mten Grade sei. 

l'ls sollen die Funktionen F'{ß) durch Polygonc[uotienten 
dargestellt werden. Wir setzen: 

(5) “ ^ f ^ W 

worin ?l, 9)1 von der mten, SÖ, 91 von der nten Ordnung sind. 91 
hat dann mit 9)1 und iB mit 91 keinen Punkt gemein. Wir setzen; 

/'’(«, ß) “ «o“" + «1 H + «>ti 

(6) P’'(«) ««1,«”'^’ -j- (” “ l)«iK”~** + ••■ + a»-i) 

— — Ul «" -> — 2 ( 12 «"-^ — na„. 

Aus der zweiten dieser Gleichungen schließt man, daß im 
Nenner von F' («) keine Punkte verkommen, die nicht in 91 oder 
in 9) enthalten sind, und aus dem dritten folgt, daß dieser 
Nenner höchstens ~ 'iP>-2 33»‘ sein kann. Wir setzen also: 

“ ^n-2 sQm ■ 




086 Sechsundzwanzigster Absclmitt. § 196. 

Es soll jetzt bewiesen werden, daß 2 durch das Verzweignngs- 
polygon 3^ teilbar ist. 

Nehmen wir zunächst an, daß 31 und S relativ prim zu 3^ 
seien; dann gibt es eine ganze rationale Funktion x von /3, die in 
keinem Punkt von 3^ verschwindet, für äie g) = xcc eine ganze 
Funktion von ß wird. Setzen wir 

/‘( cd ) = ß), 

so ist: 

f{a>) = 

Ist t die Basisform von Sl in bezug auf jS, so ist nach § 182 
f{co) durch f(v) teilbar, und da nach Voraussetzung ß in keinem 
Verzweigungspunkt unendlich wird, so ist f(t) und folglich auch 
(o^) durch das Verzweigungspolygon 3^ teilbar, und unsere Be- 
hauptung erwiesen. Wir setzen: 

2 = 313 ^ 

(8) F'(a) = — -^.g- . 

Diese Formel ist hierdurch nur xmter der Voraussetzung 
erwiesen, daß weder a noch ß in einem der Verzweigungspunkte 
unendlich wird. 

Machen wir aber die lineare Substitution: 

ß{ß,-i-l) = hß„ 

BO ist nach § 190 

3/3 3,3i 1 

und wir können die Konstanten a, b so wählen, daß und ß^ in 
keinem Punkte von 3/? unendlich werden. Wir haben nur für a 
und b irgend konstante Werte zu nehmen, die « und ß in keinem 
Punkte von annehmen. 

Ist ßi) = 0 die zwischen «i, ß^ bestehende rationale 

Gleichung, so ist: 

(“d ßi) = i<h l)”(di + 1)“P’(«, ß), 
oder auch nach (9): 

ci’'ß’”'Fi(cij^, ßj) = a’‘b”‘ u”ßfF(a, ß); 

ferner dci:da^ = und folglich, mit Rücksicht auf F — 0, 

F^ = 0 : 

(10) k»- 2 /?«• Ji' («j) = a«-i h”' «"-2 ßf F' (a). 
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Nach (ü) verschwinden a,, in denselben Punkten und mit 
denselben Ordnungszahlen wie u, ß, und daraus ergeben sich, den 
Darstellungen (2) und (4) entsprechend, die Polygondarstellungen: 


( 11 ) «1 == 
und aus (5), (7) und (10): 


li’ 



( 12 ) = 

Damit ist die Formel (8) allgemein bewiesen. 
Setzt man nach § 194, (9): 

F'ia)da + F'{ß)dß = 0, 
so folgt aus (8) und § 195, (12): 

( 13 ) = 


Beide Ableitungen F'Qx), F' (ß) verschwinden also in den 
Punkten von 5K, und IR heißt das Polygon der Doppelpunkte 
in («, ß). 

Die Ordnung von ist 2n(m — 1) und dai’aus ergibt 

sich für die Ordnung 2r von 91 eine gerade Zahl, nämlich: 

2r — 2n(ni — 1) — w« =.2m(n — 1) — Wg, 
und für das Gesclilecht p ergibt sich nach (2): 

( 14 ) p = (w — 1) {m — 1) — r. 





Siebenundzwanzigster Abschnitt. 

Algelbraisclie und Abel sehe Differentiale. 


( 1 ) 


§ 197 . Difierentiale in Sl. 

Sind s und zwei Varia'ble in von den Ordnungen n, «j 
mit den Unterecken 11, Ui, mit den Verzweigungsecken: 3, gj, 
den Verzweigungszahlen m, Mj, so ist nack § 195, (12) 

dg _ 

dz, - 3iU*' 

Setzt man 

_ 211U _ ^ 

® — 583’ “■ 5i3i’ 

SO wird hiernach 

( 2 ) = co^d0-^. 

Ist JtlP äquivalent mit 35 g, so ist co eine Funktion in 
und coi ist gleichfalls eine Funktion in Sl, Sind a, 6 die Ord- 
nungen von 31 und 33, so ist [§ 196, (2)] 

J) ^ 10 ==i a 2n^ 

a = h 2p — 2 , 

wenn p das Geschlecht des Körpers Sl ist. 

Wir setzen jetzt in einer neuen symbolischen Bezeichnung 

r7.- A 

— U3’ 


( 3 ) 


(D 

( 5 ) 


(X}d0 


^ T 51 
äJ — 


und nennen diese Ausdrücke die zum Körper Sl gehörigen 
Differentiale. 

Im Zähler und Nenner 91, 33 eines Differentials können 
gemeinschaftliche Faktoren zugefügt oder weggelassen werden. 
Haben 91 und 93 keinen gemeinschaftlichen Teiler, so heißt 9t das 
Obereck, 93 das Untereck des Differentials dJ, 
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Die Bezeiclmuiig (5) eines Differentials unterscheidet sich von 
der ähnlichen Bezeichnung der Funktionen in £l dadurch, daß 
der (irad des Zählers um (2p — 2) höher ist als der des Nenners. 

Die in 194 definierte Differentiale da der Funktionen in 
Si sind spezielle Fälle der allgemeinen Differentiale (5). Denn 
nicht alle diese äJ sind Differentiale von Funktionen in Sl. 

Wir unterscheiden eigentliche Differentiale da, d. h. solche, 
die Differentiale von Funktionen in ß sind, und uneigentliche 
oder Ahelsche Differentiale d J, die das nicht sind. Für die 
letzteren hat J seihst keine Bedeutung und erhält eine solche 
erat in der Integralrechnung, die der rein arithmetischen Methode 

nicht zugänglich ist. . . . , 

Ist g eine beliebige V ariahle in ß und ä J ein Differential, 
so ist dJ:di! eine F’unktion in «, und dJ:dg ist ein Diffe- 
rentialguotient. Wir unterscheiden auch hier eigentliche 
und uueigentliche Differentialguotienten. Der Quotient 
zweier Differentiale dJ-.äJ' ist gleichfalls immer eine Funktion 
in ß und kann ebenfalls ein Differentialguotient genannt werden. 

Damit ein Bolygonguotient 1:0 das Symbol für ein Diffe- 
rential sein kann, ist notwendig, daß die Differenz (« - V) der 
Ordnungen von « und UJ gleich {2p - 2) sei. Aber diese Be- 
dingung ist nicht hinreichend; es kommt noch hinzu, daß eine 
Variable in ß existieren muß, für die 

(g) 1F?I -333 

ist Ist diese Fordening befiiedigt, so bleibt sie erhalten, wenn 
i «ta. ie Y^dable » ß und ^ nnd « d^ 

ä.iiiivalente Bolygone ersetzt werden. Sind ^ 

gone der durch 'h bestimmten Klasse so sind t .S, 31 • . ••• 
gleichfalls Differentiale. 

J. = ('Kl, «2, 3(8, •••) , ^ 

' und 'Kl, 'K„ 'Ks, ... eine Basis ton J, so sind die entsprechenden 

Differentialquotienten 

dJj ^ ... 

dg ' dg' dg ' 

die Bn.i. einer FunWoneneck« von endlioker Dimension, und w 
können {dJ,, dJ,, . 

die Basis einer Schar von Differentialen von derseto ftmenmon 

iiemiftTK 

■Wob«“!*, Algebrft. 1^. 
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Jedes Differential dJ^ dessen Untereck 53 oder ein Teiler 
Yon 8 ist, kann dann in der Form dargestellt werden: 

(7) dJ = CidJi ’-j— c^dtf^ — |— c^dJ'^ — j- ••• 
mit konstanten Koeffizienten. 

Die einfachsten Differentiale sind die, deren Untereck das 
Nulleck ist, und deren Oberecke 2S also von der Ordnung 
(2^ — 2) sind. Diese beißen Differentiale erster Gattung 
und werden mit TT bezeichnet. Sie sind dadurch charakterisiert, 
daß für jede Yariable 8 die Polygone IU2B und 3 äquivalent sein 
müssen, und die SB bilden also, ihre Existenz vorausgesetzt, eine 
Poljgonklasse TT, deren Dimension zu bestimmen ist. 

Das Polygon 2B heißt das Grundpolygon des Differentials d W 
und wird ein vollständiges Polygon erster Gattung ge- 
nannt. Ist 5B = 318, so heißen auch 3t und 8 Polygone erster 
Gattung und zwar Ergänzungspolygone voneinander. 

Jedes Polygon, das nicht Teiler eines vollständigen Polygons 
erster Gattung ist, heißt von der zweiten Gattung. 

Ist 31 ein Polygon erster Gattung, so ist auch jedes mit 3t 
äquivalente Polygon 31' von der ei’sten Gattung, und wir nennen 
die Klasse A von 31 eine Klasse erster Gattung. Denn ist 
3t 8 = 3B, so ist J.2? = PF", wenn B die Klasse von 8 ist, und 
es ist 31' 8 = 2B' mit 3B äquivalent, also von der ersten Gattung. 

Ist also g die Anzahl der linear unabhängigen Polygone 
erster Gattung, die durch ein Polygon der Klasse A teilbar sind, 
so ist nach § 192, (14) 

(8) g = (J, W) = (0, J9), 
also gleich der Dimension der Ei'gänzungsklasse. 

Ist A eine Klasse zweiter Gattung, so gibt es kein durch 
31 teilbares Polygon erster Gattung, und es ist 

(A, W) = 0. 

§ 198. Die Polygonsehar erster Gattung. 

Um die Dimension (0, W) der Polygonsehar erster Gattung zu 
bestimmen und damit zugleich ihre Existenz nachzuweisen, nehmen 
wir eine beliebige Variable 0 in Sl mit dem Verzweigungseck 
3 und dem Untereck U, Ist dW ein Differential erster Gattung, 

■ so ist 
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6ine Funktion in die wir einen Differentialquotienten 
erster Gattung nennen. 

Ist ^ ein Punkt, in dem — .^o) unendlich klein Yon der 
Ordnung e wird, so kommt dieser Punkt (e — 1) mal in 3 
und folglich ist [w(0 — ^o)]o = 0* Wird ^ in einem anderen 
Punkte ^ unendlich in der eten Ordnung, so kommt dieser 
Punkt e mal in 11 und (e — 1) mal in 3 einmal im 

Zähler von und folglich ist auch in diesem Punkte {W0)o — 0, 
und diese beiden Forderungen, nämlich: 

a) In jedem Punkte, in dem 0 einen endlichen Wert 00 hat, 
ist [w {0 — ^o)]o = 0; 

b) In einem Punkte, in dem 0 unendlich wii^d, ist = 0, 
sind auch ausreichend, einen Differentialquotienten erster Gattung 
tv zu definieren. 

Um die erste Bedingung zu erfüllen, nehmen wir eine 
Minimalbasis nach 0 : 


(2j • COl, «»2, 

setzen 

(3) ar^s = S(G)rG)s), 

so daß 

(^4) ^ ^ i 1 ^^2, 2 * * ‘ n 

die Körperdiskriminante (nach 0 ) ist, und bestimmen eine Basis 

( 5 ) • ^ 1 , «25 •••1 f » 

aus den Gleichungen: 

( 6 ^ COr ' — ■ ^ i ^i‘ 

Ist (r, s) ein Zeichen, das = 0 ist, wenn r und s verschieden 
sind, und = 1, wenn r = s ist, so kann man die rationalen 
Funktionen a'r.a von 0 so bestimmeu, daß 

i 

(7) 2;ai,rß!i,» = (n s) 

wird, Tind erhält aus (6): 

i 

= 2j üi^ r 

und die Größen haben keinen anderen Nenner als 

Daraus ergibt sich wegen (3) und (7): 

= (r, s), 

(Xy^ s — - B (fir 



( 9 ) 


44 * 
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Ist Timgekelirt für eia Funktionensystem ^ 2 ^ ‘--i Vn die 
Bedingung 

(10) S{rirC 0 ,) — (r, s) 
befriedigt, so ist rir = «r; denn setzt man 

i 

SO folgt aus (9) und (10) s). Demnach sind die Be- 

dingungen (9) und (6) vollständig gleichbedeutend. 

Die Größen Bi bilden eine Basis von sind aber nicht 
ganze Funktionen. Die Basen (5) und (2) heißen zueinander 
komplementär. 

Die Größen 

( 11 ) ^ ^^25 •*•5 ^ 

sind ganze Funktionen, und wenn Funktionalvariablen 

sind, so ist 

(12) ^(^ 1^1 "■ H" ^ntn) ~ ^ B 

der größte gemeinschaftliche Teiler der • Funktionen (11). 

Ist 

(13) 

das Produkt aller voneinander verschiedenen Linearfaktoren von 
^ und 

(14) % = ... 

das Produkt der verschieden in z/ aufgehenden Primfunktionale, 
so können wir jede durch r teilbare ganze Funktion p von ä' 
in ß in die Form setzen: 

Q = r (iTi -j- % £2 ”4“ * * • £n)) 

worin die ..., Xn rationale Funktionen von 0 sind. Dann 

erhält man nach (9) 

rxi — S(Qcoi)^ 

und da Qcoi durch jeden Primfaktor von r teilbar ist, so ist 
S (^Q Wi^ nach dem Satz § 184, 7. eine durch r teilbare ganze 
Funktion in und folglich Xi eine ganze rationale Funktion. 
Hieraus folgt, daß 

Zq = r(x^Zs, -f H |-ir„z/ß„) 

durch rsZ teilbar ist, und daß sonach ts ein in q aufgehendes 
ganzes Funktional ist. 

Wäre 7t ein nicht in % enthaltener Primfaktor von r£, so 
köante man q so annehmen, daß es nicht durch jr teilbar’ ist, 
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und Q könnte nicht durch f s teilbar sein. Ebenso schlieJßt man, 
daß jeder der Primfaktoren aber keiner mehr als ein- 

mal in rs aufgeht; also ist, yon Einheitsfaktoren abgesehen, 

(lö) rs = %, 

Also genügt jede der Funktionen der Bedingung a). 

Umgekehrt ist auch jede dieser Bedingung genügende Funktion tv 
in der Form enthalten: 

(1^0 ^ + % «2 H h 

worin die Xn ganze rationale Funktionen von ^ sind. 

Denn es ist rw eine durch % teilbare ganze Funktion, und 
folglich nach (9), (16) und § 184, 7.: 

S(-rto(x)i) = rxi 

eine durch r teilbare ganze Funktion von folglich 

(17) Xi — S{iüG}i), 

Um also die DifEerentialquotienten erster Gattung zu er- 
halten, hat man unter den Punktionen (16) die auszusuchen, die 
der Bedingung b) genügen. 

Zu dem Zweck nehmen wir für ( 2 ) die in § 193 betrachtete 
Normalbasis 

^11 ^ 2 ) • * • 5 

und bezeichnen die dazu komplementäre Basis mit 
die durch 

(18) Silr^s) = {r,s) 
definiert ist. 

Setzen wir dann 

(19) H + Vn^n, 

SO ist, wenn Ti der Exponent von h ist, nach (17) 




Nach der Definition von n ist für ^ = co endlich und 
uoß verschwindet wegen b). Folglich muß für = c» 

verschwinden, d. h. yi kann höchstens vom Grade (r^ — 2 ) sein 
und enthält daher höchstens n — 1 konstante Koeffizienten. 

Da = 1, fl = 0 ist und der Grad von 2/1 nicht negativ 
sein kann, so muß y-^ identisch Null sein und es folgt 

S{%v) = 0. 
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Dies ist das Abelsche Theorem für die Differential- 
Quotienten erster Gattung. 

Um zu zeigen, daß diese Forderung über die yi für die Er- 
füllung von b) auch genügt, betrachten wir die Funktionen in ^ 
als Funktionen von = 1 : Für diese bildet 

Vi = , ^2 = •••5 

nach § 193, 6. eine Minimalbasis, und 

1 f^2 1 • • * 5 f*'» 

ist nach (10) die dazu komplementäre Basis. Folglich ist = 0 
für .s' = 0 [nach a), auf 0 ' angewandt], also 

0^-^ yi z= 0 , 

0 yiyi = — ^ = 0 für 0 = co^ 

0 

wenn der Grad von y^ nicht höher als {u — 1) ist. 

Damit ist nachgewiesen, daß alle in der Form (19) ent- 
haltenen Funktionen, in denen die yi ganze rationale Funktionen 
von 0 ^ höchstens vom Grade u — 2 sind, Differentialquotienten 
erster Gattung sind, und daß auch umgekehrt in dieser Form 
alle Differentialquotienten erster Gattung darstellbar sind, und 
es folgt der Hauptsatz: 

1. Die Klasse der Differentiale erster Gattung 
ist von der Dimension 

{0,W) = (r, - 1 ) + {r, - 1 ) + ... + (r„ - \) = p. 

Hieraus ergibt sich noch folgendes: Ist A eine beliebige 
Polygonklasse von der Ordnung a und W die Hauptklasse erster 
Gattung, so ist nach § 192, (14): 

(J, W)^{0,W) — a=p—a, 
also, wenn a ^ jp — 1 ist: 

{A, W) ^ 1 . 

Es gibt also, wenn a kleiner als p ist, immer Polygone erster 
Gattung, die durch 31 teilbar sind, und daraus folgt: 

2. Jedes Polygon von (p — 1) ter und niedrigerer 
Ordnung ist von der ersten Gattung. 

Nach § 192, 5. kann man, wenn m nicht größer als jp ist, 
ein m-Eck TO so wählen, daß, wenn M die durch TO bestimmte 
Klasse ist. 


(If, W) = jp — m 
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wird, und wenn man hier m = j) setzt, so folgt, daß es Klassen 
der Ordnung p von der zweiten Gattung gibt. 

§ 199. Der Biemann-BoclLselie Satz. 

Das unter dem Namen des Riemann-Rochschen Satzes 
bekannte Theorem hat den Zweck, die Dimensionen von Polygon- 
klassen zu bestimmen. 

Wir betrachten zunächst eine eigentliche Polygon- 
klasse Ä von der 'Ordnung nehmen darin zwei teilerfremde 
Polygone 31, 31' und setzen: 

31' 

^ 31 * 

Ist dann 31" ein anderes Polygon derselben Klasse, so 
setzen wir 

“ ~ 'il’ ^ “ '21' ' 

Es ist also CQ eine ganze Funktion von und 00:0 eine 

ganze Funktion von 1:^. Wenn also co nicht konstant ist, so ist 

der Exponent r von co gleich 1 . Umgekehrt ist auch jede ganze 
Funktion ca von 0 vom Exponenten 0 oder 1 in der Form 3l":3l 
darstellbar. 

Wir erhalten also die ganze Klasse Ä aus der Gesamtheit 
der ganzen Funktionen von 0 , deren Exponent ^1 ist. Diese 
erhalten wir aber leicht aus der Normalbasis (Xi, A 2 , . . ., h) in 
mit der Reihe der Exponenten ^ 2 ? (§ 193). Ist Ag die 

letzte dieser Funktipnen, deren Exponent gleich 1 oder 0 ist, so 
ist jede ganze Funktion, deren Exponent ^1 ist, in der Form 

( 1 ) m = Cq 0 Ci'ki ^8^8 

darstellbar (Cq niuß konstant sein, weil es nach der Definition 
der Normalbasis eine ganze Funktion sein muß, und wenn sein 
Exponent positiv wäre , so wäre der Exponent von w. größer als 
eins). Demnach ist 

(2) (0, J.) — s 4" I 5 

und diese Zahl ist also immer -f“ 1- 

Die obere Grenze ^ -|- 1 ^i^d dann erreicht, wenn alle 
^ 2 , ^ 3 , . . fn = 1 folglich p = 0 ist. 

Da in einer eigentlichen Klasse mindestens zwei Polygone 
enthalten sind, also (0, J,) ^ 2 sein muß, so kann n — I nur 
in dem Falle j? = 0 verkommen. 
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Eine Funktion <0, die nur in je einem Punkte 0 und 00 wird, 
also die Ordnung 1 hat, gibt es daher nur in dem Falle j? =: 0. 
Jede Funktion in Si ist durch ein solches 0 rational dar- 
stellbar 1). 

Wenn n > 2 ist, so sind ^li und 0^1 nach § 198 Differential- 
quotienten erster Gattung, Es gibt also nach (1) Polygone 2B, 2B' 
yon der ersten Gattung, die der Bedingung genügen: 

_ ^^28 ^ 

3 ’ — 3 ’ ^ ^ 2ß '2t ’ 

und da 31, 91' teilerfremd sind, so muß 91 in 2B, 91' in 2B' auf- 
gehen. Es ist also Ä eine Klasse erster Gattung. 

Ist A eine Klasse zweiter Gattung, so sind also alle Expo- 
nenten ri, rg, Tn gleich 2 oder kleiner als 2, und es ist im 

besonderen ^5^-1 = 2, rs ^2 = 2, r„ = 2. Folglich ist 

2) = (rj _ 1) + (ra — 1) . -f (r„ — 1) = w — s, 

und wir haben nach (2) den Satz: 

3. Die Dimension einer eigentlichen Klasse Ä von 
der zweiten Gattung ist 

(3) (0, A) = n — p -j- 1. 

Ist ferner Ä eine eigentliche Klasse erster Gattung und 

(4) AB = W 

die vollständige Klasse erster Gattung, so nehme man ein Polygon 93 

in B und bilde die Differentialquotienten erster Gattung: 

313 93 912 91' 93 

w = 010 = 

und diese Form bleibt erhalten, wenn 93 durch ein äquivalentes 
Polygon S3' ersetzt wird. Die Dimension (0, B) ist also so groß 
wie die Dimension der Schar der Differentialquotienten erster 
Gattung die die Eigenschaft haben, daß auch 0 W noch von 
der ersten Gattung ist. Damit dies der Fall sei, dürfen in dem 
Ausdruck: 

W = Pifli H“ 2/2 ^^2 “h ***“)“ 

die Grade der Funktionen f/u Vü) -m iln nur bis zu der Höhe 
^1 — 2, ra — 2, ..., — 2, ansteigen, und daraus folgt: 


Dieser Funktionenkörper führt zu den von den Geometern so 
genannten „IJnikursalkurven“. 
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(0, B) — {fs + i — 2) -|- (fs + a — 2) (r„ — 2), 

(5) p — (fs+i — 1) + (fs+2 — 1) + ••• "i" (^n — 1)) 

(0, B) = p — n s, 

und nach (2): 

(^0,Ä)-{0,B) = n-p + l. 

Nun ist nach § 192, (14) (0, B) — (-4, W), und wir haben 
den Riemann-Rochschen Satz für Klassen erster Gattung: 

4. Die Dimension einer eigentlichen Klasse A 
erster Gattung ist 

(6) (0, 4) = w — ß + 1 + (Ä, W). 

Diese Formel schließt (3) in sich, weil für Polygone zweiter 
Gattung {Ä, W) = 0 ist. 

Da die Dimension einer eigentlichen Klasse mindestens 
gleich 2 ist, so folgt für eine Klasse zweiter Gattung: 

w 5 i’ + 

und hierin ist der Beweis eines Satzes Ton Riemann enthalten: 

5. Eine Funktion, deren Ordnung kleiner als 
1 ) ist, ist Ton der ersten Gattung. 

Es folgt weiter daraus, daß die Klasse W der Polygone 
erster Gattung eine eigentliche ist. Denn angenommen, W habe 
den Teiler und es sei W = DJl A so wäre (0, W) == (ö, A) 
= jo. Nimmt man SI in relativ prim zu 3k, so gibt es in TT nur 
ein durch 31 teilbares Polygon, nämHch 51 9k, und folghch ist 
(A, W) = 1. Demnach gibt die Formel (6): 

n = 2p — 2, 

also gleich der Ordnung von W. Die Ordntmg von A ist also 
ebenso groß wie die von TF, und folglich 9k = 0. 

Der Satz 4. gilt unverändert auch für uneigentliche Klassen. 
Um das nachzuweisen, sei zunächst A von der ersten Gattung 

und vom Teiler 9k: m ai 

A = 9kJ.', 

AB = W, 

(^\ A'B' = W, 

^ ^ = 9kR, (§ 192, 8.) 

(A',W) = iO, By 

Die Ordnungen von 9k, A, B seien w, a, b, also a + & die 

Ordnung von W, d. h. 

/g) a -{-b = 2(p 1). 
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Nacli (7) und § 192 ist 

(9) ' (0, 5) ^ (0, 5') - «> 

und nach (6), angewandt auf Ä': 

( 0 , Ä) = (0, Ä^) = + (ö, B'), 

also nach (8): 

Da wir aber Ä und B yertauschen können, so ergibt sich 
hieraus 

(0, Ä) - f a = (0, B) 

und wenn man 

(0, B) = {Ä, W), 

— b) = a — p 1 

setzt : 

(0,J.) = a-i? + l + (^, F) 

in genauer Übereinstimmung mit (6). 

Um auch für uneigentliche Klassen zweiter Gattung dem 
entsprechenden Satz abzuleiten, sei 

(10) A = mA' 

eine uneigentliche Klasse zweiter Gattung vom Teiler 9JJ. 

In einer eigentlichen Klasse zweiter Gattung, G, deren 
Dimension größer ist als die Ordnung a von gibt es nach 
§ 192, 5. immer Polygone, die durch ein Polygon der Klasse A 
teilbar sind, und G ist also auch durch A teilbar. 

Aus § 192, (15) folgt: 

^ (ö? C) — c a, 

und aus (3): 

{0,C) = c—p-{-l, 

also 

( 11 ) (0,Ä)^a — pr{-l. 

Nun ist Ä' eine eigentliche Klasse von derselben Dimension 
wie Ä, also, wenn m die Ordnung von iDl ist, nach (6): 

( 12 ) (0, Ä) = (0, — J? + 1 + (Ä', W), 

also nach (11): 

(13) (A\ W)^m. 

Daraus folgt, daß Al von der ersten Gattung sein 
muß. 

Ist W = A!B\ so folgt aus (13): 

(14) (y|( W) = (0, B') ^ m. 



§ 200. Differentiale zweiter und dritter Gattung. 699 

Wäre nun (0, B') > m, so könnte man in B' ein durch 2)i 
teilbares Polygon iUlSS finden (§ 192, 5.), und es wäre; 

raus = TO = aß 

ein vollständiges Polygon erster Gattung, es wäre also 3( selbst 
von der ersten Gattung; gegen die . Voraussetzung. Also ist 
(0, B') = (J.', W) = m und 

(15) (0, A) = a — i) + 1. 

Also gilt auch hier der Eiemann-Rochsche Satz in der 
Form 3. 

Besteht A aus einem isolierten Polygon 'ßl, so ist (0,A) = 1, 
also a — p, und daraus folgt; 

6. Ein isoliertes Polygon zweiter Gattung muß 
ein j)-Eck sein, und umgekehrt ist jedes p-Eck 
zweiter Gattung ein isoliertes Polygon. 

7. Geht ein Punkt ^ im Teiler einer uneigent- 
lichen Klasse zweiter Gattung A auf, und ist = 

so muß Ä' Yon der ersten Gattung sein. 

Denn es ist nacli dem Satz (6) und (15): 

(0^ A) = a — jp -j- 1, 

(0, A) = (0, ^0, 
also {A\ W) = 1. 


§ 200. Differentiale zweiter und dritter Gattung. 
Wir können jetzt die Bedingung für ein Differential: 

( 1 ) 


die wir in § 197, (6) mit Rücksicht auf eine Variable s in der 
Form ausgedrückt haben; 

~ 3SS, 

invariant darstellen, wenn wir die vollständigen Polygone erster 
Gattung benutzen, wonach 


ist; 


iPSß ~ 3 
31 ~ SßS, 


oder, indem wir die Klassen einführen; 
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1. Der Polygonquotieut (1) ist ein Differential, 
wenn die Klassen Ä, B von und 33 relativ prim 
sind und der Bedingung genügen: 

(2) A= WB. 

Sind a und i die Ordnungszahlen von A und 5, so ist: 

(3) a — & = 2p — 2, 

und da A jedenfalls von der zweiten Gattung ist, nach § 199, (15): 

(4) = 

Besteht B aus einem einzelnen Punkt so ist (0, J.) = p, 
und die Dimension von A ist ebenso groß wie die von W\ ist daher 
(2Ö„2Ö„,.,S[Ö,) 
eine Basis von TF, so ist 

eine Basis von A. Daher ist A eine uneigentliche Klasse mit 
dem Teiler 5(3, und es folgt: 

2. Ein einzelner Punkt ^ kann nicht Untereck 
eines Differentials sein. 

Hat die Klasse A einen Teiler 9Jl vom Grade m, so muß 9Jl 
im Teiler von B enthalten sein; denn muß in jedem der 
Polygone 95ß S, und folglich, da W eine eigentliche Klasse ist, in 
jedem der S auf gehen. Ist 

mA = A, mB' = B, 

so muß 

(5) (0, Ä) = (0, Ä') 

sein. Es ist ater nact (3) und (4), auf Ä und Ä' angewandt, 
wenn A' von der zweiten Gattung ist: 

(0, A) = (0, A') -f m, 

also (0, A) > (0,A'); folglich muß m — 0 sein. 

A' kann aber nur dann von der ersten Gattung sein, wenn 
B ein isoliertes Polygon und B = 911 ist. Dann ist: 

= (0,A')=p, 

also muß (ö, J.) = j), & = 1 sein, und wir kommen auf den 
Fall des Satzes 2. Folglich: 

3. Jedes Polygon von mehr als einem Punkt kann 
üntereck eines Differentials sein. 

Unter einem Differential zweiter Gattung versteht man 
ein solches, dessen üntereck eine Potenz eines einzelnen Punktes iß 
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ist. Ein Differential, dessen Untereok nur aus zwei einfachen 
Punkten besteht, heißt ein Diterential dritter Gattung. Wir be- 
weisen den Satz: 

4. Jedes Differential dJ läßt sich linear und mit 
konstanten Koeffizienten aus Differentialen erster, 
zweiter und dritter Gattung zusammensetzen. 

Dieser Satz kann nach (4) auch so ausgesprochen werden, 
daß die Klasse A eine Basis 

(6) 5I2, 1 

von der Art hat, daß die Quotienten 

( 7 ) dJr — ^ 


Differentiale von einer der drei Gattungen sind. 

Um ihn durch vollständige Induktion zu beweisen, nehmen 
wir an, es sei für irgend ein SB eine solche Basis gefunden, und 
suchen eine ebensolche für das üntereck S(J33, wenn 5p ein be- 
liebiger Punkt ist. Eine solche Basis können wir in der Form 
aiinehmen : 

(8) 5p5[i,Sp3l2, ..., 5pSI,+^_i, 

worin ein mit SEßSßSp äquivalentes Polygon sein muß, das 

den Punkt 5p nicht enthält. 

Wenn der Punkt 5p in SB aufgeht, setzen wir : 


58 = W5P“, 


so daß 5p nicht mehr in 5öl aufgeht. Das Polygon 2ß5p»+i ge- 
hört dann in eine eigentliche Klasse, in der also ein durch 5p 
nicht teilbares Polygon 91 existiert. 

Wir setzen dann: 

5Ü6+.2) 91191, 

und erhalten daraus ein Differential zweiter Gattung . 


(ö) 


ä Ji 


__ 
58 5p 


91 


i+p — gm 


5P' 


1 + 1 


Geht 5p in 58 nicht auf, so nehme man einen in 58 aufgehen- 
den Punkt 5p„. Dann gehört SlB5p„5p in eine eigentliche Klasse 
und enthält ein durch 5p nicht teilbares Polygon 91. Ist dann 


58 = 5Po9J1, 5!Ih 


91191, 


j j 91s+i, __ 91 

dJi,+p — — sp^sp 



so ist 

( 10 ) 
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ein Differential dritter Gattung. Damit ist der Satz 4. bewiesen, 
sogar mit der Verscbärfung, daß die darin auf tretenden Differen- 
tiale dritter Gattung einen beliebigen festen Punkt ini Untereck 
enthalten. 


§ 20L Die Residuen. 

Ist ^ ein Punkt, der ^nmal im Untereck 93 eines Differen- 
tials dJ auf geht (m ^0), so nehme man eine Funktion 0 in Sl, 
die in ^ unendlich groß in der ersten Ordnung wird. Dann kann 
man nach § 197, (1) und § 185, (5) setzen: 

(1) 3 ao -f- Ct—i 0~‘'^ "l* Tj 


worin die a Konstanten sind, y] eine in ^ endliche Funktion in 
Der Koeffizient — a_a yon — 0 r'^ heißt das Residuum 
des Differentials c?c7 in bezug auf den Punkt 

Das Residuum yon dJ im Punkt ^ kann nur dann yon Null 
verschieden sein, wenn m >0 ist, d, h. wenn der Punkt im 
Untereck von dJ vorkommt. Solche Punkte sollen Pole von 
d J heißen. 


1. Das Residuum eines eigentlichen Differentials 
ist gleich Null. Denn durch Differentiation einer 
Potenz von 0 kann niemals entstehen. 


Nimmt man für 0 eine Funktion ^ 1 , die gleichfalls in 
unendlich von der ersten Ordnung wird, so kann man setzen: 
0 z=: C 01 -\r 0-^ = e-^0-^ ?/ 2 , 


( 2 ) 


d0 
d 01 




worin die c Konstanten, ^ endlich sind. 

Setzt man 


I AA>, n I * * ' “T“ ^0 


m 


m, 


m — 1 
so ergibt sich aus (1): 

de) . , de , 

^ + 

wo in 5p endlich, bleibt, und darin gibt nach 1. nur der Teil 

de 


e- 


äe^ 
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einen Beitrag zu dem Grliede mit und dieser hat nach (2) 
den Koeffizienten a^i. Daraus folgt: 

2. Das Kesiduum von dJ ist von der Wahl der 
Funktion ^ unabhängig. 

Es gilt ferner noch der folgende Satz: 

3. Die Summe aller Residuen eines Differentials 
ist gleich Null. 

Wir erweitern den Ausdruck des Differentials r? wenn 
nötig, durch Hinzufügung von Punkten im Zähler und Nenner, 
so daß die voneinander verschiedenen Punkte des Unterecks 

<3) ^1^2 

ein Polygon einer eigentlichen Klasse bilden. Die Pole von äJ 
sind dann unter diesen ^ enthalten, möghcherweise auch noch, 
.andere Punkte, für die das Residuum von d J gleich Null ist. 

Als Nenner von dJ können wir dann 

<4) 5ß 

nehmen, wenn wir die zuviel genommenen Punkte wieder im 
Zähler zufügen. 

Wir nehmen eine Funktion ^ in ^ von der nten Ordnung, 
•die in jedem der Punkte % und in jedem nur zur ersten Ordnung 
unendlich wird, und bilden die Entwickelung für den Punkt %: 

(5) ^ H h + «-1 H- 

Wenn wir für den Koeffizienten den Wert 0 zulassen, 
können wir in allen Punkten mit derselben Potenz An- 

fängen. Die Summe der Residuen von dJ ist 

— 

Nach § 182, 11. läßt sich ein Funktionensystem «i, Wn 

so bestimmen, daß o^r in dem Punkte unendlich klein in der 
ersten Ordnung wird, in den übrigen Punkten endlich und 
von Null verschieden hleibt. 

Setzt man dann 

CCi 0^2 • • • Qi) 

so wird 

r= 0 ^^ in ^^21 ^8? ••*5 endlich und nicht r= 0 in 

^0^ 3? ^8l *••7 ^n) 3) 33 33 ^ 5? ^23 

9„'= 0« „ 5Pa,Sß2, „ „ =0in!15„. 



t. 

k 

1; 
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Verstehen wir nun unter Xi, x^, ..., x„ rationale Funktionen 
Ton e, die nicht alle identisch = 0 sind, und setzen: 

( 7 ) »? = a^i + a:2 92 -| j- 9«, 

so kann tj nur dann für = «, d. h. in den Punkten ißi, 
^2) •••! endlich sein, wenn die Xi für äi = 00 endlich bleiben, 
also Brüche sind, deren Zähler nicht Ton höherem Grade ist als 
der Nenner. 

Sind nämlich Aie x^, x^, x„ für g = as nicht alle end- 

lich, so gibt es einen positiven Exponenten r, so daß die Pro- 
dukte Xi^-’-, x^z^\ ..., x„s-'- für s — CO endlich sind, und 
mindestens eines dieser Produkte, etwa von Null ver- 

schieden. Dann ist 


+ XnZ->-Q„ 

im Punkte Spj endlich und von Null verschieden, und ij kann daher 
in ißj nicht endlich sein. Ebenso sieht man, daß keine Relation 
von der Form 

9l ~1~ ^2 92 ■j~ ' ■ ■ ~1“ 9» = 0 

bestehen kann, d. h. die 91, 92, ..., 9„ bilden eine Basis nach 0. 
Setzen wir also 


dJ 


dz 


( 8 ) 

so ist 

( 9 ) S 

Nach ( 5 ) ist 




'«,1 ?i “ 4 ^ ^>2 ~ f ~ * * • “ j “ 

— + a;2,2 + 

dJ 


2 


d 0 


^ — 00 ©ndlicli und folglich, gilt dus glGicho von 

( 10 ) «-”' + ^Xi,i, xr-’^ + ^Xi,^, ..., Z-o^+^Xi^n. 

Es enthalten also die Funktionen zxr,, jeden der Punkte iß 
höchstens m — 1 mal im Nenner, und ^ 


dJ 

dz 

enthält jeden der Punkte ips, ... im Zähler, 
meinen nicht.) 

Nun ist nach (8): 
dJ 

^ dz ^*1 — ^ 


(iPi im allge- 


^1,1 9 l + ^^1,2 92 H -f ^Xi^nQn. 
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Diese Funktion muß also in ^ 4 ^ 2 » verschwinden. In 

dem Punkte ^2 verschwindet aber - 2 ^^ 1 , 393 , *.•, 

während ^2 iiieht verschwindet. Folglich muß j^Xi ^2 ^4^2? d. h. für 
^ = CO, verschwinden und 0 ^Xi ^2 endlich bleiben. Wir haben also: 
Ist r nicht gleich s, so ist 0 ^Xr^s für ^ = 00 endlich. 
Wir definieren nun die rationale Funktion durch: 

(11) Xi^i ~ ^ "h ^ • --j- a!!?i ^ ^ -j- u ^'^0 , 

worin die Konstante dieselbe sein soll wie in (5), und wir 
erhalten : 

rl T 

( 12 ) T0~ 

und nach (8): 

[^ 2^(0 — 1 •*• ” 4 - 

^2 ^ 


Im Punkte ist endlich und Qi von Null yerschieden, 
während auf der rechten Seite alles in verschwindet. Folg- 
lich muß auch in und, weil es rational ist, für ^ = 00 
endlich sein, und ans (9) nnd (11) folgt: 





f- + ^ 




Nacli uiLserer Annahme über ä enthält das üntereck S9 Ton 
dJ" keinen Punkt, in dem e einen endlichen Wert hat. 

Ist Sp ein Punkt, in dem s den endlichen Wert hat, so ist 


(14) {z — Za) = 


91 

U’ 


^ _ 21U^ 
dz - 3« ’ 




.dJ 


U919( 
3» ’ 


nnd in 91 ist 
folglich ist: 

(15) 


der Punkt ip einmal öfter enthalten als in 3i 


Das ist die Forderung a) in § 198. 

Ist daher A^, ..., K die Normalbasis in und 
die komplementäre Basis, so ist: 

^ 2/l “(" ^2 2/n 

worin die yi ganze rationale Funktionen von ^ sind, woraus folgt, daß 
0"^) ■ ^( 17 ) = ^^ [§198,(18)3 


eine ganze rationale Funktion von 0 ist. 

Weber, Algebra. III. 



5 



45 
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Da diese Funktion . hiernach, keine negativen Potenzen von ^ 
enthalten kann, so ergibt sich aus (13) der zu beweisende Satz: 

ia®i = 0, 

der mit der besonderen Annahme über die Variable ^ nichts 
mehr zu tun hat. 

Als spezielle Anwendung folgt hieraus, daß [ein Differential 
zweiter Gattung kein Residuum hat, und daß die beidefi Residuen 
der Differentiale dritter Gattung gleich und entgegengesetzt sind* 
Ein eigentliches Differential wie wir schon gesehen 
haben, hat kein Residuum, und die Residuen des „logarith-, 
mischen Differentials“ d(5\6 sind ganze Zahlen, nämlich die 
Ordnungszahlen in 

Wir wollen diese Betrachtungen mit dem Beweis des folgen- 
den Satzes beschließen: 

4. Nennen wir Differentiale zweiter Gattung linear 
abhängig, wenn eine lineare Verbindung von ihnen 
und von Differentialen erster Gattung mit kon- 
stanten Koeffizienten einem eigentlichen Differen- 
tial gleich ist, so sind höchstens J? -f“ 1 Differen- 
tiale zweiter Gattung immer linear abhängig. 

Um dies zu beweisen, nehmen wir eiujp-Eck zweiter Gattung: 

(18) 

mit ^ verschiedenen Punkten. Ist dann ^ ein gegebener Punkt, 
80 ^ setzen wir: 

(19) U = ...'p, 

und erhalten eine Klasse B, in deren Teiler jedenfalls Sp nicht 
aufgeht, weil sonst sp^iPa ... ip„ nach § 199, 7. Ton der ersten 
Gattung sein müßte. Wir können also eine Funktion in ß: 


bestimmen, in deren Untereck jedenfalls der Punkt 5p enthalten 
ist. Wir bilden nun das eigentliche Differential 

( 21 ) < 2 » = !, 

in dessen Zähler 3 (dem Verzweiguugspolygon nach der Punkt ^ 
nicht aufgeht, weil er in ll nur einfach aufgeht, und wenn wir 
nach § 200, 4. durch Differentiale erster, zweiter und dritter 
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Gattung ausdrücken, so kann die dritte Gattung nicht in diesem 
Ausdruck Vorkommen, weil sonst die. Eesiduen nicht = 0 sein 
könnten. Dieser Ausdruck gibt also eine lineare Abhängigkeit 
zwischen den Differentialen zweiter Gattung, deren ünterecke 
Spl sind. 

Nimmt man für irgend einen positiTen Exponenten ni: 

u = ... 

und setzt 

_ ^ ^ —3 

^ as — ^ 2 ’ 

so ist 3 durch U® durch folglich das üntereck von 

d z durch Sß“ teilbar. Man bekommt dann eine lineare Abhängig- 
keit zwischen den Differentialen mit den TJntereckeu 

r, •••> 

und damit ist der Satz 4. allgemein bewiesen. 


45 * 




TABELLEN. 





( 1 ) 

( 2 ) 


(B) 


( 4 ) 

< 5 ) 

( 6 ) 

( 7 ) 

( 8 ) 

< 9 ) 

( 10 ) 

( 11 ) 

( 12 ) 


Tabelle 1. 


Entwickelungen der sechzehn 'ö’-Quotienten- (S. 88). 
V dui'chläuft alle ganzen Zahlen von — oo bis -j- oc . 

(v -j- a) 0 * 

q2 V ß^Ttiv 

*^11 '^10 o) ^ ■'V’( — 

JT'ö'jj (®) ^ig(a) ^ Qiniv — I ' 


'^11 ''V (« + ci) 

jrlln (»)'9'oi(a) 

'»00 {v 4- a ) 

n»,, (ü)«-oo(a) 


2iS 

2*'S 


gv ßTtiv ß^Ttiav 
ß2 TZ iv I • 

^ qv ßTtiv ß^Ttiav 
q2v ß^Ttiv I 


' 9'n '’T'in (v + u) 

71 Hjo ( v ) ■9'u (a) 

'•^n (v ~|~ rt) 

7C,%„ (b)^1o(«) 

■^11 '^00 {"V ~|~ u) 

«^io(»)'<V («) 

' ^11 '^01 (y ~~|~ 0^) 

7 t ( v ) «•„0 (a) 


■ ^ 

2^2 


«2 rriav 


iTtiV _|_ 2^ 
ß^TTiav 

^^ß27tiV I ' 


p^Ttiav 


qv ßTti V 


Iq2r^jtiv _j_ l ' 
p2 TZ iav f.y 


2 


(£ e*» 


■y2V 


'•+ 1 


“f" ^) 

;7 !*_ ^ ^ 

'^n (10 ~l~ ^) 

7id-oi(v) ■»'io(m) 


■9-11 -»11 (v H- ft) 
TT^oi («^) ^01 («) 

+ g) 

ä9oj (t’)9-oo(a) 


2^S 

2 S 

2.2 

2 S 


ß(2v + 1) /r ia 

-^1 ß2 7Ziv ’ 

^ 2y ßi2v-\-i)7tia 

g2v-l-l ß2niv — I ’ 


2V + 1 


ß(2v -^-l) Ttia q 2 

^ 2v-f- l g2 7?4i; J 


2'>' H- 1 


( ßC^y +l)7tiaq 2 

gSv + 1 ß2ni\} 
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Tabellen. - 

(13) 

'^00 ('y 4" 

/X2i'4.i)7rta 

0 ; ^ _ , 

it tfoo (v) &11 (u) 

q2r -i-l _j_ jj^ 

(14) 

'6'u '6'oi (*^ "j" f^) 

^ l)v + 

}si)'oo(v)&jo (a) ~~ 

^ (ßTtiv 1 

(15) 

■4" ®) 

2r + 1 

^ 2 Qüiv 

rt 6-00 (t;) «-01 («) 

^ -r 1 u 1 

(16) 

'6'n '6'n (v -j- tt) 

2v 4- I 

^ (_l)V,(2' + i)««g 2 , 

3r«'oo(v)'6'oo(«) ~ 

q2v-\-i Q27tiv 1 



i 




Tabelle 11. 


Zweite Form der Entwickelung der secbzehn 
'^-Quotienten (S. 91). 


In den Tabellen II, III, IV, V durchläuft m die Eeihe der 
positiven geraden, n die Reihe der positiven ungeraden Zahlen, 
also : 

m =r 2, 4, 6, 8, 10, . . . , 
n = 1, 3, 5, 7, 9, ... 

1 Ebenso soll m' die geraden, n* die ungeraden Zahlen durch- 
laufen. 


(1) 


( 2 ) 


(3) 


(4) 


i ' / \ i = cotg:;rt; -f cotg:;ra 


'^10 

Tcd-n («j-S'ioC«) 


^ p f^mßrriTtia gWi g— w tt i a -| 

^ ^ ^ — qm ß2Jtiu — gwj 

cotg 7CV — tg ?r a 

^ ^ p qm ßmnia 6 — ta 

^ ^ ^ 2 7?iv qrii ß^Ttiv gwj 


»01 (« + «) 
(ci) 


SlUTtV 


+ 2^2 

»11 'Ö'oo (v-\- a) _ _J_ 


3 p’-mTtia aTtiv 


r ß 


q 2 ßm nia, g— itiv 


p2itiv 


ß~~2TCiV , 


q:‘ 


0 i' ; I 


Sin 7t V 


+ 2t2( 


q2 ß — mrcia ßTtiv g2 ßtiiTtia ß—y 




iv I 

^ J' 

4 
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( 5 ) 

( 6 ) 

a) 


( 8 ) 


Tabellen. 


-9’ 


u^io (y + ‘^) — — tgnv + cotgjf 

^|- Q,m e-m«: 

2 i ^ j^g2Äiv _|_ , 
— ignv -{- ig^a 


qiti ßMTiia 
ß—2 7tiv\j^ qn 


»n »11 (« + «) 
JT'd'io («)'9’io(“) 


^ ^ ^ |^g2 7t£v grn 


qm ßmrtia 


-2niv 


+ ^ 




'»n'<‘^oo(^ + “) _ L 


5t «-10 W ^01 (a) ■ “S5EV 

:[: 


^ ^ I q2 ßniTTia ßTtiv ^ gr2 ß-^mnia ß—rtiv 

+ 2 2 ßirtiv _j_ 1 "1 qmg-irtiv _j_ l“ J 

»U »01 {O + «) _ ^ — 

5t^jo(»)^Oo(«) COS®® 


+ 22(-1)' 


q2 ßmrtia ßTtiv ^ ß—m7tiaß—71iv 
qm ß^ftiv 3 H" 1 


( 9 ) 


( 10 ) 


'^oi ('^ ^ 


^00 _ 


1 


r qn ß'—nnia 


qn ßn 


^ß2Ttiv — qn 


rfj 


n — 1 f- f^n p—nrcia 

Ye^«iv — '^ + 


K,n pHTti a 


V/« 0 


~2niv 




/111 '9'ü '9'll (t -|~ 

'• '' srfol («’)'^oi(«) 


2iS 


q2 ß—n7tia ßTtiv g2 ßVinia ß^ni 
1 ^ ß27tiv qn'^ ß-^27tiv qn 


( 12 ) 


' ^n '^10 (P -f* 

7 C »01 (v) »00 («) 


2S(-1)' 


n — 1 


q2 ß--n7tia ß^iv q2 ßunia ß 


g. 


+ 


-27tiv 


- Ttiv 

1F - 


1 
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(13) 


(14) 


(15) 


(16) 


3'‘e« 


rn p— n7C%a 


Cf e 


1 . 


'^11 *^00 ('^ öt) 1 

^ '^00 (^) '^11 (^) sin 3r a 

“f“ ^ [^27r^l; _j_, gn qnj 

^11 ^01 1 

'^oo ('y) '^10 (^) öos 7t a 

^ n — I r qii ßfiTtia gii ß—nrtia ~i 

^ ^ ^ j^g— 2Äit> _j_ qn H~ g2«8u -j-'^J ' 

' Q’ifQ'io (^ + q^) 

3r #00 ö’) •®’oi («) 


= 22 


' ^u'9'ii (« + “) 
^"^00 ('^j '®'oo (w) 




n — 1 
_ 


g2 ßUTtiaQ — <7tiv q 2 ß-^nnia ßTtiv 

ß~-2n:itv qn ß^Tiiv qn 


q2 ßnrtia q-~ niv g2 ß — nrtia Qniv 


+ 3" 


p2 Ttiv 


+ 3" J 




Tabelle HI. 

Entwickelung der ^-Quotienten in trigonometrischen 
Reihen (S. 92). 


( 1 ) 

( 2 ) 

(3) 

(4) 

(5) 

( 6 ) 

(7) 

( 8 ) 


(g +._g) = ootsnv 4- cotgjc 


a 

m wi' 


4 ^ ^ sin (m a w' v), 

+ g) _ cotgstu — tgjca 
% dn (®) Oio (m) 

m wi> w' 

_1_ 4 2 (— l)'s g~ sinre (m a + «i' i;). 

^11 ^9-01 {v 4- a) _ _± L 4 " 5 ^g 2 sm%(ma nv). 

witn (^;)'9'oi (»} sinTEV ' ^ 

»li'&'ooC'i’ -f- a) _ 1 

3E'9’ii(^;)'0'oo(a) sinsrv 

m 

+ ‘2(- 1 ) 2 g; 2 sin jr (»> a -j- w 

■^-ii ^10 {v -4- «) Vertauschung von a und v in (2). 
»u»nfc + a) _ tg;r.-htg^« 

5t«-io(v)'Ö’xo(«) 

w + w’ mw' ^ . 

4 2( 1)~^ 2 ^ sin7r(ma -j- n v). 

' 9’ii ■Q'oo (tJ -f- a) _ I 

5r#io W'^oi («) co^itv 

M — 2 wu 

-)- 4 ^ ( — 1)~^ g~ cos 31 (w a -)- n v). 

' ^11 '*9'oi (g -j- a) I 

nrö'io ^ 


cos Jtn 


m+_w — X mn 
2 


g 2 cos n (m a w t)). 



